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PREFACIO

!On ne doit pas oublier tout ce que 1la

cartographie doit déja aux mathématigques (et ce
serait une erreur de croire gu'elle pourra progres
ser et s'adapter Y de nouveaux besoins sans le con

cours de cette science,"

A. Gougenheim

"Non seulement l'analyse est indispen —

e A la gfométrie mais on pour-rait presque dire
que lg tdche la plus importante du géometrd est de
trouver et de developper les méthodes analytiques
les plus adaptées 3 la recherche géométrique, "

E. Carf.an
Em /17/ p. VII,
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1.PFAFFIANOS

§11, PRODUTO EXTERIOR

A expressao

w=f dul+f du2+..., (1)
1 2

que, na convencio somatoria de Einstein A, (1 875 - 1 955), se escreve

w=f a , (2)
r
e umz forma diferencial do primeiro grau, ou forma linear de Pfaff, J.F. (1 765

1 825), ou, simplesmente, pfaffiano,

As £ s3o fungles das varia¢Ges independentes W (r=1, 2, eee)e

Podemos considerar o pfe como uma fungdo linear e homogénea das diferenciais

auk.
Tomemos o par de pf. binomios :

wl-pdu+qdv

(3)
wz-rdu+sdv.

A soma de pf. goza das meswas propriedades formais da soma ordina-

ria.

0 produto exterior (X, leia : "“exterior") do par de pf. (3) e, por
definiclio, a forma exterior do segundo grau

wt x W = (ps - qr){du x dv), (1)

ou



-.'2— §)u

ou 5
1 P q
WXW = (du x dv). (5)

As duas propriedades singulares de u'a multiplica¢do exterior de

Grassmann, H.G. (1 809 - 1 877), s3o aqui verificadas:

wxw = 0

| _ 6
dx? - o xd &

Em particular:

duxdu = 0 ,daxdv=~dvxdu. (7
Por um abuso de linguagem comodo consideraremos uma fungZo escalar
taf(P) = £ (), (8)
de um numero qualquer de variaveis, como um pf. de grau zero.

Da (5) decorre imediatamente a distributividade 3 esquerda e a di
reita e a associatividade da lei de composigdo (5). A (5) mostra ainda que a
equagao

wExwe = 0 (9)

significa a dependéncia linear dos dois pfaffianos.

0 produto exterior & inveriante numa transformacso admissivel de

coordenadas,

Consideremos a transformagio admissivel :

x=x(u, V), y=y (v, v) ; u=u(x ¥), v=vix,y), (10)



§ 12

de onde ¢
dx = x du+x dv 3 dy = y du+y dv
u v u v
du=u dx+u dy ) dv= v dx+v dy
x y X Yy
com o8 jacobimnos :
5 = 2 (x, ) , 2 (u, v) .
X 2 (u, v) y 2(x, ¥)

Com o produto exterior nas (11) obtemos :

ixxdy= J (duxdv), duxdv=J (dx x dy).

X

¥y

Isto posto, sejam os pfaffianos

r ~
w =p du + g dv 3 wr
r T

=3 dx+b dy
r . ‘15

(r =1, 2).

Com as (11) obtemos:

P =a x + by s 4
r r u r u r

Finalmente, aplicando o produto de determinantes, resulta

1 2

w-‘kw =(pgq -pqldca=dv) =(ab-a b)J (duxdv)
x

12 21

%

= (a b «abdb Ydxx
1 2 21

§ 12, DIFERENCIAL EXTERIOR,

=3 x +b ¥y
rv. rv

12 21

dy)-'ﬁlx;tz.

]

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Introduzida por Cartan, E. (1 869 = 1 951), a diferencial exterior
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do pf. bindmio

w=pdu+qadv (l)_

e, por definicdo, a forma diferencial

dw = dp x du + dq x dv , (2)
i. 8.,
dw = (q - p )(du x dv). (3)
u v

Se a forma é de grau zero, i.‘é. » a (11,8), a sua diferencial exte-

. |

rior sera, por definig3o, a sua diferencial ordinaria df.

Propriedades:
(1) distributividade em relagdo a soma.
AW + W) = dwl + aw? . (%)

_ (11) A diferencisl exterior da diferencial ordinaria ds uma fung3o
¢scalar & nula, i.“.

d (af) = 0. (5)

De fato, segue da (3).

d(df) =d (f du\f av) =(f -f ) (uxdv) =0,
u v vu uv

pois que £ =f , uma vez que supomos sempre as nossas fungdes tantas vezes
uv vu

continuamente diferenciaveis quantas necessario.

(1i1) e

ge dw=0, entdo w =df, (6)



§ 13 5.

i€, s o pf, ¢ uma diferencial exata,

De fato, segue da (3) que p =gq .
v u

(1v)
15 12 1 2 1l 2 -
' dlw xw) = dw xWw - w xXadw., (7

Vamos proceder 2 verificagdo para dois pfe monomios :

1 2
w mpdu , w =sgdv, (8)

Teremos

d(wl xw?) = d [ps{du x dv)] = (sdp + pds)x(du x dv)

=g (dp x dux dv) + p (ds x du x dv).

O primeiro térmo do Ultimo membro nada mais & do que dwl X W*, en-

quanto que o segundo, com a transposig3o dos pf. ds e du, fica multiplido por =1

e da precisamente - wl x dwz.

(v) Quando um dos pf. & de grau zero a (7) se escreve:
d{wf) = dwef = (wx df) , d(fw) = df x w + fedwe  (9)

(vi)
. d(dw) =0, (10)

Eo importante teorema de Poincarée, H. (1 854 -~ 1 912) - Volterra,

VQ (l 860 - 1 91&0).
Fagamos a verificagfo no caso de um pf. mondmio.
d(aw) = ¢ [d(p au)] = d (dp x du) = d(dp) x du -~ dp x d (du) = O,

como conseqliéncia da (5).
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(vid) A diferencial exterior & um invarisnte p'uma transformacdo admissivel de
coordenadas.

Consideremos os pfaffianoss
w=pdu+qdv, Ww=adx+bdy, (11)

com a transformagio admissivel das (11, 10).
Resultam:

p=ax +by e gqewax +by. (12)
u u v v

Se efetuarmos o calculo das derivadas parciais:

qQ =q x +q ¥ s P *"p X +p ¥ -(13)
u xV .y u v XV . 3yV

obtemos por subtragdo _ _
q -p = (b -a)J (1)

u v x ¥y x

A diferenciagdo de w, com as (11, 13), nos da

dw=(q ~p)duxdv) =(b -a ) J (duxdv)

u v x y x
= (b -a )(dxxdy) = da¥. (15)
x ¥y

§ 13. DERIVADAS EM REIAGKO A UM PAR DE PPAFFLANOS.

Dado 6 par de pf. (11,3), linearmente independente, 1. ¢

1 2
w Xxw ¥ O, : (1)

vamos exprimir a diferemncial da fungdo escalar (11,8) como combinagfo linear des

ses pf., i.6.
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1 2

df = fdu+ £dv = fwl+ £, (2)
Das (11, 3) e (2) seguem:
ru-pfl+rf2 ,Afv -qfl+sf2, (3)
de onde:
sf -rf f +pf
g o= 2y , £, - Fu TPy (4)
ps - qr ps = gr
As £, £ sao as derivadas de f em relacdo go par de pf. da-
do.

Sao vAlidas as regras ordinirias:

(r+ f‘)l =f 0+ £, (ff')l = flf' + £, (5)

contudo,em geral, nao &€ v4lida a regra da permutabilidade na derivada mista,

De fato, sejam as diferenciais :

1 2
df = £w + £w , (r=1,2). (6)

A diferenciagao exterior do €ltimo membro da (2), com aplicagdo da

segunda das (12, 9), apds transposigac de membro, permite escrever :

1 2 1 2
-dflm - dfzxw = fldw + f2dw
ou ainda
1l 2 1 2
(£, = £5;) (wxw = f,dw + fydw § O (1)

logo  f1, f £

Contudo, seri f12 = 1’21 quando, de acordo com (12, 6), wl e w2

sao diferenciais totais exatas.
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§ 13. FORMULA DE STOKES GENERALIZADA
{ —— —

0 Calculo Exterior realiza a sintese da teoria das transformagSes

integrais com a seguinte formula fundamental

fdw—fw | tl)

denominada formula de Stokes, G.C. (1 819 - 1 903), generalizada.

A primeira integral & estendida a uma variedade riumanniana a (m +
+1) dimensSes e a segunda a fronteira a m dimensSes dessa variedade. E'esse_r_l
cial que se tenha convencionado ma orientagdo coerente.  As formulas classi-
cas de Stokes (ordinaria), de Ostrogradsky,M.V. e de Cauchy, A.L. ( 1789 -

- 1 857) - Gresu, G, (I 793 -1 841) resultam como casos particulares.

Como exemplo, as (12,1) e (12,3), levadas na (1), dio imediatamen-

te

/(q -p )dux dv) = j (pdu + q dv), (2)
Z u v (5 :

que éa expressao do teorema gg Green. para o plano. Ble se aplica ainda sdbre
uma guperficie désde que por todo ponto P (u, v) da regifio considerada passem
exatamente uma linha u ( v = const.) e uma linha v { u = const,) da réde R;)

de linhas que cobre a referida regido.

Para um estudo completo do Calculo Exterior v./13/,/27/,/29/.



§__ w DE ESTRUTURA

Consn.deremos as. tres coordenadas cartc,sianas ret.angulares i
xT . = -xr (u, v) com r - l 2, 3 fungoes de duas novas variavels u. e v, 4

. ? .
arbitrarias.

0 pont.o P - P (x, :2 ) do espaqo ordmario, ou, se qu:.zermos e L

° vector-radar P - 0, com’ 0 ponto fixo, sela funqao das novas varlavels e es -

creveremos

: _>_P,' . P.j-(u,.\-V)'o'--'_‘ | -(;)-:. .

Ao varlar u e v esse ponto descrevera uma varledade bldmensz.o -

' nal ou SuEerflCle Z 5 soore a: qual as li.nhas coordenadas u (v - oonst.) e

v (u = const. ) formam uma réde de linhas ;-o"

- A (l). é a 'reg'reslehtag'a'o .ahalitiéé da. superf:{c:l.e

Para estudar = , OUu melhor, um elemento de sugerf{cn.e Z ,uma'" '

vez que a maioria de nossa.swcﬁ.usocs e puranente local e na.o g;ob ,llganos a0

P de = um triedro mretangulo PbA (r=1, 2, )
r

Imaginemos que P sofre um deslocemento jinfinitesimal indo para
P(u+du v+dv).

A posigdo P + dP, A + dA ficara determinada, em relagio & posi-
r

¢do P, & , se conhecermos 'as componentes relativas, referidas aos wetores uni-
r

tarios Ar, dos quatro vectores inﬁ.ﬁité“:::'s.:;a_s dP e d 4, idd.:

dP =W & A =w A, (2)
r xr r s




~10-
Resultam:
W o= dP . A W' =di oA .
r r r 8

Por outro lado

dP =P du+ P dv.
u v

§ 21

(3)

(4)

As doze componentes - w s3o formas lineares e homogéneas em rela-

¢3o ao vector dP, logo em relagio as diferenciais du e dv. Bsses pf., contu-

do, ndo sdo todos independentes.

De fato, consideremos a seguinte equagao em delta simples

Kronecker, L. (1 823 - 1:891)

s r
w + w = 0,
r 8

de

(5)

(6)

(7)

onde rst representa uma dentre as trés permuta¢es circulares 123, 231, 312.

Agora, ficamos reduzidos a seis pf. ou a dois vectores infinitfsi-
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mos, AP ¢

dl - 'r‘l" . (8)

Resunindo, sob forma explicita, teremos:

base £ixa E B E
1l 2 3
‘ (9)
P-0 = x2 <
base mdvel A A A
1 2 3
(20)
ap W W w
aw v v, v, | (1)
dﬁ 0 + w3 -, (12)
aft, ~w, 0 . w Q3)
dAB "' Wz - wl Oe (:ut)
Consideremos um campo vectorial de vector
V = A (15)

e calculemos a variagfo geomét.rica elementar désse vector no deslocamento infl-

nitesimal em estudo.

A diferenciagio da (15), com a segunda das (2) e a troca de nome
dos {ndices, nos da
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r r r s r r s r
AVedvA +vdh =dvA +vw A = (dv +Vv wh) A . (16)
r r r 8 r s r
" As componentes désse vector infiniteésimo ser@o as quantidades
r r s

Dv = dv +vw . (n
. sr

E'a diferencial absoluta de vV e por abuso de linguagem diz-se
ainda que dV & a diferencial absoluta do vector campo. No caso de campo vec

torial uniforme, i.§., quando o vector (15) & o mesmo em todos os pontos sera
dv + vw = 0 . (18)

Esta é, portanto, a condigio de um transporte paralelo de um vec-
r

tor. No caso de ser o vector (15) fixo no triedro m5ve1, i.é., v = const.,

a (16) sera
8
@V = v w A , (19
sr r

ou, sob forma explicita de determinante simbolico

A A A
1 2 3

av = W w w (20)
1 2 3
1 2
v v v

Ent3o

av = dWx V¥, ' (21)

e o deslocamento infinitesimal do ponto V, em relagéo ao ponto fixo O, sera

d°v=dp+dw:cv. (22)

Com (21) podemos escrever as seguintes formulas de Poisson, Se D
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(1 781 - 1 840).

dA =dWVxA. "~ (23)
r r

Para uma interpretagio geometrico -dinemAtica dos pf.  suponhamos
1
w $ O e todos os outros nulos: o deslocamento de V & a translagio para

lelaa A e de grandeza W', se W = w +0) e todos os outros nulos : o
1l 1 3

deslocamento de V é amenos de um infinitekmo de ordem superior, a rotagdo de
eixo A e angulo w.
3 3

Os seis pf. - w satisfazem certas relagdes que dominam a teoria dos
~movimentos a dois parémetros. Elas resultam da diferenciagio exterior das f£or-
mulas (21, 2) e da imposigio da nulidade dessas diferenciais a fim de satisfa-
zer & condigo de integratildade expressa pelo teorema de Poincare-Yolterra,
visto no § 12,

Aplicando a primeira das (12,9) obtemos:

r r s s
dwe 4 -(w xdA) =0 , dw . A -(w x dA) =0, (24)
r r r s r s

ou ainda, com a segunda de (21, 2) ea troca de nome dos {ndices :

[FSNNNE F-Is 14

s r s 8 t 8
aw -~ (w xw ) = 0 s dw - (w x w )= 0, (25)
r r r t
ou
s r s
dw = w xw dw = w XxXw S (26)
rs ; T rt ts

que 830 as equagles de estrutura do triedro mdvel.

Imaginemos, agora, uma superficie = de vector - radar (21,1),

sendo o ponto P origem do triedro mdvel e tal que o vector wnitario Aa perma
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nega sempre pormal a superficic,

0 vector infinitésimo (21,4) individualiza, entfo, uma diregZo su-
perficial e os vectores finitos P e P assinalam as diregdes das  linhas
u v

paramétricas.

Teremos

P P
A mB X TV,

2
3 T =P ] (27)
u v

0 denominador & um escalar importante na teoria das superficies. A

conhecida jdentidade de Lagrange, Je.Le (1 736 - 1 813).

(P, = Pv) 5 (Al x Az) g > (28)

P .A P .A
v 1 v 2

valida para quatro vectores quaisquer, permite escrever, num espago pr6priamen-
te éuciidiano, i.‘gf., naquéle em gue a norma ou quadrado do comprimento ds um

vector & sempre positiva.
(® xP)(P xP) =P P )P .P)(P.P )2> o (29)
O u v uu vyY u ¥V
Fagamos
D=|Puval>0 , (30)
com a determinagfio positiva do radical, no calculo da (30) a partir da  (29).

A (27) se escreve agora

P
A._tif!_

3 . . (31)

Da primeira de (21,3) segue

wEio. (32)
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Ficamos reduzidos a cinco pfaffiancs.

As equacCes de estrutura (26), sob forma explicita, se escrevem a-

gora:
d‘,l--w?xwa dwz-w‘]'xw3 (33)
2 .
wlxw2 + wlxw o] (34)
dwln-wzxurB ” dwz-wlow dw3--wlxw2. (35)

§ .22, EQUACOES FUNDAMENTAIS DA GECMETRIA.

Uma propriedads ou um glemento geométrico ligado a um ponto, a wm
conjunto de pontos, a uma linha, etc., de uma superf{cie dada, 6, por definigio
um elemento que ndp depende da réde de linhas paramstricas escolhida para o es=
tudo da superficie. Dentre 8sses elementos ou propriedades, alguns dependem
apenas das medigSes efetuadas sSbre a superficie e dizem-se propriedades ggode-

sicas e seu conjunto constitue a Geometria Intrinseca.

s propriedades geodesicas se opdem as propriedades externas, que

afetam as relagdes do espago exterior com a superficie e seu conjunto constitue

a Geometria Mrinseca.
A (21,10) com a (21,32) nos da

1 2
dP-wAlfw A2 R (1)

de onde



2
ds® = w* r = (w) . (2)

E’a métrica, ou o ds° da superficie = , propriedade geodési-
ca. As propriedades externas, as mais importantes, sio aquelas em que intervém

a normal (P ; AB) e elas variam ao variar a forma da superficie.

Imaginemos o vector A3 = A3 (u, v) aplicado, p. exX., na origem

fixa 0,

A correpondéncia pontual

0; P) —-—u (O;AB), (3)

define a representagio esferica de Gauss, C.Fe, (1 777 = 1 855), Ao descrever

o ponto P o contbrno de um elemento de area § sdbre S , o ponto Ay des

o]

I3 » O a 7
crevera, em geral, o contdrno de um elemeato de area (§  sdbre 7, ima-

gem esférica de raio wnidade.
0 quociente

K = v ()

& a curvatura gaussiana da superficie = , no ponto P.

rd
emento de area.

Da (1) segusm :
wlndP.Al 3 Wz"dP-Az, (5)

que 820 os lados de um ref@ngulo infiniteésimo.
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Tendo em vista as (21,4) e (21,28) obtemos
Covlxo? = (p due P, v}, x (R + Bav),
- [(Pu.ll)(P'.Az)—(Pu.Az)(P'.Al)] (du x dv) |

= [(PxB)e(a xa)](@mxav) =D A o A(daxav),

1.é.,
1 2 '
= w xw = D (dux dv). (6)
Elemento de &rea da inagem esférica.
Da (22, 1)
dla - wzll-lrllz 0 (7)
de ocnde
6= '11'2--d'3=. (8)

A (4) se escreve agora

et e % ®
. J W x W ~q;u:"x.uz

Os pf - w sendo formas lineares em relagiio ao vector (1) ~ podem
r
ser expressos como combinacdo linesr de suas componentes relativas, cu seja 3



-, = clwl + cg W (10)
2

+'wl-c3\-fl+czw | (11)

vy = glwl + g v (12)

O coeficiente 03 aparece an comum nas duas primeiras para aten-

der & equagio de estrutura (21, 34).
A multiplicagao exterior das duas primeiras da

- 02 . (13)

K-°23

10

Das equagdes de estrubura (22, 33) com a (12) seguem :

81'#;—% g, = "1"9'67' . (1)

w W XW

A diferenciagéo exterior da (12) da
dw,, = xwl+dg xw2+ dwl+g v . (15)
3 = 48 e> &) )

Introduzindo derivadas em relago ao par de pf. wt B W 5, Como
vimos no § 13 :

dg =g W +g W , | (26)
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obtamos aw_ = (g -g +g 2, g 2 )(wl x'wg)a 7)

Segue da (9)

2 2
K = g -g. -g -¢g : (18)
1,2 2,1 1 o)

Procedimento anilogo com as equagdes (10) e (11), i.f., com as
duas primeiras equagSes de estrutura (21, 35) permite obter as seguintes equa

goes de Codazzi.

2 - K = 0 1
c.8) * (c2 cl) g, * °2,1 03,2 (19)
(cl -c ) g * 2¢ g + ¢ -¢c ™ 0 (20)
2 _ 372 3,1 1,2

Vamos introduzir coordenadas polares no plano tangente (fig .1).

aNen
A2ll f P+dpP
we=ds
WE
B i I w’ ERENN
‘4/

fig. 1



w é : a (21)

1
w = wcosH w. = wsiné® 5 (22)

onde 6 & o agimute de emissfo norte do elemento de linha de diregZioe sentido,

(ié., de orientagdo), dP e comprimento w z ds.

O matemitico deve olhar a fige 1, a0 passo que o geodeta deve olhar
0 verso da pégina., imprimindo a figura wm giro de 902, no sentido do reldgio,pa-

ra ter 0 N, para cima e o E. a sua direita.

Os pf. wl, W oe w3 sfo geodésicos, mas W oe W e,portanto,

cp e e8¢ sdo externos.

0 (ltimo membro da (9) e a (18) permitem concluir:

A curvatura gaussiana & uma propriedade geodesica.
¥

Em outras palavras : A curvatura K pode ser calculada ¢onhecendo-

. 2 . . - A
-se apenas os pf. métricos v.rl w-, ou seja, com medicOes realizadas sobre a

superficie <

Ainda : Duas superficies isométricas em pontos correspondentes tem

”
& mesma curvatura gaussiana, ie,

K = K . (23)
fstes enunciados constituem o teorema egregium de Gauss : ‘'um teo-

»
rema certamente excelente," escreveu o proprioc Gauss.
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§ 23 CINTAS E LINHAS

Vamos dar dois giros ao triedro P, Ar e considerar as trés posi
¢oes seguintes : (fig. 2)

'CARTAN DARBOUX FRENET
¥* % F
A1A2 A 3 6 — 1(1121{3 z]f A1A2A3
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3

Primeiro giro em torno A

==l 3

0 triedro de Cartan passara a cofncidir com o triedro de Darboux,

JeoG. (1 842 = 1 917) e o vector 31 é tangente a uma linha orientada C jacente

sobre a superficie X .

.
- -1 ‘\\
T T T ~
Ve ~
/ \\
e NA
i
[ Y
. : \‘
9 { 1
|_}4f
L 1
]
I
fig. 3

As bases serdo ligadas entre si pelas relagles constantes do se-

guinte quadro (fig. 3) :

= || A A

1 2
Al + cos & + 8in e (2)
A2 - 8iné + cos €

Com as (21: 3) :
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(3)

Com estas relagles e tendo em vista as (22, 22) obtemos as f£ormy

las seguintes :
" 1 2 v
I v J =l | "
ﬁl=w + co8 & + 8in 8 ﬁl + cog & + 8iné
e - )
w =0 - 8in @ + cos & w - siné& + cos &
2
() (5)
2 w1 2
W W, + W W Lo Wy - W W
wl ; 2 = (6)
w w
W = d6 + w . (7)
3 3 :

Segundo giro em tormo de o

O triedro de Darboux passara a coincidir com o triedro de Frenet,

Fo ( 1 816 - 1 888) relativo a linha espacial C.
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fig. 4

As bases serdo ligadas entre si pelas relagdes constantes do se -

guinte quadro (fig. 4)

= i A
[l 4 :
¥ + siny + cosy (8)
2
+*
A2 - cos.y + sin ¢

€)]
W= gt A, veom dR L, W om-da Lk
1 2 3 2 3 3 2 1

W ®= W ww = ds , (10)
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w? = 0 (11)
= || W #
2 3
w* + 8in + cos ITU
’ ¥
T N (12)
w - cos i + siny
3
* Lo -
wl L dl[f + Wl . (13)
No primeiro giro © fica invariante a grandeza
w2 + w2 . : + ;l 2 2
1 2 _ 1 2 S ()
2 2
(w) (w)
No segundo giro ¢ fica invariante a grandeza
=2, .2 #° #2
2 W3 Wz + WB ;
—Tp—= - 5 - kK . (15)
(w) (w) ‘

Imaginemos que a linha C & espacial, i.6, isolada de 2 .

Dispomos, ent80 , ao longo de C, de um vector tangente Kl;'. A*l,

¥*
dP = %'lel - oA, (16)

e de um vector 33 A = A3 (t), tal que

3

dP . A, = 0 . a7
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*

Com tal vector A3 a linha C diz-se suporte de uma cinta C e
A3 & o vector unitario normal da cinta. A cinta pode ser imaginada como es-
traita tira ou fita ao longo da linha C.

Ela ficard determinada pelos quatro pfaffianos :
e, Rm o, Rm, § o,

com os quals obtemos o8 oito elementos do quadro.

Invariantes
diferenciais integrais
£
w = ds 8= {w (18)
du w ¢
— == W/ (19)
ds W A

Consideremos agora os cagos particulares de cintas.,

a) Cinta conica

;—l-dP.Kl-O, (20)

para todos os valores de t . A linha C, suporte da cinta c*, se reduz a

un ponto fixo P = const. e c* degenera.
A cinta se diz cOnica e &ste @ um caso pouco interessante.
b) Cinta de curvatura

: W o= (K ,85,d8) = 0. (21)
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Determinemos o caso em que as normais (P ; A ) 2 linha C, supor

*
te da cinta C , sejam, em geral, tangentes a uma linha (!

, evoluta de C
(fige 5)
C)
p}
O L __,"’/
‘\ l
7
|4,
e
ya a—/Te
4,
C
fig. 5
Entao
Pt = P

e para diregfo da tangente a C! teremos

5 R -
dPt=dP+rdi +dr A =(W +rWw)A-~rwid +dr A
. .n 3 n* 3 "mn2 1 nl2 uo¥
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segundo (16) e (21, 14), escrita com til, (23)

Se a diregdo da tangente coindidir com a diregiio de normal deve-

mos ter :

;l= :0 , rn--f - 1 . (zh)
¥ kn

Estas cintas, caracterizadas pela condigao ;1 = 0 se denomiman

cintas de curvatura.

Podemos escrever

= ~1
dP=w A = (w2 y wlAz) rn dA3 B dA3 (25)
2 n
ou
dA + kK dP = 0 , (26)
3_ n

B’ a férmula de Rodrigues, O . (1 794 - 1 851) que também carac

teriza as cintas de curvatura,

As normais & cinta G de curvatura formam uma superficie desen

volvivel para a qual C @ a aresta de retrocesso.

Um exemplo simples & o que oferecem os meridianos e paralelos do

elipsdide de revolugdo, que sfio suportes de cintas de curvatura porque ao lon-
go dos meridianos as normais a cinta formam planos, e ao longo dos paralelos c§

nes. Os cones e planos séo superficies desenvolviveis.

. ’
A copdig¢do para que C , apos o giro Lp' » se converta em cinta
de curvatura (wl* = 0), segado (23, 13), e
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af = % emtd  ge  JF o-u e g (27)

Daqui uma significagao geométrica para ul e a seguinte propo-
sigao de Bonnet, 0. (1 853) s

Duas cintag de curvatura com a mesma linha suporte C cortam -se

sob um angulo constante.
~aman $ S ckar————————

¢) Cinta assintdtica.

i‘:-(Al,dAl,_Az) = 0. (28)
Oplano (P ; Kl » d A ), qu contém duas tangentes infini-
tamente vizinhas e o plano osculador, entao : 0 plano tangente ( P ; Kl’ Kz)

da cinta assintotica cofncide com o plano osculador de sua linha suporte,

De (14) e (15) seguem :

t:-.v%’__— k-z.EJ_ (29)
w

que se chamem torgdo e curvatura da linha C. EBm especial, para ﬁl = 7:2 =Q

teremgs as cintas planas, ou sejla, aquelas que tem fixo o plano osculador,

Para as linhas dp espago (cintas assintoticas) teremos as formu
las de Frenet, como casos particulares das formulas - (21,10) - (21,14) constan=-

tes do quadro a seguir.




» * * »
base movel A A A
1 2 3
d P/ds *l 0 - o]
d W/ds +t 0 ok
#*
d Al/ds 0 4k 0
3 . '
d Azlds =K 0 +t
3
d A3/ds 0 -t 0

Ficam definidos os seguintes elementos : (fig. 6),

® ; A“l* ) =  tangente
#*
(®; A2 ) =  normal principal
3
(P ; AB ) =  binormal
(Ps &, &) =  plano osculador
» A, :
(P ; A: s A; ) = plano normal
3#* 3
(P; A3 s Al ) = plano retificante
dP/ds =  vector de Darboux.

Congideremos o caso simples de uma linha plana fazendo

§ 23

(30)
(31)
(32)
(33)

(34)

Aa-comt.,
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Pe sindi - cos8 R (35)
1 2 _
Da (30)
A*--g--(eoselosinel)ﬁ—, (36)
1l ds 1 2 ds
2
1 1 ds
Entao
A = co80E ¢ sin6 B (38)
1 1 2
e da (32) d*
% A ' a6
kA = = “ sing@ ¢-cos 88 |\__ 7
e o= ( B z)ds. (39)
i,
k = 46 » (150)
ds

mostrando que a curvatura de uma linha plma @ a variag3o da diregZo da tangen
-te em relagéo ao comprimento do arco.

Na (i0), em vez de entender por & o &ngulo que forma o vector

tangente com uma direcao fixa do plano da curva, podemos comsiderar & como

. ) #* *
comprimento do arco percorrido pela imagem da tangente Al-.l (s) a curva

_ 1
dada,

Com essa interpretagdo aparece sugestiva anzlogia entre os concei
tos de curvatura de uma curva g curvatura gaussisna de uma superficie, visto no
§ 22, |




d) Cinta geodesica.

-5
o~ -~ -

% « & ,% ,dk) =0 . (41)
3 3 1 1l

Znormal ( P ; AB ) da cinta pertence ao plano osculador ( P ;
: *
Kl,d&l) de sua linha suporte, i.£., a normal principal Az da linha sue-

porte coincide com a normal A3 da cinta.,

§ 2, TORGXO GEODSSICA, CURVATUHA NORMAL, CURVATURA GEODESICA .

Consideremos o vector (21, 11) referido ao triedro de Darboux.

I : = = .
aw_ . 13, —* 3 +_"’3__A3. )
ds w 1 2 w
Temos
v dh,
- e A i
w ds 3 (2)
Da (23, 34) segue
*
d A
—bm—2y 3)
ds 2

Comparando (2) e (3) concluimos que o coeficiente 'wl : W

#
da (1) & igual & torgi -t da curva de 2 cuja normal principal Az
coincide can a normal A_ 3 superficie, entio C, como vimos mo § 23,

3 |
nin fine", & o suporte de uma cinta geodésica e worow 8 a torcio geoda-

sica de C.
Das (23, 32) e (21, 12), com til, obtemos

* C\Ln“ .; ~ " 'v
kA = J—- dAl- 3‘- ”2—P Ao (1‘)
w
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Temos aqui um vector curvatura k A: decomposto em uma componen

te normal de coeficiente - ;2 ¢ w denominada curvatura normal e outra compo-

nente tangencial de coeficiente w ¢ w denominada curvatura tangencial ou
gen | 3 L vavura Langencial

curvatura geodésica. '

A multiplicagfo escalar da (4), respectivamente por A. ‘e A 5

3 2
nos da : (fige 2).
~ w
-———'k - k i [ ]
- cos § » = sin f (5)

Vamos definir e calcular em termos de pf. as quatro formas funda-

. |
nentais de uma superficie

Simbolo | Definigdo Valor

| 1' 2 2

;61 | E dP . dpP | oW (6)
] | ]
: |
| 4P, dA ' 2 e ot

¢2 ! , : wl W LA ¢))
! |
! |
| ~ 1 2

5153 ; -ds.Az.dAB i W W + w2 W (8)
| :
: | 2 2

}ﬁh E dAB. d A3 E (wl) + ("2) (9)
I |

A (6) & a2 métrica, ou o ds? (22, 2) ;

A (7) segue de (22, 1) com (21, 1) ;

A (8) segue de (23, 2) cam (22, 22) ¢ (21, 114) ;
A (9) segue de (21, 14).



2 if
o (e

§ 23

No quadro a scguir daremos o vector (1) com suas component.es
escalares expressas em diversas maneiras identicas entre si :
dw
ds
~ 3* ~
Az A X = a
e 2 37 3
w x W
Li W W
w W - w
W+ w2 W wz 5 4+ (11)
(w)? ()2 ds w
t+ &L -k cos k sin ¢ (12)
- ds
¢ ¢ 1, (13)
1 1 # /2
t -k g ()
g n
torgdo curvatura curvatura
geodésica " normal geodésica

As (10) contem 88 c...onentes do vector de Darboux em sua forma
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inicial ;
As (11) s8o as (23, 6) e (23, 7) ;
As (12) s3o as (23, 13) s (5) ;
As (13) seguem das (6), (7), (8) e da definigdo do angulo  de

contingéneia geodésica.

L = d6 + w3; (15)

As (14) contem os sfmbolos.

Visto ser :
. dA
G B o

Ora A3 e d A¥ ds dependem exclusivamente do ponto P , en-

t3 : Para un dado ponto P de X a torcdo geodésica g a curvatura pormal

880 as mesmas para todas as curvas gdbre S emitidas na mesma diregio ( P;

Ai), ie8+s tendo uma tangente comum.

Visto ser cos z}r = A: . A3 vemos, na segunda coluna do qua-
dro, que a curvabura k = kn sec ¥ fica completamente determinada par

. *
A': » e face da (23, 32), ¢ A, no ponto considerado, ddsde que { $ 908

3*
Ora, uma vez que e A2 determinam o plano osculador no

s

ponto, terems : Todas as curvas de uma supergj.rcie que passam por um ponto

osculador comum, ndo tangente .?g._ gmerf:[ci_g, tem 31'_ a mesma curvatura, a saber,

& curvatura da curva plana cortada na superficie pelo plano csculador,

Em particular, a proje¢dc da curva C sobre o plano normal
*
(P ; A; 5 AB ) tem, no ponto P =a mesma tangente Al o Pelo que vimos a-

tras a curvatura normal kn é (eventualmente a menos do sinal ) a curvatu=
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ra da projegic de C sGbre o plano normals

Por outro lado, comparando as duas expressoes :

dA - dA
8-———1—0 AZ k""""l'—' A* a7
ds

concluimos que a curvatura geodesica g e (eventualmente a menos do sinal )a

curvatura da projecdo de C sdbre o plano tangente (P ; A: " 2{2) .

2

Para um plano dwk = dw* = O , entdo, das (22, 1) e (22,12),

segue W, = 0 e da terceira de (11) resulta

g™ did » (18)

que, segundo (23,14), é a curvatura ordiniria de uma curva plana, partanto ; 2

curvatura geodésica de uma linha plana se identifica com & sua curvatura origi

naria.

Do que foi exposto concluimos que é suficiente estudar as curvas
planas, ou melhor, as secgOes plapas da superficie que passam por um ponto P,
para temos, imediatamente, tOdas as informagGes concernentes 3 curvatura das

curvas que passam por P, Da segunda coluna do quadro obtemos
k = k aec t}f . (19)
n

E® o teorema de Meysnier, JeB. (1 754 - 1 793), que redus o cal-
culo da curvatura das curvas tragadas sSbre S ao calculo da curvatura -~ das

secgOes normais de mesma tangente,

A Qltima de (11), com as (22,12) e (22,22), da
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g = 2'-2— +g 0089'&38109 . (20)

ds 1 .2

E" o teorema de Liouville, J. (1 809 - 1 882), que nos di a sig-
nificagio geométrica de gl e g2, i.8., curvaturas geodésicas' das liphas da

réde R retangular, i.,8., para O = 0 e 6 = 902 respectivanente.

Finalmente, com as (22,10) e (22,11) o quadro das quatro formas

fundamentais passara a ser :

2 | 2
5151 - wl + + w2 (21)
2 2
1 l 2
- 2 W 22
¢2. clw + c:3 wow + c2 (22)
2 22
f5 = cwt+ (¢ -c )wl ‘u? - c w (23)
3 3 2 1 3
2 12 2 2 g
2 l" 2 (
- 2 2
522 (03 + 03) w2 (cl+ c2)c3w + (c2 + 03)w J)

A (23,21) com a primeira coluna do quadro de d W/d s, bem como a

(23,28) com a segunda coluna do mesmo quadro d3o :

5o e g, 0 (25)

respectivamente, para as equagGes das linhas de curvatura e das linhas assi_ntc')-

ticas da superf{cie.
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§ 25, COMPLEMENTO AQ ESTUDO DAS LINHAS

Consideremos uma linha espacial P = P (s) e estacionemos o
triedro mdvel no ponto P , p. eX., correspondente a origem das abcissas curvi
1

1fneas, s = o. A formula de Taylor, B. (1 685 - 1 731), permite escrever:

_ 5 3
P=P(s) =P (0) + — P1(0) + -2 P11(0) +_= Pm(0)+... (1)
-1 2! - 31
Indicaremos as derivadas em relagfio a s mediante plicés ?;

deixaremos subtentido o sub-indice "1 relativo ao ponto onde s3o calculadas

as derivadas. Teremos por diferenciagao sucessiva :

& B 8 L;
P (0) 0 0 0
P (0) 1 0 o
Pt (0) 0 4k 0 (2)
P (0) ° +k! L
P (Q) -3kik | k" - K -kt° | 2Kkt + Kkt

A forma de uma linha espacial C fica completamente determinada

por suas equagdes naturais ou intrinsscas

k = k(s) s bt = % (s) (3)



§ 25 «3G=~--

- [ r 2 r
1 0 <k «3k'k
2 L
fmPegq0 + 5 1 x ’ia ot + B KK 00 (%)
) R “== oo
t S A 2 |
o O (] 2 k'tekt

A (L), para linha plana ( t ® 0 ) @ utilJizada para a solugio de
virios problemes de Geodésia para as quais & conhecida a curvatura k, em fun
¢do da qual se deseja exprimir diferentes caracter{sticas de um elemento finie
to de curva e, em particular, o afastamento (angular ou métrico) entre &ste
elemento de curva e a m; correspordente, Assim acontece especialmente pa-
ra 2 curva constituide por um raio luminoso na atmosfera (refragio geodésica )
Qu para a curva plana constituida pela transformada plana de uma linha geodés}_

ca do elipsdide terrestre,

Yix)
dyx)

J [ 3)

ﬁ.g. 7
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Uma variacdo o y (x) de uma fung3o y (x) e uma fungio Jy (x)

que @ acrescida a J (x) para dar uma nova fungao J(x)f-q. 51)' (x)
Interessa-nos comparar o valor de uma inmtegral ao longo de um ar
co can 0 seu valor ao longo de um arco vilizinho (fig. 7).

Segundo a definigdo

D dyx) = r@ - yx o (5)

Ao simbolo d denomina-se variagio e representa o incremento da

grandeza ao qual's_e aplica quando se passa, para \m mesmo valor de. x, do ca-
minho estacionario ao de comparagdo. Déste mod -6 evidente que dx= 0. Além

disso .

~

sdy __d & __a o 4 o (6)
fx & e o OVITEF W

0 que mostra a permutabilidade dos dois simbolos,

Consideremos, agora, uma f:ail{, de cintas C- (v),dependente de

)
um parametro v :

P =P (t, V) A A, - A, (E,v). 1)
3773
Ao longo de uma cinta v = const. a unica varidvel é t . As
derivagdes em relagio a i (v) serdo indicadas por plicas (pontos).
Una vez que dP = w Kl 5 se fizermos
9 -n (8)
at

o quadro geral do § 21, no qual incluimos o vector P com as componente:

p-p.x, ' (9)
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e as quantidades

Py B .
passara a ser :

h
r

tais que
h - ——Iw-Ll 2
W
bas A A A
e 1 A2 A3
P
pl p2 p3
P! +h 0 0
A /n 0 +h -h
1 3 2
~
5y/h -h3 0 +hl
'O-h - 0 *
2 By

K;/ h

(10)

(1)

(12)

(13)

(14)

(15)

0 comprimento do arco suporte da cinta segue da segunda de (23 ,

18) 1.6 ,

A derivagio sob o sinal soma, em relagdo ao parametro v,

(16)

dd
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e
]
\
e
[+
!

(16)

Admitindo sempre condi¢oes de existéncia e continuidade, teremos

para a derivada mista

P- = (P')" = ( P)'. Qa7)
tv . ;

Interessa-nos aqui as componentes tangenciais désse vector,entio:

(P1)* = Kl + h¥ = .hil+...

de onde
B = p+(p -hp)h, (19)
1 23 32

que se escreve ainda

w
3P2 »

¥ = dp +wp, - (20)

% = h dt ) dp = p dt (21)

hdt = ds = w . (22)



§ 25 13~

A integragio da (20), para v fixo, tendo em vista a (16) da

P
's-[p] +
1

'D

-4

finsglmente

P

3,/ (ﬁzps o §3p2 ) . (23)

Esta @ a express@o procurada da variacao do arco, No caso de
ser C" (v) uma cinta assintotica, tendo em vista as (23,28) e (23,29), a (23),

com notagio variacional, se escreve

S = [5pl:|P - /Pk. 5p2 o ds (24)

2 f]

Nesta notagdo as (9) se escrevem :

S5p = S5PeA , 3p = SP.K . (25)
1 1 2 2

Consi deremos, agora, um arco de curva P = P(s) e um outro ar-

co "paralelo" a distincia € . (fig. 8)
Ps)

By

ds

fig, 8
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Teremos

P =P(s)+ €k , (26)
2

onde A2 é o vector. normal a curva.

Nas (25) :
) 8‘ 5 & = S = SP, - € A,
P, Pl Al o, p:2 P Aa _ _(27}
A (24) da
k = = %— —Sd._S_ N (28)
ds .

Obtivemos aqui uma segunda definig@o para a curvatura de uma li-

nha, a partir da primeira variagio do comprimento do arco.

Vimos que uma generalizagdo adequada da primeira definigaoc (23,
40) da curvatura de uma linha permite obter o conceito (22,4) de curvatura

gaussiana e vice=versas

Vamos agora generalizar a segunda definigd3o de curvatura de wuma
linha, trocando o elemento de arco pelo elemento de Area, para introduzir o no-

» -
vo elemento geometrico.

2H =-lin —- -0 o (29)

onde a superficie :vizinha &
PabBluyv) = P(u,v) + € AB {u, v) . | (30)

Diferenciando e tendo em vista as (22,1) e (21,14) temos-
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&-(JQGR)A #('ﬁ-eﬂ')ﬂ . (31)
21 _ 1 2
Os elementos de &rea, calculados como no § 22, dZo
5 .
& o (UlOEVix (w - Gvu]___)- . (32)
0 2 -
¥ xw
Ora
- 560 1 C - & Tty |
% ¢ "€ Iz '?(l' 0"); (33)
de onde
1 2
wal “Ww XWw
2 Hein — « € K
s—oo[ wli'.‘;a ‘ (3’&)
Finalment_.e
wlxw +w2:cw
ZH= } 2 ‘35)
2 .
W XW
Das (22,10) e (22,11) obbemos agora
QH = ¢ +¢ . (36)
1 2 :

H @ a curvatura media da superficie.
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§ 26 CURVATURAS FRINCIPAIS

Vamos considerar agora, as linhas d_.a curvatura, suportes de cintas

de curvatura.

Segue da (23,21) que wra condigin. caracteristica para as linhas de
curvatura, além da (23,26), & obtida igualando-se a zero qualquer elemenyo da
primeira coluna do quadro d W/ d s do § 24. Tomemos, p. ex., a primeira das

(24, 25)

- Q0 , ] : 1
% | @
Sejam
o 2 in on
t = L} =
d'p wA1+w A2> 3 d"P = w Al*w A2 (2)
com
l' .l"
W
L 1 ) (3)

duas diregOes distintas, solugdes da (1), Levadas nela dio um sistema linear e

3 2 1
sa anulando=-se o determinante

homogéneo nas h105gni£asr c.,ec =-c ea condigio de compatibilidadeé expres

'2 '2 1 1
1 2° 1 2
W - W w w
= 0, (4)
W “2 H 4]
1 2 1 2
W -W W w
de onde
[ ] n ] "
wowt o+ W W = 0 5 (5)

que e, precisamente, a condig@o de ortogonalidade das duas dirsgdes, ie 6,
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dit PedtP = 0 , (6)

Esta condigiio & incompatfvel com a existéncia de soluglo imaginiria
pois que, néste caso, as raizes seriam conjugadas, 1460 ’

P ' 2
W = ;fl Py W =

%

(N

de onde
l t 2“ 1] 1 1 ]
e - WP+ WP R >0 (8)

.. . ~
contrariamente a conclusao (5).

Ha um caso em que a equagdo (1) se verifica identicamente, para
t3das as diregBes emitidas do pento P, a saber, quando
c m¢ =¢ ’ ¢ = 0 . (9)
1 2 3
Néste caso as (22,1) , (22,10), (22,11), (21,14) do a (23 , 26)

com kn = ¢ = const.
O ponto P se diz circular (umbilico).

A caracterizag@o das linhas de curvatura pela equagdc de Rodrigues

(23, 26) que, junto com as (22,1) e (21,14), se desdobra nas duas seguintes :

1
wl-knw-o ,wsznw =0, (10)

permite concluir que a diregdo das limhas de curvatura & paralela a tangente

correspondente da :hnﬁgem esférica.

As equagdes (22,10) e (22,11) levadas nas (10) d3o o sistema se--
guinte:
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c -k wl + cw =0
( 1 n ) 3
' . (11)
c w4+ (c -k ) W =0
3 .2 n
A condigao para que éste sistema homogeneo tenha solugao nao trivial

em wl S w2 ¢ que os valores de k, sejam as duas raizes da equagao quedritica

c -k c
1 =n 3
= 0 ' (12)
c =
3 02 kn
ou
2 2
- - - 1
kn (cl + 02) kn + t']'-cz 03 0 (13)
As (22,13) e (25,36) permitem escrever
¥¥ - 2Hk + K = 0 (1)
n n

As raizes k =k e k =k, desta equagio sao chamadas as curva--

turas principais da superficie e sac relacionadas com as curvaturas gaussiana

e média pelas férmulas

(15)
kK + k =2H

Fagamos cofncidir as linhas de curvatura com as linhas wt W = 0
2 1 a =
e w (W = 0) de nossa rede ortogonal R. Seguem das relagoes (10), (22 ,10),
e (22, 11) :

k wh = ; - -
v vk o ;W k2w2 0 (16)

c. = k , c =0, ¢c = k , (17)
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Concluimos da utilidade de uma réde principal R para o estudo de

uma superffcie & , pois as férmulas fundamentais (24, 21) - (24, 24) toma-

rac as formas seguintes, mais simples ;

2 22
$, = w4 * + W (18)
2 22
$ = k wl + * . + k w (19)
2 1 2
s - * (k -k W * (20)
3 2 1
2 2
2 2
g = K° w; + * + k w (21)
I 1 2
Fagamos :
1 1
P = eere yp o= ’ r = ——.—1 > p = ""-""l (22)
n k 1 k 2 k
n 1 2

As (19) e (20) divididas pela (18), com vistas 8s (22,22)e &s duas
primeiras colunas do quadro dw /ds do § ”L, permitem escrever, respectivamen

te, a férmla de Buler, L. (1 707 - 1 783) e a férmula de Bornet :

¢ cos : . 2 . 2
2 . y . 1l B cos & N sin © (23)
?1 F O r, , r,

. ] d iy
= -t = (o -2 in - BCT SN
X e (goE)emosme mv 2w g

O teorema de Meusnier, (24,19), toma a forma

T =r cos ¥ 0 (25)
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Para caleular, portanto, o paio de curvatura r de uma seccao ob}
qua qualquer, mm ponto P de X , com azimute de emissao O e angulo  de
inclinagao ¥ ‘em relagao & secgao normal de mesma tangemte, calculamos ini-

cialmente os raios de curvatura principais r; e r,, em seguida a (23) nos d4

r e finalmente com a (25) obtemos r .

No caso de uma assintética nzo retilfnea a segunda das (24, 238)
k=0 e a 23)

com a segunda das (24, 12) mostra que ¥ = = 902, i.§.,

d4
2 r
tan 6 = - —-L-r . ‘ (26)
1
Ora
tan © + - r:L r2
cos8sing = = — (27)
1+ ta.n29 rl = r2

entao a (24) di

t = 2 V- . (28)

E’a férmula de Beltrami, E. (1 835 - 1 900) - Enneper, A. (1 870)

para a torgao de uma linha assintética.

A (23), com as (24, 22) e (22, 22) permite escrever

3 .
— = ¢ cos?O +2¢c cosO sind + ¢ 8ine . (29)
r 1 _ 3 2

Esta férmula exprime como depende a curvatura da secgao norma 1, do

azimite & da secgao.

Para dar uma idéia geomdtrica desta dependéncia, representa - se ,

nao 1 : r ' nem r_ , mas V| r | s como fungao de & -, em coorderii~
das polares (fig. 9)
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<

=XxZ e
Vl"zl @\ J’ —

fig. 9

Mediante a substituigao

P = lrn | (30)

a (29) toma a forma

clfzcosze-r 2c3}o:2 cosesin6+c2)ozsin29- +1, (3

-1
segundo seja >0 ou - < 0.
n n
Passando, finalmente, mediante a substituigao
X = pcos®o , y = psine A (32)

& coordenadas cartesianas, resulta a equagao

. ": clx"' 2 Cq Xy + ¢, ¥ - i 1 . (33)
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E’a indicatriz de Dupin em P, i«&f., uma conica referida ao centrm

ou um par de conicas s segurdo sémente um dos dois sinais do segundo membro nos

dé uma conica real ou os dois.
0 discriminante, segundo (22, 13),6 K.

A indicatriz ser4, para

> 0 , uma elipse ;
K = 0 , um par de retas paralelas ;
< 0 s um par de hipérboles.

De acdrdo com isto 5 classifican~se os pontos de uma superficie em

elipticos, parab8licos e hiperbélicos, (de curvatura elfptica, parabllice e
hiperb6lica). Assim, p, ex., o elipséide tem todos os seus pontos elipticos
(de curvatura elfptica positiva) ; o hiperboldide de uma folha tem todos os

seus pontos hiperbélicos (de curvatura hiperbélica, negativa) ou de "sela de

montar" e um cilindro, um cone e, em geral, qualquer superficie desenvolvi--

vel, tem todos os seus pontos parabblicos (de curvatura parabblica).

Os raios de curvatura principais, ryer,, devem corresponder a
valores maximum ou minimum de P 5 logo de r,~ pois que l r, l = f .

Para determinar os extremantes notemos- inicialmente que a equa-

¢ao (33) de acordo com as (32), est4 obrigada & condigao

f:z - x4 P (34)

Consideremos a fungdo auxiliar

2 . 5
£(x, y)=x"+ y2 + A(ey 5 2e5Xy + ¢ yzral) , (35)

onde A &o mltiplicador de Lagrange. -
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As derivedas parciais igualadas a zero dao :
x + ﬂ,(clx+c3y) - 0

(36)

y +7L(c3x+c2y) = 0

Se nmltiplice.mios a primeira por x e a segunda por y e somarmos Obe
temos

1= x pf (37)

1 2
x =pd__ , y ~p—t—» (38)

As (36), que dso os extremantes » se transformam precisamente no sistg
ma (11), logo suas raizes ry e'r, sao valores mximum e minumum de r .

§27. TIRANSPORTE PARAIEIO DE LEVI-CIVITA

N T et Sty

Com v° = o na (21,15) e V ligado a P teremos sobre 5 um campo vee-

torial tangente (P ; V) relativo ao ponto P.
Imaginemos,agora, que o geodeta se transporta para P! ¢ P e conside -
ra o campo vectorial (P! ; V) relativo ao ponto P!.

Bste novo campo vectorial & evidentemente paralelo ao anterior na

‘aeapgao enclidiana ,  porém, perde, em geral, a condigao de ser tangente a I,

Devemos, portanto, abandonar a nogao enclidiana de paralelismo se qui_

zermos que o vector, apSs o transporte, pertenca ainda a um plano tangente.

Ora, na (21,19) temos a condigao caracterfsfica de um transporte parg.

lelo de um vector que, sob forma explicita se escreve :
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d4 % segunda forma fundsmental da superficie a forma quadrética

;62 ,.Ldu‘2 + 2 M dudv + Ndv2 s _ (6)

na qual L, M ,N, ﬁmQEes.de ue v, sao os produtos escalares contidos ma

tabuada seguinte :

P P
u v
| A3u - L - M
- (7
ABV = H - N »
Para um c4lculo mais comodo dessas fungdes tomamos a (22, 31) ¢ ‘e
calculemos as derivadas :
A, =%(P xP +P xP )~ 2 p xP
2u D* "wu™v " "u” Tuv R S
‘ (8)
A3v D(Puvxpv*_Puvav)' 2 Puva ’
que, levadas na tabueda (7), dao os produtos mistos seguintes :
LD = (P* P P), MD = (.PSW P P),M=(P P P). (9)

Mediante derivagdes dos produtos escalares da tabuada (3) podemos

construir uma nova e importante tabuada cujas duas primeiras linhas comtém os

chamados simbolos de plrimeim espdcie de Christoffel, E.B. (1 829 - 1 901) - ;

/ Puu Puv PW
ol 2. @y |5 - @ R, - 2w (22,1)
(10)
e 'F'u - —g—"- = (11,2) —%‘3 = (12,2) . i;-a-'fzz,z)
|| R b u N | av




§ 2 =57~

Os trés vectores em coluna sendo linearmente independentes  podemos
exprimir qualquer vector e, em especial, os trés vectores em linha como combina

¢80 linear ddles, i,%d:

u v 3
1 2
P G C1 L (12)

Estas s8o as chamadas equacdes de Gauss.

Cada linha, multiplicada sucessivamente por Pu e Pv s com vistas as

tabuadas (3) e (10), da um sistema linear de duas equagbes com duas incdgnitas ,

L od r
que resolvidas em relagao aos valores C = ¢’ denominados simbolos de segun-~
st ts
da especie de Christoffel, d3o:

20%°¢t - G(U,1)-F(1,2) = +GE -2 FF +FE (13)

et ? ud u u v '
2 2 RS A I
2 07 63, --F(ll,1)+‘E(ll,2) = -FE +2EF -EBE (14)
20°¢l, = G(12,1)-F(12,2) = +GE + % -FG (15)

12 2o 2 v u )
2D202 = E(12,2) -F(12,1) = +EG + % =FE ."16)

12 2 ) u - .

1 a;
206y, =-F(22,2)+G (2,1) = -FG +20F -GG '17)
282¢5, = E(2,2) -F(22,1) = EG -2FF +FG (18)
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Resta-nos, apenas, exprimir os cinco pf - w em termos das seis fun¢ds
cléssicas e dos simbolos de Christoffel para que, mediante as formulas do Cal-
culo Exterior, possamos obter sistematicamente as formulas da Geometria Diferen

cial Clissica, Recomendamos, para isso, dois meétodos.

(i) Mstodo simétrico

figo 10

Tomemos a nossa réde ortogonal R como réde bissetora ou réde diago-

nal da réde obliqua R, (fig. 10).

Os vectores unitarios da réde obliqua, aos quais juntamos o vector uni
Im ; . [N )
tario da normal, comum as duas redes, se escrevem :

P _ Pu X PV : | _ PV ' (19)
\ = '—'—L—— s = e s — A 3 —————npe s '_ 19
h '\/? » g sin2W ’ L \/-? '

O Sngulo 21 de réde serd dado pelas relagdes

cos 2um —Li— tan 25 = —B— | sin 24= —D (20).7

YEG F . V_E?
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No caso particular 2 W= 902 sera
JF = 0. (21)

As bases das duas rédes serdo ligadas entre si pelas relagdes :

= = 3 = A
At cos uJAl sin uJA2 s 2 Al sec (AI + II)
| (22)
= 10 ) = U~S - + A
A, = coswa, + sin A2 s 2 Az csc w ( A II)
Fagamos
dP =P du + P dv=w A +w¥rA_, (23)
u v 1 II "

cuja identificag® com a (22, 1) e tendo em vista as (22), permite obter :

wI =VE auw , w = VG ar (24)

wl = cos W (uI +.wII 5 w2 = gin W ( -wI +WII) e (25)
Com a segunda de (21, 3) temos :

W = dA oA ==~dAJA 4, - w =dA.A =-dA <A (26)
1 2 3 3 2 1 3 3 1

2

N W3 P dAl. "32 '-dAz‘. Al
Feitos os célculos, facilitados peias simplificagles,resultam :
& ’ 8 §

com 229 [(Euovgry . (vEyaTH) A | €2

D VE' Ve'

sinuf 1 wII
- — [(VEM -VGL) —\/%—*. ( VEN VG M) o ] (28)
wuwo D . ) 1 wl . 2 II g
e [« mz}-l EC ) = ( ec, Ec.Jz-z)_‘m'\lE_] (29)
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(ii) Método assimétrico

Tomamos a nossa réde ortogonal R de forma a haver coincidéncia de

dois vectores da base, j).ex., A=A . (fig. .'Ll_.).
) ' I 1 '

Com procedimento ané.logo ao anterior resultam para os ¢ldco pf-w as

expressoes seguintes :

Wt .ﬁ-du SRR Y W o= D dv (30)
. V8 VE |
w = —i—  [(EM-FL)du+ (EN-FM) dv] (%)
1 oV - ‘
-WZ'VE-_]'T'(Lm-rndv) . (32)
w = _&(cz 4 2
3 g ‘Cfu u + C1o dv ) . (33)
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§ 29. REDE DE TSCHEBYSCHOFF

Vamos considerar, agora, uma reéde R, para a qual se Vverificem siml

 taneamente as duas condigGes :

d (wI + wII) 0 R da (- wI + WII) = 0 , (1)
entao de - ’ de P 2)
Da (12, 6) segue que os pf. W e wrl 830 diferenciais exatas, lo-

go
e dp , Wi = dq o (3)

STolGs (28, 2) tomsrd a forma
s

ds® = dp2 +2cos2 W dpdg + dq2 > (&)

observada a primeira vez por Tschebyschoff, P.L. (1 821 - 1 894).

Observemos que as quatro linhas da rede R, :

t
p= O ’ p =+ €
g = O ’ Q= *+ 17

delimitam sObre 2 - um quadrilatero curvklfneo com os lados opostos iguais, €

para o primeiro par ¢ 7 para o segundo. Teremos un paralelogramo curvélfneo
na acepgio finita, um losango ou rombo se tomarmos graduagSes iguals €=7
Com uma graduagZo convenlente podemos, portanto, cobrir uma porgao da superficie

Z com uma réde de malhas rombicas infinitesimas.

Imaginemos uma "réde de pescar” constituida de malhas rombicas com
fios perfeitamente flexiveis e inextensiveis. E  u'a materializagio de uma
réde- Rt e poderemos, defozmé—la, mantendo-se fixos os comprimentos dos lados e

os nés de suas malhas, porém variando o angulo 2uf da rac_le.
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En particular, poderemos transforma-la num reticulado plano énclidia
O problema de Tschibyschoff consiste na redugio do ds° da super—
ficie a forma (4), i.8., na adaptagiio & superficie de um tecido B, ou ainda,
no dizer do proprio Tschebyschoff, 'vestir' a superficie : "Sur 1la coupe

de vetéments, Oeuvres II, p. 708" .

Torna-se claro o campo de pesquizas que as redes Rt poden oferecer
a Cartografia, aliis em /5/, p. 207, encontramos em rodape, logo a seguir a ci
tag8o da réde de Tschebyschoff : " A Voss : fber ein neus Prinzip der Abbil-

dung krummer Oberflichen,"

§ 31. EQUAGXO GERAL

Vamos procurar uma linha que realiza un minimum da distdncia entre
dois pontos P e P de uma superficie = . 4 (55, 23), escrita para uma 1i
nha com os extremos P, P fixos, portanto, com Py = 0 e ?&3 -7 ‘segundo
(24, 10) o (24, 13), &

0s = - / X p, . ' (1)
A condigBo de estacionariedade ds = 0 di, para a linha procura-

da, a equagso
X = . 0 = WB o (2)
Segundo (23, 41) ela & o suporte de uma cinta geodésica. Segue que

uma cordigdo carateristica de uma linha geodésica & obtida igualando-se a ze-

ro a perceira coluna do quadro dW / ds do § 24, i,8. :

do Y3 .
g = &t -ksmz}fso (3)
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(1) k =0, a reta 6 uma geodésica ;

(11) sin § = 0, i.%., A: = A3 (fig. 2 - § 23), ou ainda,o pla-

no osculador da geodssica & um plano normal da superficie.

A condic3o (23, 41) se escreve ainda

2

(A dp  , d&° P) = 0, (%)

3 2
ou, segundo (21, 31), (21, 30) e (21, 4),
2
(Px P, P du +P dv ,dP) = 0 . (5)
Com o produto e o duplo produto vectorial, tendo em vista a tabuada

(28, 3) obetemos

(Pu x Pv) b4 (Pudu + Pvdv) = -(Fdu + Gav) Pu +(Edu + Fdv) PV . (6)

A diferenciagfo da (21, 4) da

4% =P Gue+ 2P dudv + P dve + P d%u + P d%v . (7
m uv vv u v

A multiplicagHo escalar das (6) e (7), com vistas & tabuada (28, 10)
e a (L), di :

Edu+ Fadv Ed2u+Fd2v+i‘%—du2+nvdudv+.2-5’.~;.i‘i,.,df

0=
Fau+ Gdv Fd2u+cd2v+G‘2’ dv2+eudu¢v+2Fu;5£ &
(8)

Para colocar a equacao diferencial geral das geodésicas sob forma de

equagdo diferencial ordinaria basta considerar que as geodésicas serfo defini--
das por uma relagdo tal como v = v (u), com u, tendo o papel de varidvel inde
pendente., Entio du =0 e a (8) se escreve

: 1t l l '2
E+Fv B YT Byt By vt o+ (Fv- TGu)v
0
" 1 2 1 1
[ ———
F + Gy 57, f 2 Gy V' tG v o+ (Fh - _5-'Ev)



~6l- § 3L

Com o desenvolvimento o termo em v! ¥ desaparece e resulta uma e~

quagso do tipo

]

. 2 %
| vV = A+Bv'+ OV o+ Dy (10)
na qual A, B, C, D s8o fungoes dadas de u e v,

O teorema de existéncia das equagSes diferenciais ordinarias de se--

gunda ordem aplicado a (10) que, em geral, nSo se relaciona a tipo algun elemen

-tarmente integravel, permite concluir : BEn cada azimute & emitido de um pon

-to P, dado sdbre Z , passa uma geodésica, que fica univocamente determina

da por duas condicSes amalfticas.

‘Da (3) segue

d o + wy = o , (1)
onde & & contado a partir da linha v = const. suposta coincidente com a
linha N. (norte). Da (29, 33) segue

dé + ——-l-)—(c2

- lldu-fczlz)dv-O. (12)

Equacao de Gauss para as geodesicas e que caracteriza o modo  como,
movendo-se ao longo de uma geodesica, varia o seu azimute @ em correspondéncia
ao0s acréscimos du, dv das variaveis. No caso particular da réde ortogonal

(28, 21) a (12) toma a forma simples

1 1
46 = __\/_E' (ﬁ)v du - = (\/T}‘)udv. (13)

Procuremos, agora, a condi¢@o para que as linhas wl (w2 = Q) ou
linhas u (v = const.) sejam geodesicas. A (22, 13), ou a (24, 20),mostra que
as linhas para as quais 6 = 0, W o= 0, sdo geodésicas se gl = 0, oy,

segundo a primeira de (22, 1), se o = 0, mas entdo segue da (12, 6):

»

As linhas ﬁ- O daréde R formam um campo de geodésicas se w' e uma
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diferencial exata. Entado

Wl = dnl e m = f wl . ( 1‘0)

E® a chamada integral de independéncia de Beltrami - Hilbert, D .
(1 862 - 1 943) do campo de geodesicas.

As lirhas w2 (w- = 0) ou linhas v (u = const.) sio as trajetd--
rias ortogonais do campo de geodesicas w2 = 0, Ao longo das linhas A (u,v)=
const., dirigidas segundo as linhas do campo devemos ter

3

2
dAx w = 0 , dm =x dA ¢ O, (15)
de onde
2
W = rdiA . (16)
0 dsz, (22, 2), toma, agora, a forma geodésica de Gauss
_ ds® = du® + G aA? (17)
(com G = r?), :
Temos aqui E =1, F =0 e a equagio diferencial das geodésicas
sera 2
1 _L 26 7
2 onm

= 0. (18)

GA eA’ 4+ 1 2G 42 2G ¢
== "_"ax,l*""“am)‘

Notamos a solugdo particular A= 0, i.é., A= const.

Podemos supor que o campo de geodesicas & formado de geodésicas emi-
tidas de um ponto Po obtido para m = o, logo

r (0, L ) = o, (19)



Por outro lado, mudando o parémetro A , podemos supor também

r (0, 1)

: m ;
Com efeito, mudando A por v (1), r

v(i)] w (}\.)2 dA? e tomamos

N llll

e, =8 | (20)

d A* se torna 2 [m,
vior (0, v) = 1, ‘  (21)

Com (19) e (20) a (17) fica expressa em coordenadas geodésicas pola-

Ir'es.

Ao longo das geodesicas temos dA = 0, de onde ds mdnes=mn - m,.

Segue daqlii que podemos tragar duas trajetorias m, = const. e f'm(l)
= const. tais que A B = A'B! = A" BY .., (fig. 12). '

Eu particular, se a partir de um ponto P da superficie levarmos s8
bre tddas as geodésigas emitidas de P_, ar'cos> iguais, o lugar das extremidades e

uma trajetdria ortogonal das geodésicas denominada circulo geodésico de -centro

L ed ‘ - - - >
Po. A extensfo as cOnicas geodésicas & imediata.
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Para o comprimento s de wm arcode linha m = m (T),A= A(E)

ligando os pontos Po’ Pl, com

o= m(Eo) < myy = m(§) , AE)= A(E) - Ao,

encontramos

o

, _
. - 2 -
s ='P/\ ‘ \ dmz-l-rzdﬁ.e ’ aAZldml 2 d!:l = m) - n, | (22)

visto ser r2>0. A igualdade teria lugar apenas para dA =0 i.d vy 80 longo

da propria geodésica: A linha geodésica 8, portanto, o caminho mais curto entre

dois pontos de uma superficie.

§ 32. TEOREMA INTEGRAL DE GAUSS - BONNET

A (27, 7) com . a (23, 7) nos da

uy = jx -ﬁd6+ W3)o : (1)

A formula fundalental (14, i) aplicada ao pf. » tendo em vista a

Y3

terceira das (21, 35), permite escrever

/wlxwz + ‘[w3 - 0-. _ - (2)

=
Consideremos primeiro camo curva C, fronteira de = s umMa curva com

tangente continua. Podemos contrair C com continuida.de sem que varie ‘[ d0
uma vez que seu valor & um miltiplo inteiro de 27 . Se & & uma regifo sim-
plesmente conexa, 1.8, tal que por contragio continua de C possa reduzir -se

a um ponto, se reduzirmos o suficiente sera

Jde = 21 (3)

Com isto a (2) se escreve
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/wl xw, + /Z = 27T , ' (4)
z

que exprime o teorema integral de Gauss-Bennet.

Com (22, 9) e a terceira de (24, 13) a (4) se escreve

‘/}“{6“ + ‘/-gw = 2T ., (5)

=

Quando C & constituida de n arcos regulares formando &ngulo ex-
teriores &,. nos vertices onde concorrem os arcos, entdo a variagdo totel de
6 ao longo de C continua sendo 27 , mas sOmente uma parte & devida a
variagao de O sdbre os arcos devendo-se a outra parte aos angulos. Néste caso

teremos no segundo membro da (5) a expressao

2T - 24&, (6)

fig. 13
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A (5), quando consideramos Zngulos interiores o, se escreve ,

para um poligono geodésico.

”
/KU’-ZQ’,,- (n-2)T . (7
b
Para wum trifngulo geodésico, n = 3, entdo
/Ko“’ = (@ + @yt a,) -T= € (8)
=
onde € é, por definigdo, o excesso esférico do trifngulo. Teremos :
(@ + a+ @) = 1802 se for K E 0 (9)

No caso de uma esfera (K = const. positiva ) o triangulo geodég_:@..

co toma o nome de trifngulo esférico, e néste caso o primeiro membro da (8)

sereduza K I = X R2, onde = & a area do trifnguloe R o ralo

da esfera, Resulta a formula de uso corrente na Geodésia.

€ = —%——- y (10)
R

§ 33. PARAMETROS DIFERENCIAIS

Consideremos a fung@io escalar (11, 8), com h em lugar de f, defi
nida sdbre 2 e a sua diferencial total sob a forma (13, 2), i.eé‘.

dh-hlwl+h2w2 : (1)
Com as derivadas hl, h vamos construir um campo vectorial tangente
2

1=y Ay ey by @)
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Com o giro (23, 2) podemos verificar a invariancia désse vector .
A multiplicagdo escalar do vector (2) pelo vector (22, 1) d4 pre-

cisamente a (1), ig’.

H, dP = dh (3)

3* dr
A& " Tar T (4)

é o vector unitério ligado a P, tangente a = entao

H . A:‘E = dll 3 (5)
ds
i.&., a componente do vector H segundo uma direcao superficial genérica dP

3
¢ igual & derivada de h, no ponto P orientada segundo Aj. Daqui resulta

a significa.gzo simples para as derivadas hl € h2.

A analogia com os campos escalares ordinérios e, em particular ,

a (3) permite definir H como um yector gradiente superficial, ou gradiente de

h sobre = . DBscreveremos
H = &adh. (6)

Consideremos uma segunda fungao escalar h! (P), definida sobre 3.

Teremos :

dh! = hz;.wl-o-hé w2 , Hi = hi, Al + hé A2 o (7)

Vamos construir os invariantes
— |
V(h,hf) hihl + hh) = H . HY (8)

e (h,h!) = hht-hyh.
Em particular, para h = h! obtemos a ¢norma do gradiente

(9)

2 2
V(h,h) = V(h) = h] + hy = H, H (10)

Os invariantes escalares V (h), V(h,h'), 6 (h,h') foram denc-

minados por Beltrami parametros diferenciais de primeira ordem, j& usados,para

© plano e para o espago, por lamé, 5. (1 795 - 1 870), em 1 859,

[
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‘ Dades duas familias de linhas sdbre =

h(u,v)m=ec , h'(u v) =c¢ (1)
entdo dh = O, '‘dh =0 e a (3) mostra que os gredientes H e H' 880 normais
3s tangentes daslinhas dadas. Se a é o angulo dessas tangentes podemos cone

cluir da (8) que V (h, nt)

cos & = ﬁ?r-l-)ﬂ W (12)

Logo, a condigdo para que as duas famflias formem réde ortogonal

Ve,n) = 0 | (12)

Para o ds® geoddsico (31, 17), segundo a primeira de (31, 14) e
a (31, 1%) :

2
dm-=lw1'+0w2 R dd = Owl*'"%;"w s (14)
de onde as derivadas em relagao ao par de pf, wl, W
l Y
m =1, m =0 , A = 0,1, = —= (15)
Logo
V) = 1,V(@A)= 0 |, V(h) = —iz »8(m, 1) =3-(16)

Consideremos, agora, sobre a superffcie, uma &rea Z limitada por

»
um contorno C.

Suponhamos como sempre que :
A;t : & o vector unitédrio tangente & curva C.
;2 : 6 um vector unitfrio normal a A;f, chamado &s vezes de nor-
mal geodésica,
H : o campo vectorial tengente.
Suponhamos mais que a normal geodésica & diriglda para o exterior

da frea 2 .

Por . fluxo do vector H atravds o contorno C & preciso enten

der aqui a integral
/ H . X ds. (17)

C
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Suponhamos um fluido derramado sobre a superficie e consideremos
a porgao de fluido no interior da 4rea Z no instante t. No instante t+dt,
o acréscimo d S da 4rea recoberta por esta porgao de fluido pode se expri-
mir, indiferentemente, ou pela integral curvilinea (17), nultiplicada por dt,

e pela integral dupla

-dth div, H d & . (18)

s [~ . - ~
Recordamos, assim, a relagao existente entre o fluxo e a divergen

cia sobre a superfifcie, i,

-/H.szs=+/ﬁv.ﬂ d Z , (19)
c =

cuja forma € a mesma que a da relagao anfloga para os campos do espago ordind

rio e conhecida como férmula da divergencia.

Ora, as linhas das (23, 2) com as (22, 22) se escreven :

M 2 P A
H o=, Ke-—rht b (20)

A componente do vector campo H, (vector welocidade da corrente )
na diregao da normal geodésica é

2 1
= = L N
h H e K2 hy ——*+ h, = ’ (21)
iﬂei
2 1
~-hw = hy W ~h, w . (22)

A aplicagao da férmula fundamental (14,1) d§

- Jﬁ'w = fd(hlwz-hzwl), (23)
c s

gue, comparada com a (19), permite dar 3 divergencia do campo vectorial H a

forma seguinte

d(hlw2 e hzwl)
T2 ¢ (2
w X W

A(h) = div., H =
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pois que wlxw2 - =d 2.
Com & (6) a (24) se escreve ainda
A(h) = div, grade h (25)

Esta fungao, introduzida por Beltrsmi em 1 864 e denominada gara-_
metro diferencial de segunda ordem, generaliza para as superffcies a nogi de

laplaciano para o plano.

Como aplicagao vamos calcular este parametro para & superficie X,
dada por seu d52 sob a forma (28, 2). Para isso podemos tomar como par de
pf. aquele das (28, 30) e calcular as derivadas hys hy, hyy @ by nmediante
as (13, 4).

Finalmente, aplicamos a (24) que se escreve ainda

2 : 1
< dw : dw - (26)
A (n) hy;* Wyt h)y % -h —5—3
. . W X W W X Ww

0 resultado &

Eh-Fh Gh -Fh
Am) = 4 [ ( th u)v *( %5 V)J (27)

No caso de um plano euclisiiimo

dsz_- &+ a¥ (28)

E = G = 1, FP = 0 ea (27) se reduz a

A(h) azh ’32h r

Y P &

(29)

que é o laplaciano.

Cumpre notar, contudo, que podemos escolher em um plano coordena
das. curvilfneas absolutamente quaisquer e a férmila (27) resolve assim o pro-
blema seguinte : exprimir o laplaciano a duas dimensﬁesAquarxio se refere opla

no g um sistema arbitréric de coordenadas curvilineas.

§34. PARAMETROS ISOTEEMDS

Se o ds° de uma superficie 2 se apresentar sob a forma
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ds” = —-1—2- (duz av ) , (1)

q

ent3o a famflia de linhas coordenadas v = const. (ou u = const.) constitue o
que se chama uma famflia ou réde isoterma.

Os elementos lineares das linhas desta rede serao:

1 av . (2)

wl=—l-du+ 0 dv 5 w2-0du+
g

Podemos supor du=dv = &£ > 0, com € infinitdsimo, entdo o
duplo sistema de linhas u = const., Vv = const., correspondentes a valores dos

parametros crescentes em progressac aritmética de razdo € = const. :

(3)

vs 3 V= : € » ve - 2€ ...
cobre = com uma rede ou quadriculado de malhas infinitésimas. Numa vizinhan
¢a de P o mfimero de malhas cresce com o crescer de q, denominado, por isso,
dcnsidade da rede isoterma.

Introduzindo derivades w, , v, (r = 1,2) em relagao ao par de

r

1 2
pfs w , w , teremos da (2) :

du = u1w1+u2w2 = qwl + 0w2
L ) (4)
dv = vVyW + 7V, W = 0w + qw2 ’
de onde
ul = v2 = q 0 u2 = vl = 0 (5)
ou airda
nl - v2 = 0 u2 + vl = 0 (6)
A reciproca 6 imediata, da (6) construimos a (1).
O importante sistema {6) generaliza &s superficies o gistemg de

Cauchy - Riemann, G.F.B. (1 826 - 1 866) para o plano.
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O sistemg (6) 4 invarionte pumg transformacag gdmissivel de co-

De fato, com o usual giro (23, 2), os elementos das (6) se trans

formam segundo as férmulas:

ul--w"i2 - +(ul-v2) cos O + (u2+vl) sin ©
52+\71 - -(ul-vz) sin 6 + (u2-vl) cos & , (7N

que contém a invariancia do sistema (6).

As (13, 4) permitem escrever

- 2u P du Qv 2V
M1Tox 2 T AT oy a1t a5 sVt (8)

com as quais o sistema (6) toma a sua forma mais usual :

911 - 9v au av

Do sistema (6) segue ainda :

ul_w_z-u2wl -vlwl +v2w2 = dv . (10)
Diferenciando exteriormente segue da (12, 5)
d(ul S u, wl) = d(gv) = 0 , (1)
e segue de (12, 6) que dv & uma diferencial exata. Com isto gegue para & € ~=

quagao (33, 24)

A(u) = 0 (12)

Reciprocamente,se u & solugao desta equacao diferencial de La-
place, P.S. (1 749 - 1 827), generalizada 3s superficies, segue a (11), que
mostra ser dv uma diferenc;ial exata, logo, a menos de uma constante aditiva,

serf

v = /(ulwz-uzwl)
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e u, v verificam o sistema (6), sendo, portanto, parametros isotermos.

Segue ainda do sistema (6)

gl‘a.dv-lel-rvaz--uzAlf%Az ’ ()

de onde uma significagao geométrica notdvel : 0 gradiemte de v se deduz do

Recordemos que a existencia e continuidade das quatro derivadas

parciais da (9), relacionadas entre si pelo préprio sistema, (9),assegura ser

f(x+iy) =u(x, y) + iv(x, y) (15)

uma fungao analftica, i.€,, definida numa regiso do plano x + iy de Gauss e

diferenciavel em todos os seus pontos e que a derivada nao depende da direcgao

escolhida. Em (15), portanto, nem a parte real nem a imaginiria podem  ser
tomadas arbitririamente, mas sim que cada uma delas deve satisfazer, separada

mente, a equagao de Laplace (14) e, juntas, &s de Cauchy--Rieggann (9).

Vamos generalizar esta nogao 3s superffcies dizendo que a fungao
complexa (15) & uma fungao analfti se, designando por w o elemento de ar

co da diregao wl : w2, ifd., du: dv e por 8 o azimute desta diregao, a-ra

%80 :
du + i dv u +iV)w1+( R .
L 2e 2 (162
wéie wl + i w2 »

tem um valor «+ i ﬁ independente de G .
Da (16) segue
(ul+iv1)wl+(u2+iv2)w2=(d+iﬂ)(wl+iW2) (17)

e daqui, com a separagao do real do imaginério, segue precisamente o sistema

(6) e, portanto, o sistema (9).

0 éistema: (6) com as (13, 4) e o par de pf. (28, 30) nos d4 as '
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equagoes :
X D mx y y D x y)

A invariancia do sistema (9) permite que mxemos v em -v e o sis-
tema exprime que : u + iv € fungao da varifvel complexa e concluimos: Conhe--
cido sdbre a guperffcie un sistema isotermo (u, v) obteremos todos 03 Qu--
tros (U, ¥) fazendo

ie+i§ = f(us iv), (19)

sendo f o sfwbolo de funcdo arbitréria de varifvel complexa.

Toda fungao complexa u + i v, formada com duas soluq'c'ies conjuga--
das da equagao (12), chama-se,segundo Beltremi, varidvel complexa gobre & su-
perficie.

Se numa rede isoterma (U, V), que d4 o

ds® = -—%— (@8 + &), (20)
q
sem mudar as linhas coordenadas U, Vv, mudamos os parametros que as determinam

fazendo

i =3 (u) s, v o= %(v), (21)
2
o ds toma a forma
2 2
ds” = —= [0 @ ¢+ ¢ @ ] , (22)
q
na qual, sendo
2 2
ul ~
Es= -‘1-2— u , G = 12 v'. (23)
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resulta
~E _ o __ U (24)

ie6,, um quociente (ou produto) de uma funggo de u apenas por ums fungao de

V apenas.
Inversamente, se uma réde ortogonal (u, v), com
ds° = BEdu® + Gave (25)
é tal que
| E v
= > (26 )
G 'S
fazendo
= == (27)

podemos escrever

d52 - --23-'— (Uz duz + V2 dv2) b (28)
q _

e basta mudar os parametros u,v, respectivamente, em

U = fUdu+cl, G-jvw+c2, (29)

para termos a rede isoterma com o d32 (20).

Por esta razio, uma rede ortogonal (u, v) na qual seja eatisfeita

a condigao (26), ou o que € o mesmo, a equivalente equagao diferencial

2
g (—E—) - o (30)

2u 2v G

diz-se ainda isoterma.

Finalmente, procuremos a condigao para que as linhas
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lP(u, v) = const, (31)

junto com as trajetérias ortogonais, formem uma réde isoterma. Para isto, €
cordigao caracteristica que, mudando o parametro P emuma sua  conveniente

fungago F ( ¢ ), resulte

AlF(fP)l'oo (32)
Ora, da (33, 27) segue
AP = (@) V(9) + P (P)Ad) (33)

Logo

‘ , (34)
V(Y) F(9)

uma fungao de ¢ apenas.

Reciprocarente, se o primeiro membro & fungao de ) apenas, toman—-

do-se

A(P)
'/ A(G) a4

F' (9) — ¢ ,

(35)

a condigao (34) & satisfeita & a rede § isotemma.

Vamos deduzir as expressoes de algumas propriedades geodésicas da
superficie & | com d32 isotermos. Diferenciando exteriormente as (2) obte—
mos :

1

OQw = "';%" q, (du x dv), W = - 1%- qu(du x dv) (36)

ou,com as (2)

duai= q, (wl x w2) , dw2 =-q (wl x wz) (37)
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Tomemos os elementos lineares das linhas da réde na forma cléssics

1 . R
2, = —o— 2uv ., s o= OF (38)

As (22, 14) com as (37) e a aplicagdo das (13, 3) darao, sob vé--
rias formas , idénticas entre si, as curvaturas geodésicas das linhas da réde

isoterma, a saber :

2 DIn
g q =gy = (o= -

(39)
24 2 ¢nq
N = mEla), == ———— =
% R 2u 1 7] Sy
A (22, 12) pode, agora, tomar a forma
v =2 [ (e v- (Lra)y w'] (40)
Da dltima de (22, 9) segue
d [ (L) v ( Lrg), W]
K = 1 Houees (41)
1 2
w X W
e da (33, 24)
K = A(4inq) (42)
A derivagdo das (39" com as (13, 4) df :
) 2
. (rq)T, \=lq Slenn == (b g
fl,z 2,2 v 2,1 1,1 2ue  (W3)
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Segue da (22, 18) que

2

2 2 2
2q 24 2q 2q } . (44)
K = —— 4 - +
q[ 20.2 : av2 ] [(‘au) ( ov ]

Esta importante, expressao da curvatura gaussiana também segue da
(42)com a (34, 27). Ela pode ainda receber a forma

(T T)
K = q F e —

\ du~ 2v7
ou

K =¢ A Ing . (46)

En (42), A(4ng) é o beltramiano de nq e em (46) A dng,
em o parentesis), & o laplaciano. No caso de um plano 8 q =1 e os dois

operadores se identificam.

§ 35, GEODESICAS DE REVOLUGCKO
Consideremos a superffaln. de revolugao

_ X = reosl
PP (r, L)= y = rsinil : (1)

z = 7 (r)

' 0s meridianos sio as linhas A = const. e os paralelos as linhas

r = const.

Para o vector (21, 4) teremos

dP = (cos A, sin L , - 2! )dr + (-sin 1, cos L , 0) rdl (2).
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P .P, =0 (3)

Os meridianos e paralelos formam uma rede ortogonal R. Se tomar-

mos para triedro mével Al, AZ ’ A3 = Al x A, respec tivamente, os vecto-

res unitérios da tangente ao meridiano, da tangente ao paralelo e da normal

no
ponto P , obtemos :
-1
2\ 2
(1.47) !
M o=\1l+2 (e0s A, sin AL , - 2 ) (%)
A, = * (-sin A , cos 4 , o) (5)
L
(1+27)°
Ay = 1+ 2 ) (Z'cos 4 , 2'sin A , 1) : (6)
A diferenciagao de A; nos darg
2" z
day = = dr &)+ > d 4 A, (7
1+ Z.' 1l + Z'.
Com as (21, 3) obtemos os pfaffianos :
Y 12 2
w = 1+2Z dr w = rdid (8)
z' | z
wl'='V -.2'dﬂ’ W, = '2dr (9)
1+ 2 1+ Z

Para wy © c8lculo seguinte & mais interessante :

Das (8) seguem :
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d = 0 , W’ =dr x dA . (10)

O elemento de area segue da (22, 6)

3
6= r V1+ 2" (arxdl). (11)

As curvaturas geodésicas dos meridianos e paralelos seguem das
(22, 14)
1
g = O ’ g = (12)
1 2 12
1 +« Z

Finalmente da (22, 12) segue

w o= di 13)

A primeira das (24, 25), em sua forma (2, 8), nos da para a linhas

de gurvatura a equaggo

2 u
aral [~2'@Q+2 ) + r2 ] =o0 ()

En geral o coeficiente de dr d 1 e distinto de zero e a equagio di

ferencial se reduz a

dr e dA = 0 , (15)

as linhas de curvatura sfo, portanto, os meridianos ( A1 = const.) e 0s para-

lelos (r = const.).

Se a (15) nfo é nula ent30 o colchete da (1) é zero e & integragio
daria como resultado uma esfera ¢ todos os seus pontos serdo circulares (umbfli

cos) e as linhas de curvatura indeterminadas, Como conclus8c 3 meridianos e pa
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ralelos formam réde principal. Ent3o

c = O (16)
3
Fagamos :
-1
M=k = raio de curvatura da secgdo meridiana, Secgdo de a--
1
zimute 6= O,
N=k>2 = raio de curvatura da seccid normal 3 seccio meridia--
2

B

]
§

Secgdo de azimute 6

As (26, 16) d8o imediatamente 3

\/ 2 12
(1+Z‘L3 r\yl+2

N=" —— (17n

z Z

M="

As curvaturas gaussiana e média seguem imediatamente da (26, 15).
A motrica segue da (22, 2)

2 |2 2 2 2

ds = (L+2 )dr + r dA (18)
Com as mudangas de parametros definidas pelas relagdes :
2 o 2 2 2

(L+2 )dr = dm = r d 4 , (19)

obtemos, respectivamente, o ds® geoddsico e 0 ds®  isotermor

2 2
2
ds° = dn® + 1? A, 4P erP(d4 + d A), (20
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obtemos, respectivamente, o d52 geodésico 80 d52 isotermos

2
ds* = an® + 2 a4 12 , ds® = 1 (a4% +ad?), (20
onde m e arco do meridiano contado a partir de um paralelo fixo e 4 a cha-

mada latitude isomébrica.

Vamos agora introduzir a latitude ¢ : &ngulo do vector = A3 com

o plano do equador.

Segue da (6)
1

2
cos § = (1+2 )zz'cosl, (Z'sinl,-l).(cosﬂ, sin 1, 0)

(21)

cos § = - —t stancf’---:-l'—'-—-:f’in’f" - (22)
12 2 '2
1l + 2 1+4

Segue

ﬁz " ’ (23)
(1 + Z'. )

5]'_:1?-‘1_&-
dr

e as (17) se escrevem :

M ---——1———- _...‘ll;._ N = r
sin ¢ dy cos § 2

Os pf. das (8) , (9) e (13), nas variiveis m e ¢ , passam a ser

os seguintes :
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W w2 u} w w
1% 2 3
r
dm rdil 1- 11': dl —-Em—z—dm p di
J£9 1 -
m
M df Ncosy di cos ¢ di -d9 - singdi
(25) (26) (21) (28) (29)

Para a primeira e segunda colunas, em fungio do azimite © do ele -=

mento de linha w = ds, temos segundo as (22, 22) :

- i
w = ds . cos © wz-ds.sinell (30)
ou ainda :
dm .
..a?._ = cos 6 3 r % = sine (31)
A derivagdo da segunda nos da
2
a0 1 (r da_, _dr da) (2)
X 32
ds cos & d52 ds ds

Com a primeira das (29) obtemos :

3 a9 _dA _ _dr ds dA __1  / dr _dAiA (33)
w dm ds ds dm ds cos & ( ds




§ 35 -87=

A curvatura geodésica segue da ultima de (24, 11)

r 2 +
" ds ds ds

a3 o 1 ( o) o dr _.d&), (3)

cos &
que, igualada a zero, segundo as (31, 3), da a equag3o das linhas geodésicas.
E’ importante notar que devemos rejeitar a solugéo indeterminada oo

x 0, obtida para 6= 908 e dm = O,

Fagamos, por exemplo :

m= B, = const. r = p (35)

0 que nos daria um paralelo qualquer da superficie. Ora, & evidente a priori
que um paralelo n3o pode ser uma geodésica senfio quando seu plano (osculador)
corta a superficie em &ngulo reto, passando entdo o raio do paralelo, em geral,

por um maximum ou por mimimum.

Rejeitandc € = 902, ou se quizermos, aceitando excepcionalmente a

solugio
m= By= 0 , r = a (36)

temos para equagio diferencial das geodésicas

2
r d;{’ +2 & dA 0, (37)
ds ' ds ds
que se escfeve ainda
d d
— (2225 o (3e)
ds ds

Finalmente, com a segunda das (31), teremos :

* 41 . rsino= a sino = h = const. (39

ds K
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s = arco da geodésica ;.
a = ralo do paralelo equatorial ;
& = azimyte da geodésica g
6, = azimue equatorial da geodésica ;
h = constante de Clairant, A.C. (1 713 - 1 765) .

As (19) e a ultima das (22) da

—f:i— = - sin § (40)

Com a diferenciag3o da (39) obtemos a relagio

46 - sing .di= O, (41)

As (30) com as (39) ddo :

2 -2 2
who YrZ oWt “--—g-—ds, (42)
5

que igualadas com as primeiras das (25) e (26), dao @

ds r dm , dA= h _ am  (43)

de onde :

8 = ——r——dm ;{,- 2, t)_-:/A 1 dm
| /Vrz—hz -0 r'Vr? o 12

(4h)

A curva tragada sdbre uma superficie de revolugdo , que corta os me-
ridianos consecutivos, sob © mesmo azimube (rumo) constante & a loxodromia. Se-

gue das (30),'[.@2 ) e {26) que sera

!
/

PP M

\\_.‘.Ja-./\-'
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N d
Y = tano=c dd:; = cos d$ s W5)
w
ou ainda com as (19)
di= tan € .d4= tan 6, secq a9 (46)
N

As curvas integrais serio

l-l L tan604 (ll7)

o

onde a latitude isoterma (isométrica) &

4
- M
A J ” sec ¢ d ¢ (48)

§ 3. O ELIPSOIDE INTERNACIONAL.

Se nas eq, (35 ,1) fizermos

r =acos P

L
z =-bsing, (2
com:
a=6 378 388 m
dw &=zDb 1 (achatamento)
a 297,0

£ = latitude reduzida (andmalia excéntrica) : dngulo do raio vec=

tor do circulo principal da elipse meridiana.
(L),

2 2
Fr,g) = =+ & = 0 , (2)
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com ¢ plano do equador ,

teremos o elipsoide de referéncia internacional.
A diferenciagdo das (1) permite relacionar éste pardmetro f com a-

latitude ¢ mediante as (35, 22)

-l—' - —-%-tanﬂ = tanﬁ . (3)
z
Seguem, agara, fungdes classicas usuais no estudo do elipsdide de
referéncia |
H2=1-92 sinzq) 3 V2-l+9’2 008,24’ (h)
2 2 2 2
w =1-€ cos B s v2=1+9’sin2ﬁ>.-' (5)
As excentricidades € (primeira) e ¢ (segunda) sio definidas pealas
relagoes : -
2 2 22 2 2
€ a = € b w a =b 3 . 6)
de onde :

a Nise®? -, b =V1-&? Q)

2 -‘/ 2 a b
a — - - [ ]
c = = & 1+}e’ 2 (8)

W _ 1-e° - 1 - o
V2 1 1+ e’z v2
1-¢° 1 1
W = - : = = v ( (9)
V1+ e’ B
Wv=1l= Vy
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Da (3) obtemos :

Al --h- -ﬂL—.
a sin p

Vl+ 2.’2

Da primeira das (1) segue

L J—— S R
sin B
- R 1 d A
= sinzfs ar

dr=-asinpd{3 .

-9 -

(10)

(1)

(12)

(13)

Os pf. das (35, 8), (35, 9) e (35, 13) ou das (35, 25) a (35, 29) se

escrevem agora :

Wl H2 W, W W
1 2 3
= 8
-aw d g acosfdid --%-_-Q%?ﬁdl-—?z—d(b —5-%—‘”“
aw
2
2l -€)d9| _8 co59al | cos g dl -dg -singdl
W3 W
() (25) (16) (17) (28)
As (35, 24) se escreven
M= a1-2) | _o_ Ne —2e = S
3 v3 W v

(19)
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Finalmente , obtemos uma expressio finita para 4 integrando a (35,

L48) .
Partindo de -
2 2 2
M :-e -7 - €_co8”? (20)
1= Eain’y 1~ 2sin’9

podenos escrever

M secydyg a9 - 2 4af _ 49 . 5 _dlesird)
: —Qzrc 2
N cosd 1~ Bgip%p cos ¢ 1-(esin ¢)

A integral do primeiro termo tem por valor

lntan( ZE . : ) (21)

e a integral do segundo termo

e 1n 1+ egind . (22)
2 l- esing
Resulta
’ fn | T 1- esin®\Z
' §=f sec ¢ d¥= In tan——-—)(_:‘ﬁlﬁ_ \
/ N ¢4 (h T2 l+esinq’) (23

€ = base dos logaritimos neperianos.

No caso da esfera a excentricidade & nula e a grandeza corresponden

te

ﬂl-%/spsecgﬂ'dtf- In tan (-Zf_+-€-g—) {(24)

& chamada latitude crescente ou variavel Mercator, Gerhard Krdmer (1 512- 7 .

Ha o b gudermaniano inverso da latitude ¢, i. 8.

Aoy gd'19> = sinh tan g . (25)

Para o cilculo numérico das integrais (35, 44) v. nossa tese /21/.
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§ 41, GENERALIDADES

Se existir uma correspondéncla pontual un-a-un entre duas superficies

fad
S ¢ 2 diremos que elas est® representadas wna sbure a outra e escreverenos

2/ 2 s (1)
(leia: QZ soui‘e f”) e onde

2 = supsrficie objetiva

= UV » P .
£ =  superiiclie inagei.

Se
P=pP(yv) , P=F( 9, (@)
s30 os vectores-radar das duas superficies, a representagfo, & mais geral,ficarfé
determinada pelas equagbes de transformagfio admissivel ;

u = ﬁ(u, v) ;-:r(u, v). \3)

Poderemos, entZo, introduzir as (3) na segunda das (2) e usar, quando

convier, na X , 0s mesmos parametros usados na £, e, com isso, pontos corres--

pondentes terdo as mesmas coordenadas curvilineas e as equagdes paramétricas re-

sultantes :
P = P(up V) 3 ? - i; (u: v) ’ (ldr)
cunprirdo dupla finalidade :

(1) representam analiticamente as superficies ;

(11) determinam a represmta.qﬁo :

As (3) ou (4) s8c as equagles gerais da represenmtacso.
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Consideremos em particular :
regido da superficie topogriﬁca da Terra, pe €X., um P&.i..i

regido correspondente de uma sumrf{cie de referencia, convenientemen

te escolhida, para o planéta Terra, p. ex., regiSo do elipside de

referéncia internacional;

regido de um plano .

~

Diremos que S & a representagio plana ou plano do pais =" na re--

presentagdo s* / S .

Segundo as "Recomendages" da Primeira ReuniBio Brasileira de Consul

ta sSbre Cartografia, outubro de 1 958, S3o Paulo, podemos classificar f em

trés categorias

M:

M

Mz

o Z,

g L

M

3
o

Mapa - O térmo mapa indica a representagio plana, em escala geral

- mente bastante reduzida, de uma area da superficie da Terra definida

por limites naturais, politicos ou administrativos.

Carta - O térmo carta ¢ utilizado para indicar as £olhas resultan-
tes da representagdo sistematica de uma Area de terra ou de mar. Os
limites da area de terrenos representada em cada folha s3o constitui
dos por linhas convencionais,que facilitam a ligagio cdmoda e conti
tua  com folhas contiguas (meridianos e paralelos), ou simples 1i-
nhas retas), As escalas utilizadas nas cartas s3p em geral maiores

que a de 1 : 1 000 000,

Planta - O térmo planta pode, por um lado, significar £5lha em es
cala grande (1:5000 ou maior) ou por outro lado indicar a ré.pre--

sentagdo do leventamento de uma area restrita, com objetivo espec_:{_
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fico, Nos dois casos néo se deve considerar a curvatura da Terra
tomando~se como limite maximo de representagio a extensfio do tarreno

onde ndo se fazem sentir os efeitos dessa curvatura,

Cartas ou plantas cadastrais sfo representagdes em escala grands ,

executadas dentro de um padrdo de preciszo préviamente estabelecido e utiliza -
das para mostrar os verdadeiros limites e usos das propriedades, Podem ser dis

pensados os detalhes naturais e artificiais e a altimetria.

Na elaboragdo da carta de um pals devemos separar duas séries de ope

ragdes, a saber :

. o~ 3t .
(1) representacio = / X (Geodesia),

i. €. , rojegdo, segundo as normais ao elipsoide de referencia, dos pontos do
, %*

pals =
sobre S serdo efetuados todos os calculos correspondentes s ob-

"~ [ 3 3 L3
servagoes geodesico-astrondmicas realizadas em cada ponto.

As dificuldades essenciais da Geodésia provem do fato de que o geg

deta opera sSbre o geoide e calcula sdbre o elipsoide.

O geoide & a superf:f.cie equipotencial do campo da gravidade que

passa pelo ponto cuja cota é admitida como cota zero.

O campo da gravidade & dado pela soma

g = F +« £, (5)

onde os vectores significanm :

F = atraclo newtoniana devida 2 massa da Terra ;

f = centrifuga devida a rotagdo diurna da Terra ;



As operagdes geodesicas s3o imprescindiveis, pois que, basear wuma
carta sdbre um conjunto de pontos determinados astronomicamente equivale a con~

fundir, para a regifo considerada, o elipsdide de referéncia e o geoide.
(ii) representagio =/ (Cartografia ),
i.é., construgdo da carta propriamente dita.

0 numero de éis’temas de representagao que se pode considerar dentro
de uma categoria & muito elevado. Cada sistema apresenta vantagens e inconve--
nientes particulares e se adapta melhor ou pior a finalidade para a qual a car-
ta considerada foi estabelecida e ao pafs do qual ela & imigem.

A Cartografia pode ser estudada sob os seguintes aspectos : histo--

rico , emp{ri_co, artistico e racional.

e

Vamos focalizar a parte da Cartografia Racional que mais interessa

Geodésia.

§ k2. CATEGORTAS DE BEERESENTAHO

Podemos considerar as seguintes categorias de representagao (41,1)

I. Representacgio conforme, na qual sdo conservados os valores dos

dngulos tragados sdbre a superficie.

II. Representagio equivalente ou de igual-area, na qual s3o conser

-~ I d
vadas as razoes das areas.

III. Representacdo afilatica, na qual nfo se verificam as proprieda

des anteriores,

IV. Representacdo ggodésica, que conserva as geodésicas.
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Ve Representagfo isometrica, na qual s3o conservados os &ngulos o
as distancias,

A representacio geodésica, de pouco interesse para a Geodésia classi

ca, &, hojs, de capital importéncia devido, principalmente, &s triangulagdes
com grandes geodssicas, baseadas nos processos eletrdnicos para medigdo de dig
téncias - geodimetros e telurdmetros ou utilizagio das observagdes de oculta-

gdo de estrelas pela lua,

Bm /21/, apoiados em /26/, fizemos referéucia a possibilidade de u-

ma trigonometria elipsdidica ou geodésica que completa o estudo da representa

gdo geodesica, cujo teorema fundamental, devido a Dini, U. e publicado a pri=-
meira vez em /18/, diz :

Duas superficies podem ser representadas geodesicamente uma sSbre ou

tra, sem isometria ou semelhancs , 1.8, de modo que a cada ponto de uwma CODw-
‘responda um ponto da outra @ 3s geodésicas de uma correspondsm as  geod$sicas
da outra, no caso em qus suas primeiras formas fundamentais, mediante as coor-

denadas correspondentes (u, v) possam tomar a forma de Dini.

oot L Eled) (£ea

E importente notar qus a denominagdo trigonometria esica ou e-
lipsoidica se refere a geometria global, em grands, e nio local, i.e.,dos pe=-
quenos trifngulos, j& brilhantemente tr,tada pelos ilustres matemiticos Levi -

Civita e Tomolo, citados na Bibliografia de nossa tese /21/ - Qeoddsicas e A=

Ieas.

. §.43. BEPRESENWACR0  ISOMETRICA
Se as (41, 3) s@o tais gue

- -1, )
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entdo a {41, 1) se :diz representacic isometrica.

A condig3o caracteristica e, portanto, que as superficies tenham

um mesmo dsz.
Os seguintes elemsnios se conservam na representagao :

As curvaturas gaussianas de 2 e 2 em dojs pontos homologos P,

P sfo as mesmas (§ 22).

Os Sngulos de duas curvas, em seus pontos de interseccio, sdo os

mesmos que os angulos de suas haitologas.
A curvabura geodésica em P de uma curva 2 C de = § igual 3
curvatura ggodésica da curva hcmolog.a C de < no ponto P homologo _de P,
A curva correspondente sobre < a uma geodesica de = & uma geods

sica de <.

As superficies com curvatura gaussiana constante s3o as mais impor

tantes para a Cartografia. Consideremos uma tal superficie com seu d52 poste

sob forma geodésica (31, 17).

2
ds® = do® + G dAS, (2)

ou

2

£ -dmzfrzdﬂ,, (3)

ds

com as relagdes (31, 19) e (31, 20), a saber :

r (0,%) 0 €]

r (0,4) T . (5)
m

Teremos ,:da (3), os pfaffianos :

wl.dm 3 W2=rd2'o (6)
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Diferenciando exteriormente vem ¢

W =0 , af = r_(daxdi) (7)

O elemento de area segue da (22, 6)

C=r (dnxdAi) (8)

As curvaturas geodésicas das linhas paramétricas seguem das(22,14)

s 0 - rm
& ! & 7 =% (9)
Da (22, 12) segue
Wy = r di . (10)

O elemento de area da imigem esférica segue da (22, 8)

5'--dw3 - - rmm(dmxdla). (ll)

Finalmente, da (22, 9), segue a seguinte relagio para a curvaturs
gaussiana
r + Ker = O [ (12)

E” uma equagdo diferencial de segunda ordem com coeficientes cong

tantes em 1r.

Bscolhidas as constantes mediante as condigdes (4) e (5) resultam
as expressces seguintes :

r = Rsin(-:%m), se K =+ —bee (13)

r = Rsh(__‘l‘__)’ se K » = cedeee
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2.

0 ds de uma superfic:.e com curvatura ganss1ana constante pode

ser posto sob a forma -
wf i aland ol e et (Bjar®, R R (—)dl. )
| segundo se"ja"‘la Eﬁﬁatu#a-»gauééigné nula,"m sifivaf,-’,ﬁg'g' aﬁiva, .

0 prime:l.ro desses ds2

SR

éo d32 de um. 2 o em coordenadas pola

'res (m,ﬂ,) osegundoeo ds
2

de uma. e § era de ra.:.o R, o terce:n.ro e o
: d

das superhc:.es de revoluc;ao com curva‘bura gausaiana negata.va .
.. Podemos; agora, concluir -
K '0 "én'bé'._'o' e --isomé‘brica ao . -g' lano

K _-.'5 E OOnst. > 0:_ entdo = & i'sofné't‘x"iqa--a esfera =

K =" const. <O -entdo 5 & isométrica a pseudoesfera.

En geral, nao sabemos encontra.r toda.s as superflc:.es mometr:.cas

da. superi‘:x.c:.e que Darboux denom:.nou gseudoesfera, que e a mais SJ.mples- A

a uma superflc:.e dada, gualguer, contudo, [ nosso problema e ma:x.s : slmples ,_ SR

. pois a Cartograﬁa mteressa encontrar todas as superfa.cles 1sometncas a0 .

}glano, ou se:ja, as su@rflcle com d52 enclldlano.
Tomemos o ds do plano sob a forma
) S el 2 : . . :

s "= dX + dY ()

" Comparando com a . (3) _Segué da  (12) . que, para o plaho_ ~K=0,

O teorema egregium ensina que para ser uma superficie isometrica
. e g ,., o° = l,,' 5 ' ' i .
80 plano, e necessario que a curvatura gaussiana seja nula em todo ponto  d-

A f 0 q - - . B ’
superficie, pois que a curvatura gaussiana de um pleno # nul-

Para abrev1ar, mesmo com alguma perda de ri gor' analitico » apo:.e--

i° mos ‘na segu:.nte cons:.deragao geometrlca £
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Se a curvatura gaussiana K de uma superficie é nula, entao segue
da (22, 9) que, para 0 % O, € nula a &rea da imigem esférica, i. €.

¢° = 0 . (15)

se

Isto significa que a érea/contraiu, reduzindo-se a uma linha ( ou
ponto), ou ainda, que o vector Ay, normal % superficie, suposto gempre nso nu-
lo, & também o plano tangente, dependem apenas de um paramstro; o & portan-

to, uma superficie desenvolvivel, (cilindros, cang; e desenvolviveis tangenci--

ais).

Resta provar que,inversamente, a curvatura gaussiana de uma super-

ficie desenvolvivel € nula.

(i) Os cilindros

. a”’ ;P /
cy
Y
7 AA
Q:
K
- ) _
£
fig. 14

0 lugar das retas paralelas a uma diregdo fixa e apoiadas sGbre u

ma curva C & um cilindro (fig, 14).

Seja C, o trago da superficie sdbre um plano perpendicular &s ge

ratrizes ¢ P um pontode = . A geratriz de P encontra C, em P, e pode

108 escrever.
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P = P(uv) = P (u) + vA , (16 )
onde A & um vector unitdrio paralelo s geratrizes. Segue da (16)
AP = Pguydu + dv.A e A (19

de onde
ds® = du® + dv2, 8

i.é., métrica euclidiana e curvatura gaussiana nula.

l—q—d—-—a—l
fig. 15

As equagdes da representagao plana seriam : (fig. 15).

(19)

X = u , Y = v

¢ o - :
(112 Os cones
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Um cone = € gerado por uma reta variédvel que passa por um ponto

fixo 0 e que desliza ao longo de uma curva C.

E* comodo tomar pars curva C a intersecgdo do cone e de uma esfe

Ta de raio unitério e centro 0. Terems

P = P (u, v) - u A (v), (20)
de onde

@P= udva* + Adu (21)

tomamos v ebeissa curvilinea do ponto A sCbre C , portanto A" e unitd

rio,
Segue da (21) que

ds® = du® + u° av° (22)

Comparando com a (2) segue da (12) que, para o cone K = O,

(4i4) A desenvolvivel tangencial

ﬁgo 17
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Consideremos uma superficie desenvolvivel tangencial 2Z que pode

ser definida por swa aresta de retrocesso C descrita pelo vector-radar B* =

P*(i_r) , v designando a abcissa curvilinea.

0 vector-radar de 2 se escreve

P=P(uyv) = P +(u-v)a (23)

Diferenciando e tendo em vista as (23, 30) e (23, 32) obtemos

# 3t
P =duh + k{u-v)dava, |, (24)
com og pfaffianos :
wl = du , w2 = k (u-v)dv (25)
Seguen :
1 2
dw = 0 , dw = k (du x dv) (26)
1 2
6= w x w = k(u-v)duxdv) (27)
1
L Bt0, g, mkw ze)
O
G = = de = = 0 (29)

Finalmente, X = O. A métrica segue de (24)
ds® = @ + 1 (u- v @ . (30)

Conclusao:

As fnicas superficies isométricas go plano sao as Buperficies desen

yolvive®s e, inversamente, toda superficie desenvolvivel & isométrica ao plae=

——

no.

Da primeira das (26, 15) com as notagoes das (35, 17) segue para o

K de revolugao

K =—2— £ 0 (31)
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Conclusdo:

A representacfio plana do elipséide internacionak (&, em gerel, de
qualquer variedade bidimensional Memarmisna, nao euclidiana), nfio & isométrica,

Ao invés da (1) teremos, em geral, a razao

- Aoy b1 (32)

que recebe o nome de médulo de deformagao linear.

0 elipséide de revolugao nao €, portanto, sucetfvel de desenvolvi-

mento sem rasgos nem dobras; sua representagac plana padece necessfriamente de
de formagao.

0 estudo da representagao isométrica sugere um outro critério de

classificagso dos sistemss de representacio, segundoq. esquema :

=¥z /15,18 (33)

onde :

Si = superflcie desenvolvivel intermedifria: cilindro, cone, plano, resul--
tando as representagoes ou projecoes cilfndricas 3 conicas e horizontéig.
§ 4. TEORIA DE DEFORMAGAO
E’ importante o teorema seguinte :

En toda representagio real (41, 1), nao conforme, existem duas re-

des ortogonais ¥nicas que se correspondem :
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(Tissot : Nouvelles Annales de Math., 17, 1 878, p. 151).

Consideremos, sobre S , os elementos de linha :

ar.

1-Pudu

+ PV dvl » sz = Pudu2 + Pvd'v . 3 (l)

1 2

A coandigao de ortogonalidade mo ponto P (u, v), com vistas & ta-
buada (28, °3) se escreve:

dP, . dP, = Edugdu, + Fdudv, + duydv)) + Gdvydv, =0 (2)
Fagamos
g: = m , ' (3)
A (2) se escreve
Enlm2+F(ml*m2)+ G = 0 . (4)
A mesma condigio no ponto imAgem P (u, v) se escreve
§n1m2 + f(mlfmz) +«§ = 0. | (5)

Para a existéncia de solugao nao trivial na incégnite M, sPe€Xe s

deve ser nulo o determinante do sistema de equagoes (4) e (5), i.é.

Em+ F Fm + G

-~ -~ ~

» = 0 (6)
En+ F Fn+ G

0 sub-fndice 1 foi suprimido devido & simetria e assim, tanto L

como m, devem satisfazer 3 mesma equagao quadribica (6).

(1) 4 (6) se anula identicamente, i.4 :

124

E F _
” . = A )

1

[op]
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Da condigao de igualdade dos dois angulos retos resultou que a ('6)
deve verificar-se para 1odas as direges (3) e da (7) resulta fécilmente a relg
gao

d8 = A(u,v), (8)
ds

i,4., o médulo de deformagao linear € independente da direcdo (3) e sé depende

de uev.

Reciprocamente, ao verificar-se a (8), entre angulos guaisquer @,

~ -~ ~

6 , formados pelos elementos correspondentes dp, , dP,, dPl, dP,, se verifi-
card a equagao

o e E du,du, + F(duldv2 + duzdv-l) + Gdv,dv,,

= cos € .(9)

ds, « ds

1 2

Fica demonstrado o teorema :

A condigo caracterfstica para gue uma representacao seja conforme

& que exista proporcionalidade entre os elementos de arco s, ds, correspon

dentes a pontos homologos.

Podemos tanbém exprimir esta propriedade dizendo que :uma  figura

pequena (p.ex., um triangulo) em um ponto de uma das superffcies é aproximada-
mente semelhante & figura que lhe corresponde na representaqso e a semelhanga €

tanto mais aproximada quanto menor seja o tamanho das figuras.

Uma condicao caracteristica para gue uma representacdo seja confor
me é que exiska = pemslhanca "no miito pequeno!.

Uma representagio plana conforme de uma pequena regido de um pafs,
préxima a um ponto §, portamto, fiél no que se refere a angulos e aproximada em

relagac 3s distancias. A representagdo pode oferecer uma imfgem muito altera-

da da reglao em grande.

No caso de exiskir a (8), para cada réde ortogonal sobre = correg
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~

ponder4 uma rede, também ortogonal, sobre S .

ds ¢ _A(u, v). ds . (10)
A (6) se escreve
(E%‘-EF).mz-r(E:.;-'ﬁG)m-f(Fé-fG)-0, (11)
0 discriminante desta equagao, a saber
(85 - &)° - 4 F - BF) (R - K) ,
com as redes ortogonais, (2) e sua analoga com til, se reduz a
(& -%,)° > 0. (12)
Logo, as.raiz;s de (11) s&o reais.
Chamaremos _r_a_d_c_a_g_ ortogonais principais as duas redes que se corres

pondem na representagac e a elas faremos corresponder as linhas principais

u (v = const.), v (u = const.). Entao, da (28, 21)

| | F=F =o0, (13)
e o5 ds° da S (objetiva) e da S (imagem) serao respectivamente :

d° = Edi + Gadv® , d5° = Baud + G avd, (1)
com os pfaffianos :
1 2
w = \VE du R w = VG dv (15)
W =VEaw , ¥ - VEavr . (16)
0 modulo de deformacio linear se escreve entao
A= S8 = W s (17)

ds w
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e, em geral

A=Ay, v, 4L). (18)

Se elevarmos ao quadrado a (17) e introduzirmos o azimute & do
elemento linear ds emitido do ponto P (u, v), segue das (22, 23).

2 2
2 ~1 ~2 2
A= X 5 cosze +-j—f— sin 6 . (29)
. 2
Fagamos
~1 - ~2
A - X Y A » =t o .__g__.__ s (20)
2 2 2
1 A E W G

que sao os modulos principais de deformagac linear.

_/\_l : na diregao da linha u (v = const.), rcorresponde ao azimute 6 =0;
Ayt na diregao da linha v (u = const.), corresponde ao azimte &= 902,

A (19) tama a forma normal

2 2 2
N = _Ai 00329 + J\_zsinze 5 (21)

E’ uma lei simples que mostra a variagao do modulo de deformagao

linear ao variar o azimute.

Para as diregoes principais temos ainda :

;l-_/\.lwcoss, A NA,wsiné . (22)
Segue
2 2
~l ~2
A A
1l 2

e obtemos a conclusao :
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._W__ = X ’ —-—w——- - ¥V (24)
W w

2 ’ 2
12 oS _..12_.__. 1 (25)
_/\_1 ' -_/\_2

Esta conica, que representa uma imagem ampliada da ellpse infini--
tésimal chama-se jindicatriz de Tissot. Seu eixo maior 2.A cofncide com
primeira diregao principal de deformagao e seu eixo menor 2_/'\_2 com a segune

da diregao principal de deformagao,

As linhas principais sdao, portanto, linhas de deformagao extremas.

(fig. 18)

u
174
|
Q
s 5 i
e Wl
) w2 -V fﬁ’ w2

ﬁg. 18
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As relagoes :

wl-wcose q wz-wsine
(26)
W =wecos 8 5 # =%sind ,
combinadas com as (20) dao fécilmente 3
~tan O - i&L. (27
tan & ‘A'z
sin (6 + 8 ) - 'A'; + AZ . (28)
A deformagao angular & dada pelo angulo
W= O - & . (29

Quardo &€ cresce de O a 902, «f cresce de O aum maximm,
em seguida decresce e retoma o valor zero. A (28) mostra que o maximm de

«f se realiza quando

6, + 6, = 908 (30)

Os angulos 6, e &, sio pois complementares, logo, segundo a

(27)
A A
tana,l\ L tm g - 25 - (31)
~* 4

férmulas que dao os &ngulos sdbre a superficie objetiva e sobre a superficie i-

mégem correspondentes & méxima deformagao angular.

De (28) segue

sin o = —— (32)
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A A
le "2
banw, = e : (33)

2V Ay

Com (32) ou (33) ol ciimmosy s deformagao angular méxima em uma re-

presentagdo qualquers

Para o médulo de deformacfio superffcial teremos

- ~l 2 'V :
£ = z: - W X w - EG (%)

wlxwz VEG

i. éo,

. (35)

A deformagao linear elementer tem por valor
Wew = (A-1) w= (A-1)ds. (36)

Deixemos, por um instante, o caso das representagoes gerais para
estudar mais a fundo aquéle que § de maior interesse para a Geodésia,o caso das
represéntagoes conformes, O problems & o seguinte : Como se realiza da ma-

neira mais geral a representagao conforre X/ X ?

Para resolve-lo partamos da observagao de que as equagoes (34, 18)

que ligam duas solugoes conjugadas do beltramiano (34, 12)

A(u) = 0 (37)

~

para a superffcie 2 permanecem inalteradas quando passamos para a S numa re-

presentagao conforme.

De fato, basta introduzir a propprcionalidade (7), :caracterfstica
para as representagdes conformes, nas citadas equagoes (34, 18) para concluirmos

'(
de sua invariaaga.

Entao, todo par de solugdes conjugadas da (37) para2muda, pelsa
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~

representagao conforme <& em um par snalogo. Com a nogao de varifvel complexa

introduzida no $§ 34, podemos ainda dizer :
Se as duas superffcies = , S estao em representagao conforme,
t0da varifvel complexa de uma é uma varifvel complexa para a outra.

Isto posto, suponhamos que sobre & conhecemos um duplo sistema i-

sotermo (4, 1 ), onde £ ¢ A tém, aqui, significagao genérica, com

d52 = —'l?' (d/;z + dﬂaz) ’ (38)

e da mesma forma sobre & um sistema anslogo com
Qs -—-}2— (ax® + ) . (39)
q .

o~

continuando a supor, apesar da notagao, & qualquer.

A A+ 1A & uma varifvel complexa stbre = e a X+ 1Y §

uma variével complexa sobre <= ,
« Se tivermos, entao uma representagio conforme <& / b , deverao ser X,Y
fungoes tais de 4, 1 que X+ i Y seja ainda vari4vel complexa sobre S .

Segundo o resultado expresso pela (34, 19), devemos ter portanto
X+iY=2(f+11) ou X+iY = £(4-41) (40)

onde f € o simbolo de uma funcao (arbitriria) de vari4vel couiplexa, i.é, X,Y

deverdo satisfazer, como vimos no § 34, 3s equagSes de Cauchy-Reimann.

2X i} M 2 X A
4 ' 24
[ (41)
2X . * 2Y
2L & o4 J

Mas vice-versa, se estas relagdes tem lugar, o ds° caleulado em co
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ordenadas 4 , 4 se torna

2 2
2 A(@L” + dL7)
2 1 axX ar
e resultando proporcional ao d32
P o 2 2
ds 2X Y+ (2Y
PR [(55)" (5%) 1 (43)

a representagao & de fato conforme.

Concluimos portanto : Para construir todas as represemtacoes con--—

. FY
formes de uma superficie X gobre uma outra 2 procura-se uma varifvel gom-

plexa £ + (A da priweira, ¢ uma varifvel complexa X + i Y da segunda e faz-

Se .

£+1iY = t(£21id ), (L4)

onde £ & o slmbolo de uma fungao arbitréria,

———

Vemos, portanto, que a solugao do problema proposto requer o conheci

a *
merto das redes isotermas sObre uma e sobre outra superficie.

Assim, se de 2 conhecemos um e portanto, todos os sistemas isoter

mos, saberemos represent4-la, na forma mais geral, conformemente sobre um plance

Quanto a§ duplo sinal da (44) a significagao & a seguinte : orienta
das as duas pfginas de cada superficie, um déles dar4 uma representagao conforme
isogonal, i.é., os angulos sao conservados em grandeza e em sentido, e o outro
corresponderd ¥ representagdo conforme com camservagao dos angulos em  grandeza

mas em sentido invertido.



945 =115
§ 45, REPRESENTACXO GERAL DE REVOLUGAO
No § 44 as superffcies foram referidas &s redes ortogonais princi

pais e os raciocinios apoiados no conceito, generalizado &s superficies por Bel

'trami, de varifwvel complexa gobre a superficie,

Na pr&tica, & € um fuso de 6° de amplitude tomado sobre o elip

séide de referencia, portanto peguenc em relagao ao elipséide, em seu conjunto,

e & umpleno,

Isto posto, vamos construir a representagao plana geral das super-
ficies de revolucao, em particular, do elipséide de referéncia, de maneire in-

dependernte e apoiados nas hipbteses seguintes :

& : seré assimilado a um plano complexo de Gauss, tangerte ao elipséide no

centro de representagao, porém, dotado de métrica, de revolugdo ;
2 : serf considerado um plano euclidiano ;
- os infinitésimos serao assimilados a "muito pequenos".

Com isto, teremos dois planos complexos, com os respectivos diagra

mas de Argand, J.R. (1 768 - 1 82) e sentimos, a priori, que o tratamento g

nalitico baseado nos yectores complexos ou vectores girantes deverd ser simples

e eficaz,

Consideremos, no ponto P (¥, 1), do elipséide, o vector complexo

dz = w + iw |, (1)
camo ilustra o diagrama (fig. 19).
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m
/—
w? dz
'
“l e 7
=
Plp.4) }
fig. 19
Teremos
W = wocos & ; W= w sin® (2)
dz = w (cose+isin9)-wéie 5 (3)
que € a forma polar de dz, na qual seu modulo &
w=ds = Wt (4)
&= tan e - (53
W

seu azimute (qualquer determinagdo © + 2 k7 também serve como argumento).

Com a variagao de & o vector girante

ie

9z . 2 (6)

ds

descreverd um cireulo unidade.
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Quando este vector (6) varrer um gector-circular de amplitude &
sobre 2 , o seu vector-girante homologo varreri sobre o plano & um wector de~

~

limitado por uma "certa-curva", com amplitude © , contada a partir da transwe

formada plana do meridiano (fig. 20).

X
A
c~P
L =3 42
oy W
w
é
0 > J
fig., 20
Aqui :
~1-§c035 » 1‘;‘2-;83115 (7)
Segue
af = & - & W 5
+i=—=c " (cos O+ 1 8ind ). (8)
ds w ‘ w w

Introduzindo o médulo de deformagao linear

ds W
= —— = ————
A= = = ’ (9)
resulta . i8
dz



-118- $ 45

Tomemos, agora, as @quagoes gerais da representagas :

x=x(y.,1) 5 y=y (g, 1) (1)

dz - dx‘i_gy__
ds ds ds

,2x d¢ , .2x dA .,y d¢  oydl
o9 ds 4 QA  ds i\atﬂ ds 27 ds

12)

Ora, com ds® de revolugio, como vimos nas (35, 25) e (35, 26),

temos

W edn = M a¢ 3 Verdis Neosydd  (13)

que, junto ¥s (2), se escrevem ;

- 1 AR N di_ _1 _ .ne . (W)
ds M ds N cos?

Fagamos para abreviar ;

X 1 - P 29X 1 - Q (15)
29 ¥ 24 Mcosd

2y 1 _a 2y _1_ . 5 l@s
2¢ M 91 Ncosq > h( )

Finalmente, o vector girante (10), que domina todo o estudo da

representagio, se escrever

_Aeie- Pcesé+ Qsino ¢+ i(Rcos©® + 8 sino) a7

Vamos agora transformé-lo na soma de dois vectores girantes,para
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isso suponhamos

6= wt 3 (18)

onde

w’ = velocidade angular constante do vector girante de revolugdo (6).

ot = parametro real tempo.

Se escrevermos a (17) sob a forma

~

18
Ae = (A+ iB)(coswt + isin wWt) + (C + iD)(coswt = sinwt),(19)

da identificagdo resultam :
2A=P+S, 2B=R-Q, 2C=P-3S, 2D=R+ Q, (20)
Fagamos

A+iB = pef®, C +iD=qef (1)

onde ¢
| R s (22)
¢
Q- t.an'l.._i_. ’ P'f, *"“-ll-%-'- (23)
Logo
./Leig- pollet 9t) | a(f- wt) (2)

Podendo t tomar todos o0s valores reais fixemos aquéle b, tal que

resulte ser

et wbt, = B - wt (25)

1.6.,
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t o - -L-f— (26)
2

Fagamos girar os eixos (x, y) do &ngulo

o+ P

2 * (27)

f-af wt =p-wt =

se 3% _ ¢ o novo afixo de

nos noves eixos (X, Y), sera

ds ds
dg _ _dE e 14 . (28)
ds ds

e com a equagdo (24)

i(6-1)  ila+ Wt 1) L(p-wt =7)
e = pe + qe (29)

ou, devido 3s (27)

i@-t i0(t - ¢ - -
e T hat I + qe teslioto) (30)

Introduzindo o novo parametro real

.3

e fazendo 3

i.e.

e tambem

t o= t-ty , (31)

H

6 =06-1 (32)

ot - 5. 228 (33)
2

o¥ = O+ x=- B (3‘&)
2

a (30) se escrevera

Al . pet? + qe € (35)
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Com a separa¢io do real e do imaginirio ' obtemos 3

I-Aws;*-(poq)me*

(36)
Y «Asin 6 = (p - q sin 6"
Fagamos
p *+ q =~ A » P=-qa = A, &)
: 1 2
entZo
X =Acos6® = A, cos6, T =Asin o* - A, sin e* (38)
de onde :
X eocos6® , I = sme" (39)
=51
Finalmente 3
2 2
i S . —r— 1 (140)
2 . 2

Esta 8, precisamente, a equagio de uma elipse de sonﬂ.-dxoe_/\_l o_/\_z,
referida aos seus eixos,

Cumprre notar que no caso particular
A, " A, A (W)

as (38) cofncidem com as equagles paramétricas de wm gircylo,

Se _/\_1 + _A_ » o parimetro " que aparece nas (38) pig & o©
2
dngulo que o vector A« O forma com 0 eixc X (como no caso do circulo)mss sim
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a anamalia excentrica indicada no desenho (fig. 21).
X
\\

) \ y
I‘I \
# \
’ \
]
: + Y
| I
o ,'

7
\ \\\ / ,l
\ N\ / J/
\ \\ S /
\ < A e /
\ ~o - 1 a - /
\ e ’
\\\ ’/,
~ =7
~ - - 4
fig. 21

A figura, além de ilustrar uma construgao simples da elipse,por pm

tos, ajuda a interpretar as equagoes eeduzidas para concluirmos :

12) A deformaciéo linear elementar (44, 36) tem por valor

( A = 1) as R (42)

e & portanto de primeira ordem, em geral ;

29) Como
= ANy, 2; ) , (43)

.ela é funcao da posigao do ponto P (¥, 4 ) e, em geral, do azimte & de ds ;
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32) A um circulo de raio muito-pequeno w = ds, de centro P, traga
do sObre o elipséide, corresponde na representacéo plana, uma elipse de raio vec
tor miito-pequeno W = ds ;
42) A um girculo de raio unidede, de centro P, tragado sobre o

elipséide, corresponde na representagao plana, uma elfpse de raio vector A,

imfgem ampliada da elfpse anterior.

Esta elipse é denominada elfpse indicatriz de Tissot,

58) O médulo de deformagdo -A-é maximum -A-, ou minimum A, para
dugs diregdes perpendiculares entrs si sobre o elifedide :

6, com e B = o s 62com*-§*-909.

A essas Quas diregdes correspondem, na representacac plana geral

(nao conforms}, um sistema f@nico de diregoes igualmente perpendiculares entre si:

51cqn§*-° ’52 comé*-909.

Temos aqul o teorema de Tissot (§ 44).

S8o as chamadas diregdes principais de deformagao e coincidem com
os eixos da elfpse das deformacoes

62)

= figo 22
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A equagdo (35) permite concluir que a elfpse das deformagoes pos

de ser gerada mediante dols vectores girantes emitidos de um ponto fixo O e que

giram em torno de O com yelocidades angulares constantes e opostas (fige 22).

78) Cam as (15), (16), (20), (22) e (37) obtemos os médulos princi

pais de deformagao linear, ou seja :

Al'%\/“”_ s)2+ (R - Q)21+ —%— \/ (P -s)2 + (R+ Q)2‘

_~f+s) +(R Q)ﬁ “-%- fP-S) *(R*Q)

Com as (15), (16),(20)e (23) obtemos :

o B=9Q .  BrQ
tan o e 3 tan B s

(43)

- (44)

82) Considerando, agora, as duas superffcies referidas is diregdes

principais (x = X) podemos nas (38) suprimir os asterisoos e obter

"

R

tan & - tan 6 ,

1

g

que §a 1’91395-0 (M; 27)0

(49

A deformacio angular & dada pela (44, 29) e a deformagdo angular

: méxima pela (M, 32) ou ph (M, 33)0

A (44, 32) com as f8mmlas deste paragrafo se escreve ainda 3

w.ﬁ_l.;-/\'&= JR-Q) +(R+jg)§
° Ay +A, (P+s) + (P-S)

(46)

A deformagdo guperficial (44335) pode ser definida pela seguinte

razao de 4reas

/ .
ol indicatriz de Tissot _ ’ZA%?A?_ - A. A

circulo unidade -1

2

(47)
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§ 46, ' EEPRESENTACKO CONFORME

Da teoria exposta no § 45, podemos obter todas as propriedades ca-
racteristicas da representagao conforme j& deduzidas no § Lk

De fato, a (lo5, 46), por exemplo, para deformag8o angular mula,nos
daré
./\.l - _/\.2 = A (1)

Assim, quando o vector girante (45, 6) descrever o gipculo unidads,
© seu vector girante correspoﬁdente (1;5, 35) nao mais descreverf uma ellpse spals

que da (45, 37) segue q = o e p =_A , mas sim um circulo de raio.A.
A correspondéncia entre ésses vectores poder{ ser escrita

ie 18
e [ Ne (2)

0 médulo de deformagao linear, e, portanto, as alteracdes de com-=
primentos sao os mesmos para qualquer diregao ( 6 = 6 ) e dependem apenas do

ponto .
Com as (45, 43) e as (1) obtemos :
P =38 5 Q = -R (3)

ou ainda, com as (45, 15) e (45, 16)

22X N cos d . 2Y 2X .i.Noosr[' 2Y (L)
29 M 2L 2L M 29
Finalmente, com a (36, 23)
A= i __ a9 (5)

N cos ¢
segue o sistema de Cauchy-Riemann (44, 41) com tddas as suas importantes conse--

quencias j& nossas conhecidas.
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A gonclusdo mais importente reside na possibilidade de definir &
funcio analftica £ de (4h, 44) por um desenvolvimento, geralments limitado,de
una série inteira imaginfrig.

Com as (3) nas (45, 15) e (Ls, 16), as (1) combinadas com as (45,
43) d3o para o médulo de deformagao linear, grandeza a mais importante da teoria

da representagao conforme,

2 2
Ae -\ (S G ®

ou ainda N - ) — 5
Ae A \[(2E) - (2 0

N cos¢
0 ndmero dos sistemas conformes é, em principio, infinito como vie
mos no § 44, "in fine%,

Pr&ticamente, o nfimero das solugoes simples 8, ao contrério, muito
limitados

A restrigao é obtida exigindo-se dos sistemas conformes duas careg
teristicas principais, a saber :

18) Nenor médulo de deformagao linear, levando-se em conta a forma
e a extensao do pafs a ser representado;

28) Maior raio de auvatura das transformadas das linhas geodégi--
cas do elipséide,

fsses elementos variam para um sistems determinado 3

a) com a posigao da regiso considerada em relagao aos elementos centrais do
sistema (ponto central ou eixo da proje¢ao) : um e outro crescem em ge-~

ral ripidamente quando se afasta désses elementos centrais ;

b) com o comprimento do lado finito considerado.
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A segunda caracteristica, pequena curvatura da transformada permi

te tomar a corda pelo arco, principalmente para os topografos, agrimensores e
artilheiros.

§ 47. BREPRESENTACAO EQUIVALENTE

A utilizagdo pritica de um mapa pode exigir duas caracterfsticas

principais, a saber :

(1) conservar as freas que se possam comparar em todo o mapa ;
(11) possuir pequeno erro de escala.

Num mapa do mundo, com essas caracterfsticas, u'a moeda colocada
sobre a América do Sul cobrird s mesma frea que a mesma moeda colocada sobre a

Groelardia s por exemplo.

Claro é que a conservagao das 4reas seria obtida a expensas de

nao conservar a exatidao da Mrma.

A representagac de igual-4rea & dtil, em particular, & Geografia
polftica e & Geografia economica : mapa destinado a representar tal ou qual rg

a humana, tal ou qual religigo, tal ou qual cultura sobre a superffcie do glo

bo, ou, pelo menos, de um continente,

A representagac conhecida com o name de SANSON - FLAMSTEED , ou
de igual-frea sinusoidal, tem sido preferida para os mepas da América do Sul e

da Africa, por se adaptar bem } forma désses continentes.

Cumpre notar, todavia, que sﬁrgem diferengas sensiveis de concep
¢ao de um geégrafo para outro quanto & representagao, em escala bastante redu-

zida de tal ou qual parte da terra.

Vamos focalizar, aqul, apenas a propriedade caracteristica da re
presentagao de igual-ﬁréa, ponto de partida para o seu estudo completos

Se na (45, 47) tivermos
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A A, 1, . (1)
haverd, ent@o, conservagao das 4reas, (sem conservagéo das formas), de duas fi-
guras homélogas e a representagao se diz equivalente ou de igual-frea.

Com as (45, 43) a (1) se escreve

P Q } _
=], (2)
R S

Com as (45, 15) e as (45, 16) a (2) serd :

2
o, N, MN cos § = A 1'2 )
2(4, 1) (1 - sing)

onde, para abreviar, empregamos a notagao usual de deberminante funcional ou ja
cobiano,

Finalmente

_9_(1_(_,}_}__ - 32 s (h)
2 (uo) ;

onde

5. SISTIEMA U TN

§ 51. GENERALIDADES

Dentre os sistemas de representagao conforme, um dos mais utiliza-

dos & o sistema de representag@o por fusos, dito : sistema de Gauss,

E’ conhecido frequentemente com o nome de sistema de Gauss-@@;
devido &s férmulas de transformagao logarftmicas de Krfiger. Os pafses anglo

saxdes empregam de preferéncia a denominagao de Mercator - Transverse.
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O Sistema U T M (Universal Transverse Mercator) € um sistema geral

de representagdo por fusos de 6°, recomendado pela Uniao Geodésica e Geoflsica
Internacional,

A partir de 1 932 o Servigo Geogr&fico do Exército (hoje, Direto—
ria do Ser¥igo Geogréfico) adotou o sistema Mergator-Transverse » segundo fusos
de 3° de amplitude, i.6: 1 1/2 gréus para cada banda do meridiano central,

Bsses fusos, em nfémero de 16, tinham para eixos de referéncia o o=
quador, comum a todos, e os meridianos de longitude W. Gr. 28° 30!, 31° 30!
34° 30', etce procedendo daf por diante de 3 em 3 gréus. Nao era usado coefi--
cierte de redugao de escala, bem como nfo eram acrescidas constantes aos valores

calculados das coordenadas dos pontos.

Dois nomes ilustres da Cartografia Nacional, o gen. Polli Coelho ,
da D.S.G., do Exército e o prof. Hugueney de Mattos da E.N.E.U,B. e do C.N.G. sde
ferderam a adogao de sistemas parciais (fusos) de 6° de amplitude, para substi--

tuir os de 3° e foi assim que, a partir de 1 943, a D.S.G. passou, a adotar fue
sos tendo como meridianos centrals os meridianos de longitude W. Gr, multiplos

de 6° a saber : 36°, 42°, 48°, etc.. Para coeficiente de redugio de  escala
foi tomado o némero.

1
Ko = 1 =—=—— = 0,9993333 ...
1 500
A questao da amplitude conveniente: aos fusos deu margem a discus-

sGes, razao porque vamos emitir nosso parecer a respeito.

Tomemos em /7/ a férmla usada pelo "Instituto Geogréfico Militare
Italiano! "

1
log(x-6) =21cg A + T°+T2+Tb+'..'.

) T*... L
+.‘1‘ + 5

"
log y = log L + T 3

1l

Considerando valores de 7 inferiores a 2° os dltimos termos das
duas séries, i.é., os termos TL e T5, sao despreziveis e com isto, conside-

rando uma zona de superficie que se extende de 1° 30! para W. e 1° 30! para
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E. do meridiano central, resultam formulas trindmias muito cdmodas para o calcu-
lo.
Cabia, portanto, razfio & D.S.G.,ne idos de 1 932, ao adotar fusos de

3° de amplitude, pois economizava-se tempo sem preju:f.zo da precisdo e atendia-

-8 ao pri.ncipio de que a precisao suficiente é a exatidio da pritica.

Mais tarde, o aperfeigoamento das miquinas de calcular, com a CONS@==-
qliente facilidade e rapidez na construgao de tabelas nunéricas s relegando até a
segundo plano o calculo logar{tmico, impos a adégio de fusos com maior amplitude.
A rapidez do calculo nada sofre e a redugao do nimero de sistemas que o Brasil

abrange faz sentir a grande vantagenm.

Confirmando a decis3ao de 1 943, a D.S.G. deu mais um exemplo de disci
plina, agora cient:f.fica., acolhendo, em secg@o de 6 de setembro de 1 955, com sim
patia e inter@sse , o sistema internacional de representagdo recomendado pela U-

nifo Geodesica e Geof{sica Internacionsl- o gistema U T M.

A Cartografia, no Brasil, & assunto palpitante néste momento., BEm outu

bro de 1 958 foi realizada a Primeira Reunifo Brasileira de Consulta sdbre Carto

grafia, em S3o Paulo, e em agdsto proximo, déste ano de 1 959, sera realizada
em Curitiba a Segunda ReuniZo Brasileira de Consulta sdbre Cartografia, O nosso

pals necessita com urgéncia de uma réde de triangulag@io completa e de sua carta
elaborada no sistema U T M,

0 seguinte extrato é da citada Primeira ReuniSo:

Considerando a conveniSncia de padronizagio das cartas terrestres, ja

obtidas nas cartas nauticas e aeroniuticas;

Considerando as recomendagdes da Unifio Geodésica e Geofisica Interna--
cional e do Instituto Pan-Americano de Geografia e Historia, ja adotadas por di-

versos paises, inclusive o Brasil, por iniciativas da Diretoria do Servigo Geo-

grafico do Bxército,do Conselho Nacional de Geografia e do Instituto Geogrfafico
e Geoldgico do Estado de S5 Paulo,

Considerando a inconveniéncia de ser uma planta regional localisada em
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dois fusos do sistema U T M ou,mesmo, muito afastada do meridiano central do

fuso;

Considerando a possibilidade de aflaptagles conformes de uma proje=

¢80 sobre outra, com a precis3o que se desejar;
RECOMENDA :

Todas as organizagBes que realizam trabalhos sistematicos de mapea-
mento, em escala, de 1: 250 000 ou maiores, adotem o sistema U T M de proje-
¢3o e quadriculagem, recomendado pela Unifio Geodésica Internacionsl e pelo:Inse
tituto Pan Americano de Geografia e Histéria, embora, na elaboragéio de uma plan

ta regional possa ser adotado um sistema de representagdo conforme que melhor
se adapte a regifio. As coordenadas dos vertices de triangulagoes de 13, e 2%,

ordens que servirem de base a tals plantas sejam publicadas no sistema escolhi

doeno UTM,

§ 52, ESPECIFICAGBES DO SISTRMA UTM

S3o as segﬁintes as especificagdes do sistema Universal Transverse
Mercator :

a) representagdo conforme de Gauss ;

b) decomposigZo em sistemas parciais, correspondentes aos fusos ou
zonas de 6° de amplitude, limitados pelos meridianos miltiplos désse valér.

Os fusos coincidem em principio com aquéles da Carta Internacional

»
ao Milionesimo ;

c) limitagio dos sistemas até as latitudes de 80° ; para as calotas

polares recomenda-se a representagio estereogréfica R

d) adogio do elipsoide internacional para a América do Sul, a Euro-
pa, a China e a Australia;
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e) coeficiente de redugdo de escala

K. = 0,999 . (1)

£) origem das coordenadas, em cada sistema, no cruzamento do equa-
dor com o meridiano central, acrescidas as constantes 10 milhdes de metros (s6
para o hemisfeério sul) e 500 000 metros. N&o s@o usadas as letras X ou Y pa-
ra indicagdo das coordenadas; acrescenta-se a letra N ou a letra E ao valor

o, . . s o
numerico, sem sinal, da coordenada, significando para norte ou para este.

g) numeracao dos fusos (ou zonas) segundo O criterio adotado para
a Carta Internacional ao Milionésimo, isto &, de 1 a 60, a contar do antimeridia
no de Greenwich, para este. A figura 23, extraida de /33/, que, por sua vez

72°WGr  66° 60° 54° 48° s2° 36°

+87 +8°

BN 19N 20N 2/N 22N 23N 24N

25N

-8°

-/6°

~-24°

-32°
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a reproduz do artigo "O sistema U T M e a quadricula universal das cartas milita
res", do ten, cel, Luiz Abreu, Anuirio 1 951 - 1 952da D S G, mostra a numera--

¢do dos fusos, ou zonas, que abrangem territdrio brasileiro, isto 8, do 18 a0
254

§ 53 BQUACDES DA CARTA

Apoiados na conclusdo do § 44 partimos da fungfo analftica (L4,
L) 3

X +1Y - t(A4+ 1A) . | (L

Ora, as fungSes analfticas gozam da propriedade caracter{stica se-
guinte :  Se f (2) e uma fungfo analftica em um certo domfnio D, ent3o existe

sempre uma, e somernte uma, serie de poténcias.
d AR a

i —l._ r(r)(zo)(z ._zo)r . (2)

=0 r!

que @ convergente em uma perta vizinhanga de z, e nela representa a fungdo £(z);

o circulo de convergéncia sendo o maior dos circulos de centro Z, em ‘cujos pon-

tos, sem excegdo, £(z) & continua e diferenciivel. (Desenvolvimento de Taylor),
Este teorema, aplicado & fungSo (1), em uma vizinhanga do ponto

(4,1) = (4, 0), apds separagiio do real do imaginArio, da :

= e 2 . 6 b
L= £ (4’)--‘2'—- £@)( 2 »,-._Lz.:_:“*)(z ) --71“25— sy ...

L

(3)

5 (5 7
YareMe ey o A2 1(325» —Lf( 2,4) - rm(.&) +es
6 120 5 040 y
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fig. 2l

As equagdes (3) se prestam bem & representagiio do fuso de 68, 32

pera E. e 3¢ para W. do meridiano central. De fato, para A=1 / 20 rd

% 10 000" , o térmo de segunda ordem valera 1/ 400 rd % 500% ; o térmo de sex-
ta ordem 1 / 6k 000 000 rd ¥ 0,003" e aqusle de setima ordem 1/ 1280000000 =
 0,00015", '

A partir do principio : representar os comprimentos sem defarmacio 5

bre o meridiano central do fuso, considerado como meridiano origem, teremos s0--

bre eésse meridiano: (fig. 24).

X=2(4) = B[9(£)] = /dmx -,/Mdgﬂ; I = 0. (&)
Para as derivadas sucessivas teremos
r r-l
f(r)U:) =5_€_ _ 4 (_d:B > dd (5)
dL d g dﬁhl d 4

(r= 1,2, ¢o0 )



§ 53 «135=
As (46, 5) e () com as (36, 19) ddo 3

2 . ‘
dL‘P 'VOOS(P 4 _d.‘—g—._C_..coslf (6)
d 4 d 4 v
Fagamos
t = tang n -"-é’coscf’ o ) (7)
de onde :
it-"---li»‘l:.z 5 d nr --rnrt (8)
dg a9
2 2
d ¢ = - @t -4 1 _ng )
’
a9 v d{ v v3
Com estas relagdes obtemos facilmente as derivadas sucessivas (5),a
saber
(1)

" = Necosy
f(z) = - N cosfsiny
£®) o _ ¥ cos?p (142 + ?)

£ . N cos39ain 9 (5 - t% + 9 0% + 4 n*)

f(5) = N cos550 (5 -181;2 +t"+ 11..n2 - 58.n2 t2 4 eee)
f(6) - -H‘OOBSLP ﬁn [P (61- 58 t2 "th‘f XX )

As equacgles da carta (3) tomarBio a forma @

X = (D)« (IDp° + (TIDPY + A

(10)
o= (Wp+ (M +B, '
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onde :

p = 1074 (11)

Com
- 15
arec 1" = 10,4848136811 ; log arc 1Y% = B,68557,8668

1
P=p = 20626M8062471 ; log P =  5,3Lu251332,

e a introdugdio do coeficiente de redugo de escala (52, 1) : Ko = 0,9996, tere—

moes

(1) = KB -
(Im) = k208 —2=, cos ¢ sin g

2P
(I11) = KO..'LOJ'6 N 5 cos3q) sin ¢ [5-t2+9n2+z,n1"]

() = K% Hcosg

vy = Ko.lo:l'2 —-’-‘-—3— . cosBLf [1 - t? + n?]

6P '

12295 cos39 [5-18t2 + th + Ux? - sen%t + 1 ]p’

20

Bs - .Koolo.

A = [.p0% XN 5 2 4 | 2 2 41,6

6 0105~ c0s® ¢ sin J[6L - 58t° + t* + 270 n° - 3300%° + LM]p
720 P . ' e

Para o cAlculo final a miquina as (10) devem ser escritas sob a

forma :

X = [EDp® « (] B+ (D + &

(12)

o= (W) p°+ (W]p +B, .
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Notas;:~-

a) Para o calculo logar{tmico recomendamos -0 excelente trabalho
/23/ do prof. Hugueney de Mattos;

b) Os termos (1) e (1!) em B, o A, sdo 3

(1) = 13 nb - 64 nb 2+ Lob - 2,00t

(') =5 ol - 680 o t2 + 326 n® - 600 n 2 + 88 n® - 192 n® t% ,

¢) Para o calculo direto do arco de meridiano B, a partir do e-
quador, pode ser utilizada a expressao seguinte, preparada para o elipséide ine

ternacional

o

?
16107,03‘&68 e 8in 2 q}

w
]

111136, 5366554

+ 16,97621 . sin 4

0,02227 . sin 64

+ 0,00003 » 8in 89

d) Para facilitar a pesquisa mais aturada e precisa dos valores

des_pfezados podemos escrever :

+* 5 * :
By = B + (?) s A= A + (z7) , (13)
onde :
(?) = | K°.1028. N 5 cos750 (61 - u79 t2 + 179 tl’ . t6 N
5 040p”

2 2

+ 331 n® - 3298 n%° + 1771 n%t® + 715 n* - 8655 n*t2 +

+ 6080 n"tl‘ + 769 n6 - 10964 né’o2 + 9480 nétl’ +
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"+sen1°

+z.12n8-6760nt » 6912 mt - 1632 n1%*
+ 1920 n t.l']p +

140.10.3’6 . cos” 9 [ 1385 -~ 19028:° + 18270 t* -
322880 f

-1636t + t + temos ggg] p9.

(7 = k0% —E o cos” g sin ¢ [1385 - 3111 7 + 53 g
t° + termos em n] 7
- lermos em n | p

Vamos estudar, agora, a inversao das equagoes da carta : dada as
coordenadas X, Y de um popto do plano determinar as coordenadas ¢, A4 do pon-
to elipséidico correspondente.

Partimos da fungao analftica inversa da (1)
£+il - g (X+1iY), (1)
contfme e diferenciével na vizinhanga do ponto X, Y =0 .

Designemos por LP' a latitude correspondente a um arco de meridia

no contado a partir do equador e que seria igual a X. f£ste valor & obtido por
interpolagao inversa na tébua dos elementos do elipgéide, que d4 dirétamente os
arcos B em fungao de ¢ . ‘

0 desenvolvimento (3) ser4 aqui :

2 (2) (4) 6 (6
"?'8(1)-—%“8()* :: ?)-—é—o'g((%)*...
> 15)
-(3) ¥ (5 (
;L -Ig(x)'—g'g(x)* g(x)" soe

e sobre o meridiano ‘considerado teremds k:

A= g = A [ 9@ ] =4 [9B)] ;4= 0 (16)
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As derivadas sucessivas serao

-1
Iy - AL | 4 (dj 4 ) 42 an

d BF a9 \ ap™* d B

Com a inversao das (6) procedemos como anteriormente para o cll-

culo das derivadas sucessivas e obtemos : (subtendendo-se as plicas).

ey

N cos §
g(-’2) . —1

N2 cos(P

IR N

NBcoslP’

2+n2)

(4)

g - t(5+6t2+n2-hnh)

1
NAcos({?
2
g(5) . TL_._(g-rzet +24th+6n2+8n2t2+.')

N cosq)' . :

g o —L i (ae10tRe10thatl)
6coa¥f |

onde os termos desprezados sao

N

(!) = Anht2-3nh+ suw

(11 = 48 nt% + 56 no+ ...

As equacoes inversas da carta tomarao a forma ;

£-4 = (ITY) & - (vIr¥) o Dy
| (18)

A=) q - (X))@ + 5
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q= 10-6 If - 10-6 Y Ko (19)
12
(VII*) = F.lo tl
2 e
2 KN cos 4
2 -
(VIII*) = ;‘:P-:LOI+ ' Lt (5"61'-'2*11"-[;11‘“')
24 K{: Moos g R :
(Ix) - Pom6
K N' cos ¢f
18 -
(x) - 3&% (L +2 £ +n'?)
' 6K°N cos CP ’
30 5
2 L 2 2 2
Es « L0 .8 o Lae e et e 6n ven ¢ )
120 &2 ' cos ¢ |
w =P 1036 q6 12 th
Ds e g1 (61+180t +120¢ ),

]
720 K N" cos LP

Devemos considerar agora dois - ..casos' segundo dispomos ou nao dispo

mos de tfbua de latitudes isométricas.

18) Caso

'
1 1
(1) Pbtido ¢ , com X como argumento, a tébua nos darf A

(11) Com as (18) calcularemos 4 e 4 ;

(111) Com 4 obtemos ¢ mediante wma interpolago inversa nas tfbuas ,
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22) Caso
Tomemos o desenvolvimento em série fazendo intervir o argumento mé

. h
dio (x°+ > )

1 3 L]
2x, +B) - fx)) = AF = b (xy + B )0 22 £ (2, + Bpd20)

que, para a latitude ¢, limitado ao primeiro termo, e tendo em vista & primeira

das (6), se escreve

'
A?=A4<—§—Z’i—> - AR TP ooscy]—(z-%—q)— (21)
9+ 9"
2
lembrando que

A= 9. =9 - (@

1
9 sendo a latitude procurada e ‘P, a latitude conhecida correspandente a um

arco de meridiano de comprimento X contado a partir do equador,

Somos forgados a calcular o fator corretivo mediante dnas aprox:h;rg
¢oes sucessivas, a primeira efetuada a partir do dnico valor conhecido que € !}7 3

1] '2 !
Ao arcl = [(VII) - (VIIT) q* + Dy ] V' cos 4., (23)

visto ser

Aé = 4 - ﬁ P (21})

dado pela primeira das (25).

Conhecidz " Azpl = ¢ - ¢, podemos introduzir o argumento mé-
M = ¢'- ._("l + Podemos escrever agora
2 2

dio

v cos
A9 =gy [V ocos 9] =Ag. > Y n (25)
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Ora

A : 2
cos § = cos ‘})"" ;?1 sin ¢ ; vi - (1 +e cos? cP ( "231"2?)
e assim

It
A9 = A9 [ -—;Pl-m@'] [ 1+

2 sin2g] , (26)

que se transforma, finalmente,em

4
A9 arc1l' V' tan g

A = A9 [ = ] . (27)

Substituindo At?l pela sua expressao (23), efetuando os produtos
e ordenando-os segundo as poteéncias crescentes de q encontraremos a expres-

sao final da forma

g= ¢ - (II) ¢ + (vIID) ¢* + D, (28)
onde :
{ 2
(iz) = —La20T (L+a )
21(2N’2 )
21 2 2 2 L 2 2
(VIII)= P.ma £ (5+3t +6n t -3n -9n sing )
; R B
2zxf)*u_
6 6 2 L 2 2 2
1)6 ’]6-036 ,(6l+90t +a5t' +107n" -162n' t', -
720K°N'. : :

12 !1"
-4n t ).
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Sejam: (fige 25)

comprimento de um arco de geodééica, que se confunde com um

segmento de secgao normal, sobre o elipséide ;
comprimento da transformada plana do arco de geodésica ;
comprimento da corda da transformada plana ;

azimute porte do arco de geodésica ;

azimute plano da corda (francés : "gisementl ; - _i‘nglgs 3
bearing <. ; italiano : angolo di direzione ... ; es-

parhol : situacién ).

Nao deve ser confundido com o "azimute geodésico projetado",

que abolimos para sempre e nem denominado "orientagao', em
virtude da significagao matemitica mais geral deste termo. SIL
azimite plano nio convier, sugerimos uma qualquer das denomi-
nagoes: "Manomalia , "gituacdo! ou “angulo - polar "

convergencia plana no ponto, i.4., angulo que a paralela 8o
meridiano central faz com a tangente aé meridiano que passa

pelo ponto.

A figura mostra a relagao

g* + & = 6 + f , 1)

dewendo a convergéncia plana f tomar o sina + quando o semi-eixo norte do

reticulado jazer a W. do meridiano elipséidico projetado e - no caso

contrfrio. Para o caso da figura 25, portanto, ¥ 1 © ‘fz devem entrar na

(1) precedidos do sinal menos.
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8 = reducao anguler , i.é., angulo formado pela tangente 3 transformada
plana com a corda. O seu sinal decorre da (1) e para evitar equivo-
cos podemos formilar a seguinte regra : se no sentido azimutal N.- E.
encontramos primeiro a corda (e depois a transformada) o S é positi

vo; se, ao. contririo, encontrarmos primeiro a transformada ‘(e depois

a corda) o & & regsativo.

I' = convergéncia dos meridianocs elipséidicos.

Da figura 25 concluimos

% 4+ = + %* SRS - 2
o_-*t 6* _1ap0 - 16 | =6+ ¢ (2)

O Bl %271 ¢ T i 21 21 2

A comergéncia dos meridianos elipséidicos que passam pelas ex-

tremidades da geodésica € dada pela diferenga

-6, - 6, , (3)

e, pelas (2)

F= (fp= 1) = (8l + 18,]) - 1608 (4)

Resultado da méxima importancia para a Geodésia.,

Tratemos, inicialmente, o problema geral, i.6., C é uma linha qual
quer sobre = e C a sua transformada conforme -sobre = . Nas expressoes
(24, 11) das curvaturas geoddsicas g e -g serd, entao, df=: 4@ , resul—

tando, com a introdugao do mSdulo de deformagdo linear A a relagao
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ég__}\-_—.g-:l;’-j— . (5)
' w

Escrevendo, agera, a (34, 40) para w, e ;'r3 e notando que por
ser |
N = 4 = L - s ’ (6)
p " w
seguem das (13, 4) e (13, 3)
-~ 1 -~ -~ »
(In§)e === (md) s (=20 7),, O
obtemos
W, - W 2 1

— w2 e (I A)Es (nA), —— ()
w w

Segundo o que vimos no § 33 o numerador da (8) § a  componente
do grad (In_A)) na diregaoc da normal & linha, BEntdo

ga —2 Otncli (9)
g= —— ge —==
A 7n

n significa aqui a direcao normal & linha G, obtida com um giro de 902 do vec-
tor tangente, -

Se C & uma geoddsica, entap g = 0 e a (9) d4 para a curva

tura geodésica ou curvatura ordin&ria de sua transformada plana conforme.

K m. _PlnA 1 2A

2n T A en (10)

Esta férmla, de extrema importancia na teoria da representagao

conforme, foi estabelecida pela primeira vez, por Scholsg em 1 886 (Annales de
A' Ecole Polytechnique de Delft),
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Introduzindo o azimute plano mediante as (22, 22) e tendo em vig
ta as (6) e as (34, 39), a (10), através (8) se escreve

#* 3 %
1 2N 2N .
A ( 2X ° 2% ds )

b) Calculo do comprimento da corda transformada plana.

Para uma linha plana (t = 0) a (25, 4) se escreve :

* 2 * 3 2 % L
P(s) mP +sA +=2—%ka +2—(~kA +ka ) +
1 1 2! 2 31 1 2
h ] 3% i 3 *
+ B [—Bk kAl+ (k "k)Az ] + eee (12)

Ll

Para o comprimento D da corda teremos

21

p=V[Pw-r©] (13)

com
2 3 L
P (L) = - -....].'. -i ' o s &
1) - P (0) (L Lo Lol . )Al'b'

+(_1..k 1%e 1 k'. S [k3 - k"]I.l%..}A*

2 -6 24 /2

(1)
Logo

D= L-—-——l k2L3- ——l—-kk' Lhi- 0B0 (15)

20, 20,

Podemos, nesta formula,substituir o valor l& pelo valor kl/ )
2
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—
da curvatura que corresponderia ao ponto situado no meio de T-"l 'f’z

k = k+.Ld KL+, (16)
(1/2) 2
A substituig3o da, apos o desaparecimento dos termos em LA
2 3
D = Lok [k ] L +termosen I @7
2,  (1/2)
c) Caloylo do Angulo 50 entre a tangente 2 transformada e a corda.
fle pode ser deduzido mediante o produto vectorial
*
sin §_ --1_| Al(O)x[P(L)-P(O)]| (18)
D

onde, da (15)

—]'—= -—]'-—(l+ l k2 L2# l kk' LB"'...) (19)
D L

. L L »
Com isto sera, apos os calculos efetuados

' |
sinS--—1—kL+—Lk'L2+—L(k'-Lk3)1?+... (20)
S 5 6 24 2 -

lembrando sempre que todos os coeficientes das poteéncias de L devem ser

tomados no ponto P,
- 1

Ora

) -si;lsin(S = sind *_l-sinsg +-£6-sin55+...
o o ° ¢ o ) > (21)
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com 0 que obtemos finalmente

8 .—LkL*-—l—-k'Lz"'.-Lk“LBI“‘ooo (22)
0" T2 6 - T |

Podemos, nesta formula, substituir o valor k pelo valor k(%)
; 1

da curvatura que corresponderia a um pgnto situado no primairo terco 3
do elemento Pl P2
k .k‘f_Lk'L"’ —Lk"Lz"‘oo' _ (23)
(1/3) 3 18 : .
A substituigdo da
Sy nedl'" el ()
° 2 (3 12 - :
Na grande maioria dos problemas & suficiente tomar
5 = é = —"l_—' k L .
o 2 (1/3) (25)

Uma vez que a grandeza conhecida diretamente nfio ¢ L ,mas sim
1l ou D, devemos exprimir L por meio de _}1 ou D.

Mediante o metodo dos coeficientes indeterminados segue da (15)

= L
L D"zh kZDB * s (26)

Quanto a L em fungdo de 1, se ds & o elemento linear do
elipsdide ¢ d3 = dS o elemento linear do plano, teremos :
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Daqui resulta:

! 2 .7 -,2
L = _ A1+ ;' _/\_/\_12+—2-'-<_/\__/\_+_/\__/\_)13+... (28)

4

2 1 AN -

1
6 NS

2

.. 29

2l

1
l =—L_
A

As férmulas enteriores exigem o calculo das grandegas

1 " ! 2
Ky Ky Ko eee © A, N, N,
onde as plicas indicam derivagio em relagio ao comprimento S do arco da trang
formada plana de nossa linha geodésica.

Ora, se f e um campo escalar qualquer com significagdo ao lon-

go de S, entio

af -fwl-o-fwz,- f dScos 6+ £ dSsin © » (30)
.1 2 1 2

ou em notagdo classica

~af_ ing .
as 2% T oy (31)
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Para as derivadas sucessivas devemos conhscer tambem S22 »

cujo valor temos em (11), i. .

3t * #*
48 :-.-k--_lb/\_—(a'/\'sine" a‘A‘cose>. (32)

Teremos:

2N\ ot 2 /A

N = cog 6 + =—=—— ginb
X 2
& 2 2 3* 3#* 2 &%
N = 2N cose + 2 9N sin B cos € + Msmze
31;2 XY 2
* #* g 3
-- A KQ'A')Si ofa 2-3-& oA sin & cos 6 M)cosz 6:|
ANIAY.) ¢ 29X QX 2Y

(33)
A conclusao importante & que todas as propriedades podem ser
expressas em termos do modulo de deformagdo linear e de suas derivadas.

§ 55 CONVERGENCIA  PLANA.

X

fige 26
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Para A = const. as equagbes gerais da representagdo nos dao
as equagdes parametricas do meridiano:

X =x(¢9) , Y=1Y(4). (1)

Analogamente, para @) = const. teremos as trajetorias ortogo --

v s > . » -~ » .
nais dos meridianos, i. e., as equagOes parametricas dos parelelos :

X = X(4) , Y =Y (A) . (2)

0] ”
A convergéncia plana, em un certo ponto, e o angulo entre a

transformada plana do meridigno e a linha norte do reticulado que por ela pas-

sa. Teremos (fige. 26) :

o 9
tan = 4X . 4t _ _49 (3)
4 at af

[«F
P

a9

Com a derivagdo das equagOes da carta obtemos :

2 2 |
& o 4 confsing [1+ (3) Asondd + (a) Aeos’d )
| 6 - 120 -

ai

day 2,2 2:,? khm th
2. Necosd [1+(5) Lewmd , (p) =BT 7] k {5)
ir ' 2 : 2L

onde (3), (2), (5), (b) sdo, respectivamente, os coeficientes em t e n que

figuram nas fungdes (III), LY ), Bg o

Segue, agora, da (3) e das (4) e (5) que
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2 2
tan T = ﬂ,sinq){l+[('3)_3(5)]ll.&;_‘ﬂ_ +

LS.
+ [(a) =5 (p) =10 (3) (5) + 30 (5)2] M} e (6)
120

Efetuando as operagbes indicadas sdbre os citados coeficientes,

s >
com abandono dos termos em n no coeficiente de A7, encontramos

2 2 L 4
tanf= Asing [1 + ‘q“—-“;g-g-(l + t2+3 n2 +2nl') + Lcﬂ(z +ht2+ Zth) Je
) .15 .

N
Se fizermos | = tan™’ x no desenvolvimento
. 5
ta»n. lx = X = ——P— + x = ess » (8)
3 5

resulta

f = tan “‘ - "%"" t.an3‘!‘ + ;. tan5‘{ - see . (9)

Mas

: 2 2 2
"-;-taan- A sin ¢ [aM et = _ﬂ,_‘_*%.;.’*_? oSt (1+tﬁ10)

L &
+ A tan’fe Asin ¢ [ Alcos ¢ '3th_] (11)
5 15

Finalmente, a (9) da

2 2 ' L L,
1a Asing [ 1+ _&.9.0%(1 + 3n2 +2 nh) + '.A’—c@—(f-(z-tz)]l(lz)
: 3 . , : 15

ou ainda :
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" - [(XII)+(1CIII)p2]p+05 | @)

p = 1074, 1

L
(XI) = 10, sin{

12 2
(XITI) = 10 . sin dcos? (1 + 3 n° + 2 n¥)
2 _
3f
20 4
. X o sin.cos? 2
15p

5

Para a Geodésia e mais interessante a expressdo da convergéncia

plana em funcao da abeissa Y.

Para 4 = comst. temos igualmente as equagOes parametricas dos

paralelos e da equagdo

dﬁ--i‘-}{‘-ci-dx+ :x/;dx-o, ()

junto com as (3) e as eguagGes de Cauchy-Riemann, resulta :

dA d4
dX dY Y
tan ¥ = 3% o o - - 4L (15)
ayY a4 ai
ax aY

Com a derivagdo das equagdes inversas da carta obtemos @
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' V-SRI CONREED CR (5 I Y (6)

- Y 6 120 g (16)
h

ar_ . SV _¥ ), _x* (5 (17)
dY 2 2L

Efetuando a divisao resulta

3 5
tanf= A+ 4-(3AB-0C+ To-(E-5AD + 30AB°-10BC) ,
(18)
orle (2) (2) (5) (6)
(4) 5 6
= & <, B = E__. C= ’D = B = B .
S 'g'('l)' eV —zﬁ—) P (1) 0 L1 ()

Apbs o cflculo désses valores e desprezando os termos em n en
Y5 » Obtemos :
5

! 3 2 1
Lt t Y ) L N
ta.na‘ - I - 3 ( N (1-n. - 2n ) + 13

ou
2
2 L L
tan { = t'(—ﬁ——) - (——ﬁ—-—) —13'—-»‘(l-n'_-2n')+(§ ) 1§ ] (21)
Ora
3 ? -
= 1 Y Y 2 2
5 ten’f e - -t (T) [1-(T) (-2t o ) =1
L atre L3 =
+ -;).—- an 5 (N ) (23)
levando essas expressoes na (9) resulta
ot X R 2 a2 gt e 12 vk
M b el 2dh g () el
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ou ainda :
” T'j. - [V - @Dd] g+ Fo 1 (25)
ornde
q - 10"? '
6
) = ==L
KN
0
2 2 L
(XVI) = —}-O—l-LB.—E—t)(l+t -n' -2nl)
el
30, 5 2 4
Fgooo= A Pa ' 2es5e' s 3¢ ).
157 N°

§ 56 MODULO DE DEFORMAGAO LINEAR

Das (46, 7) e (55, 3) segue

L e L V1+tan‘°f‘f ) | (D

N cos ¢

ou, dentro da precisao suficiente

2

N cos¢g di
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Desprezardo termos en ¢+ e n nas pot’énci'as de grau superior a

dois, as (55, 5) e (55, 7) permitem escrever :

2 2
1 J__. 1 + A cgs 4, (1_t2+n2) + Lhcosh‘? e 5 (3)

N cos ¢ di 2L
2 2 2
1 v d—tafr a1, Ledd : (4)
Multiplicando membro a membro vem
2 L L
_A__l*'logs l+’n2) + a’————gzsqp‘s' (5)
Da segunda das (53, 15) segue
3
A5 Y - Y s (6)
N GOS(P 6 N3 COS(P
de onde :
ol r (7)
N odszl? 3 Nk coszc}’
14‘. Yh . » (8)
Nh coshcp
que, levadas na (5) dao
N = 14+ !2 (l+n2)+ r (9)

Finalmente
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A = 1+ (XVIII) & + 0,00003 3 , ()
onde:
(irr) = 0 (1sn® 10"
2N ZNM
a - 10 1
Nota

A teoria do §: 54 mostrou o papel fundamental do médulo de defor
magao linear em tdda a repx-'esentaqe'io conforme. Vamos por isso escrever uma ex
pressao mais completa de A, com a qual podemos partir, por exemplo, para a de
dugao de uma férmla suficientemente precisa para o c4lculo do comprimento de
uma grande geodésica em termos das coordenadas planas de suas extremidades ,

problema que ganha atualidede cada vez maior, conforme mostramos em nossa tese

/21/.

Ei-la
° T4 2 2 .2
A=l +—m 1+ 4n =24n t +
PV 24k ( . )
. Yé'.é' (1 + bin® - 5520t° + 88nk - 1 632 n%2+1 920n™e)
- 720 r ’ ’ :
8 .
R (1 + termmog em n) .
14.03201'8

A férmila (10) & suficiente para a redugdo ac plano de projegao
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das bases, ou dos lados de uma poligonagao tomando-se para g e (XVIII) seus

valores correspondentes ao meio do lado.

Para um lado 1l-2 mais longo, i.é., para tratar elementos finitos
devemos tomar para a (XVIII) o seu valor correspondente ainda ao meio do lado,

porén efetuar o cflculo com o seguinte valor de 2'12 .

2 -~ L

'q-—'——(q1+qlq2f622) (1)

Isto resulta, como vamos mostrar, da relagao entre o comprimento

1 da geoddsica e aquele L do correspondente arco de transformada. Prética-

mente & licito formular as seguintes simplificagoes :

(1) Considerar o valor de A.no meio do lado e tomar na (9)

e SR,

: (12)

(i1) Considerar o m8dulo como fungao unicamente de Y ; com isso,com as

duas primeiras das (54, 33), com a (12), dao
N o« L~ sind* A = —2— srfe* ; (13)

e ’ N

(1ii) Considerar

Y I
L' p = ~Eaa (14)
sin 8
(iv) Desprezar termos em 1 .

A integral (54, 27), calculada para os limites - L /2 e + L/ 2,



d4
~ o ~ 2
2.3 .2 AR-A P, (15)
L A2 R -
Po 1 1-3 =
ndo =5 - 7 © feitas as substituig¢oes obte-
N 2N
mos :
2
—]—'— = l - 2 - IZ s Yl) (16)
L 12
2N 2, W

Finalmente, efetuando e invertendo, results

A= --L= 1 4 L 12 2 ' ; (17)

E’ claro que melhoraremos o valor de A_aplicando uma férmula
mais "fina", como a férmula denominada dos trés niveis, i.4., calculsmos _/\_l,

_/\_m e _/\_2 e tomamos para a redugao o valor de _A_dado por

A e (_/\_l-rh_/\_m +_/L2) ;18)

fste €ltimo método € mais preciso.

A alteragao lineur sendo nula ao longo do meridiano central, vai

»

crescendo & medida que dele nos afastamos até atingir um valor + 'A'max 80-

bre os bordes do fusoc.

Multiplicando-se entao todas as coordenadas do sistema pelo fa--
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J\'max.

2
elementares de comprimento ao invés de crescer de 0 a + _A_ max.crescerao
A N max

= mgx = a ¢ >~ » 1.6, ficarao em yalor absoluto reduzi—

das de metade. E’ comodo ainda aplicar Ko 3s préprias dimensdes do elipséi

tor k= o sistema n8o cessarf de ser conforme e as alteragdes

de, i.é., tomar

! = a
a Ko

O coeficiente Ko entra assim implicitemente em todos os cél-
culds,

Evidentemente, n3c h§ interésse em reduzir rigorosamente & meta
de essas deformagoese

Adota-se, entdo, para simplificar os cfleculos, um nfmero simples,
suficientemente aproximado da.qu?-.le que reduziria & metade as deformagoes.

No sistema UTM adota-se, como vimos, o geguinte coeficiente
de reducgo de escals

K =1- 235-00 = 0,9996 .

Com a aplicagdo deste artiffcio a verdadeirs escala de amplia--
gao serd _A_/ K, a0 invés de A,

Com o objetivo de favorecer uma tal zona da regizo considerada
(em detrimento da periferfa) modifica-se, 3s vezes, o L

Compreende-se, agora, a razao de empregar-se uma banda de reco-
brimento de 30! de um fuso sObre o..outro.

§ 57. REDUGAO ANGULAR

Partimos da (54, 25)

" T kam b &



~162- : § 57

Considerando o mddulo apenas fungdo de Y a (54, 32) da

_ 1 2 A *
Ki=i= - cos 8 (2)
N 2Y

Com as (563 9) e (56: 12) obtemos

(1]

A :;-,-L(l-ri) ’ —L:l-—ﬁ'

2Y N 3 A 2§° &

Tomando a cords pela transformada sera

X X
L& p = 2L )
cosg 9*
A (1) se reduzira a expressio
Sma L (X -X)X ( --ﬁ-) (5)
2 §2 2 1 (1Y3) 3312

0 coeficiente 1/ 3N° § ligeiramente variivel com a latitude
» contudo, esta variaglo € muito fraca e tanto para ¢ = 0% quanto para
f= 602, temos praticamente

12 - 82 ,10% (6)

3N

O ponto que corresponde a L/ 3 tem abeissa dada por

Y - 21
(1/3) 3

Y +%
— )



§ 57 -163~

A (5) se escreve entdo

5" .<_193f_) ", 20712

2 ¥ 3

16
(X -3) (21 + 1) -8 .10 ) (@

Finalmente, escrevemos :

§= S5 - & (82 . 0% 1) (9)

0 O

cam

-8
50 = 6,8755 o 10 (XVIII) (xl - x2) (2 Ilf, Iz) (10)

Se 621 indicar a redugdo angular em 2 a (10) mostra que os
dois Indices 12 e 21 ndo gozam da propriedade comutativa.

A (9) d&A a redugio angular com o sinal contrario iquele da con-

yengdo que fizemos no § 54. Isto constitue um excelente contrdle.

A func8o (XVIII), jJ& encontrada no cilculo do mddulo de deforma-
¢do, varia muito pouco com X, o que nos permite tomar como argumento para en-
trar na tdbua a média das abcissas correspondente s extremidades do lado consi

derado.

Para o calculo da correcdo damos a seguinte tabua @



Y g2 . 1070 7 Y 82 150 .¥°
100000 8 .10 260000 55,10
125000 13 - 270000 60
150000 19 280000 65
175000 25 290000 70
200000 32 300000 T
210000 37 310000 80
220000 40 320000 84
230000 43 330000 90
24,0000 L7 340000 95
250000 51 350000 100

Nota

A construgdo das tabuas, abacos e graficos pafa as fungdes aqui
empregadas nao oferece dificuldade e o trabalho fica muito reduzido observando
-se que é facil estabelecer formulas recorrentes para o calculo. Tabuas bem
detalhadas foram calculadas e publicadas pelo MArmy Map Service! dos Ue.S.Ae
para os diferentes elipsoides de uso corrente. " 0 sistema U T H;inegavelmente,

sera adotado por tddas as na¢des cultas.

§ 58. O MELHOR SISTEMA CONFORME PARA DETERMINADA REGIXO.

A RECOMENDAGXO da Primeira Reunifio Brasileira de Consulta sdbre

Cartografia, transcrita no § 51, "in fine" preconiza que na elaborag¢io de wuma
planta regional pode ser adotado um sistema de representagio conforme que melhor
se adapte a regiio.

Trataremos, néste paragrafo, do critério para se torhar possivel
a escolha de tal sistema. '
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Retomemos a representagiio conforme

s/ = : (1)
Seja
as® = L (du” +av?) . (2)
o ds® isotermo da superficie S e
as® = af + a4 - (3)

0 ds? do planosevidentemente isotermo.

Tomando sObre as duas superficies 08 mesmos parametros, 1.8

X = u , Y ev , (%)
resulta das (43, 32) e das (2) e (3) que

As equagOes diferenciais (34, 44), (34, 45) e (34, 46) se es-

crevem agora

2

i B T [ aﬂ'\i( 9J¥)) =K, (6
2 x? 2312 | K 29X ) ‘

Y
on
2 [ 52 2
A[_aan\— +93£J\—} - K ¢
7S S T »
ou ainda

N AmA (8
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Trata-se pois de encontrar a solugio que atribue ao mbdulo de de

formag8o linear A a menor alteragio dentro da regifio representada.

Ora, uma fungdo continuamente diferenciawel pouco varia nas vizi
nhangas de um seu extremm. O ideal, portanto, & que _\_ tenha um extremm em
un ponto, o mais central possivel da regido representada., Precisamente nésse
ponto, origem das coordenadas ou centro de representag@io admitiremos a isome--

tria, i.8., A= 1.

Isto sugere que tomemos para expressio do modulo de defomaq'é'.d
linear a serie :

A= 1 4+ _/\_2+ _/\_3+.'..,' (9

onde A = _/\_r (X, Y¥) e um polindmio homogéneo de grau r em X, Y.

Para a curvatura gaussiana K tomaremos também o desenvolvimen~
to em série :

= K + K + K + ... 10
S DGR T R .()

A (6) se escreve agora

(L+A+..)[AA_+A A +AA +...]-
a2y 2 3 L |

(1)

X oY

[(ii‘_z_)2+ (ﬁ‘.@.)i I R AR

onde A & o operador de Laplace
2 2
O

2x ® ¥

Com & comparagdo dos termos de mesmo grau resultam as equagGes
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sucessivas

AN = K

2 o
AN = X

3 1 .' (12)

9;\. A

AN = K -_A. .AN +(—2-) + (__.&)

4 2 2 2X 2Y

J

Interessa-nos, em particular, a possibilidade de definir _A_

2
sem conhecer o desenvolvimento (9).

Sejam A, B, C os coeficientes indeterminados do  polindmio

homogéneo de grau 2 em X, Y :

J\_z-—i-(nxzszxxfcxz) (13)

Bsses trés coeficientes dependem ainda de duas constantes arbi--

trarias uma vez que entram na solugdo da equagdo de Laplace, primeira das (12)

Consideremos, agora, a superficie

Z =A = A (1), (14)
2 2

disposta de forma que o centro de representagio coincida com a origem de ¢oorde

nadas e ssu plano tangente com o plano X Y ( fig. 27) .
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fig. 27

Oeixo 2 =& A 5 colncide com a normal % superffcie no pomto &on

siderado.
A quédrica (14), como mostra a secgago 2 = const., &
- um paraboléide elfptico, se AC-BF > o
- um paraboléide hiperbdiico, se AC - 82 < 0
- um cilindro tangente ao plano XY, se AC- B2 = ¢

Para o estudo g priori das alteragdes, o gen. laborde considerou

os dois primeiros temmos do desenvolvimento (9), isto &, com
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2 =A, 8 A- 1 , (15)

chamendo-a guperficie indicatriz da projecac.

Assim, na representagao conforme teremos uma imfgem geométrica
. simples das diversas alteragoes considerando uma superficie auxiliar, dita su--
perficie indicatriz, obtida levando-se, sobre a normal em cada ponto da super-

ficie im4gem, por exemplo, uma ordenada expressa pela (15).

Sobre a uperficie assim definida.

- & cota de cada ponto & igual % alteragao linear ;

- as linhas de nivel s3o linhas isométricas (mesma alteragao 1i

near).

Quanto mais aplanada a superficie indicatriz no dominio de apligas

gao tanto mais fracas serao as variagoes da alteragao linear,

Se o sistema admitir uma linha ae longo da qual as alteragoes li-
neares sao nulas, corresponderf{ ao longo desta linha um plano tangente horizon-

tal.

Se cortarmos a superffcie indicatriz pelo plano 2 =+h ou
Z = - h paralelo ao plano tangente e infinitamente vizinho déle, tefemos, com

h = 1/2, a conica

+

2A, (x,'Y) = -1, (16)

de mesma espécie que as curvas de igual deformagao linear. BE” a chamada indica

triz da projegao.

Ela nao deve ser confurkida com a indicatriz de Tissot, estudada

no § 44, que, como vimos, se reduz a um circulo na representagao conforme,

Segundo a primeira equagdo das (12) deve ser
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A A

2

-A-»:C-Ko (17)

Aqui nem aparece B, Fazemos B = 0, o que equivale a fazer

cofncidir os eixos de coordenadas retangulares com os eixos da indicatriz.

Ficamos ainda com um pargmetro livre que podemos introduzir de

forma simftrica por meio da equagao

A - C = n KO ° | (18)
Com (17) e (18)
K, L
A= = gltn} , ¢ = —=(1-n) (19)

A equagao do paraboldide osculador na forma paramftrica ordinfria

seré: -
X

P = P(X,Y)2 7 ¥ ' (20)

BZIC IR

No ponto (0, 0) encontramos :

(21)

Com isso, obtemos para as curvaturas principais da superficie in-

dicatriz :

- L = ¢ (22)

Com (17) concluimos que a curvatura média (2 H) da  superficie

indicatriz € igual & curvatura gaussiana da superficie representada.

Com as (19) a equag8o da indicatriz se escreve
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] |
2°[(1+n)x.2+(1-n)x2]=i1 (23)

E’ a natureza desta conicae que convém precisar. Distinguimos as-

sim, trés tipos principais de projegoes, assim denominadas :

- elfpticas (ou circulares) : ponto central sobre um "cume! da
superficie indicatriz ;

- hiperb8licas : ponto central sobre um M"eolo" da gsuperficie
indicatriz ;

- parab8licas : ponto central sobre uma "lirha de festo" ou
Yeumiada" horizontal (ou um talvegue sem declividade).’

Na pr4tica nunca se empregam projegoes hiperb8livas, razéo por
que excluiremos este caso.

Podemos admitir ainda que fazemos o eixo - x cofncidir com o eixo
menor, com o que podemos limitar n aos valores do segmento 0 < n < 1.

r

Nos casos limites n = 0, ou n = 1, respectivamente, a
indicatriz € circular ou parabdlica e no interior do segmento € sempre ellptica.

Comparando-~se a indicatriz

. | _
.20 [(l+n)X2+(l-n)Y2] - 1 (21+).

com a elfpse

+ = 1 (25)
ag " b2
resulta
2 2
n = 2—=2a ., (26)
2 2 .
b + a

Uma vez que as alteragoes do médulo de deformagio longitudinal em
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relagao ao eixo principal depende do termo principal

J\_2=

K
S lasn -], (20)

devemos procurar aquela projegac para a qual a méxima soma do termo principal
seja a menor possivel para a regiac%;‘ a ser representada.

O valor do termo principal (27), para um ponto } distancia D da
origem, sobre a bissetriz dos eixos da indicatriz, isto &, para

' 2

-7 - (28)
¢ K D2

A, = °h_ s (29)

portanto, imdependente de n.

Baseado neste fato, para a determinagao a priori da indicatriz &=
tima & forma da regizo a ser representada, Tissot na "Mémoire sur la represen

tatim des gurfaces et les projections des cartes géographiques, Paris, 1 8al ,
indica o seguinte processo gréfico :

Tome-se de. uma carta em pequena escala da regiac e procure - se
dentre todas as elfpses apliciveis nela aquela para a qual o raio vector na
bissetriz dos eixos seja o menor. Tissot denominou-a conica-limite envolvente
do pals a ser representado, que € hemotética da indicatriz aquf cénsiderada .

O tragado da conica-limite d£ pois, conjuntamente » © ponto centrd
da representacéo, a diregao dos eixos da indicatriz e o parametro 1 .

Se resultar n muito préximo de 1, ou de 0O, emprega-se a re
presentagdo com a indicatriz circular, ou parab8lica.
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S 59. EXBMPIOS DE APLICAGRO

I . Cflculo das coordenadas planas dos vertices de uma trisngu--
lacao

Sejam dados :

18, - A posigao elipséidica de uma das pontas de uma linha bési
' ca.

ls(iPl’Ll)i (1)

22, - A posicao elipsbidica da outra ponta, dada em coordenadas
) polares

2 =21 9 3 (2)
1 = segmento de secgao normal que se confunde com o arco de geodésica ;

€ = azimite norte de emissdo do arco de geodésica :

32, - Os angulos entre lados, a saber
2 I PR (3)
k2. «~ Longitude do meridiano central
+’ | Ll w.or. (4)
Incégnitas :
19, - As posigdes planas de todos os vertices
1= (x,1) . (5)

Cdlculos preliminares
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12, -~ Diferenga de longitude
Le L - L '(6)7
20, - Equagoes da carta

X = X(P,A) , Y =Y (49,1) (7

i.é, :
' = [(@+ @) p®] 2+ (1) + &
, . | (8)
T = [(@+Mp"]p+s,
onde :
x'= 0,996 % , Y =0,999%7Y (9)
p = 10%.1 (10)

Can o argumento _gfL entra-se na tébua calculada de minuto em

1} : -~

minuto sexagesimal, com diferenga tabular para 1 , e com simples interpolacao
linear registram-se os valores das fungoes: (I) , (II), (III) e (V).

Para o termo (IV) & necessério levar em conta as diferencas se-
gundas. A corregao correpondente & dada por um gréfico.

Os termos B5 e A6 que dependem tanto da latitude como da longi-
tude, mas cujos valores sao fracos, sao tirados de gréficos.

O fator p deve ser tomado com oito decimais e p2 com gete ,des

de que queiramos conservar a precisao do centimetro nas transformagoes.

Dispamos, agora, de dois métodos para prosseguir :
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(1) Mtodo cléssico.

Com o problema do transporte das coordenadas ellpsdidicas,que jé
tratamos em nossa tese /21/, obtemos

2 8 (9,,L) (11)

e, novamente com as (8),obtemos a (5).

~ Bste ¢ o método natural, mais traﬁalhoso, e que deve servir hoje
como “cheque® para algumas linhas.

(1i) Método modermo.

A trigonometria retilfnea d£ as relagoes simples seguintes :
(fig‘ 25)0

tan 8" - = 2 =% '

Y2 - Yl
D = (x2 - Xl)sece*- (‘_[2 - Yl) cosec 6* ( (12)
¥ *
X, = X + D coso ; Y, =Y, + Dsin @ J
Temos ainda
Q* + 5 = 6 + ¥ (13)

~ *
Como nao corhecemos 6 e D aproveitamos a circunstancia de

ser & um angulo pequeno, bem como ser 1 préximo de D, para obtermos em pri
meira aproximagao

~

X, -x1+ 1 cos (etr)., iz - Y +. lsino(a-l-"‘). | (14)

A convergéncia plana serf cilculada em fungio de ¥ e L pela
férmila
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w‘_’ = [ (xII) + (XIII) p2] pv+ c (15)

5

onde :

P - lo-ll’ . 2} .

Com o argumento 4 entra-se na tébua para registrar (XII), me-
diante interpolagdo linear, e (XIII) a gimples vista.

0 termo 05 & dado por uma escala gr&fica linear em fungao de 1.

A convergéncia plana ser4 calculada em fungao de X e Y pela

férmula:

1" = [() - (D) ] q+F (16)

5

' ;
Com o argumento _¢ (Latitude corréspondente a um arco de meri

diano de comprimento X, nao reduzido, a partir do equador), entra-se na t&bua
para registrar as fungoes (XV) e (XVI).

0 termo 'F5 é tirado de uma escala gréfica linear em fungdo de
N |}

qQ = 10 6.1‘ . (a7

Na (13), ¥ entra com o sinal + quando o semi-eixo norte do re-

ticulado jagzer a W. do meridiano elipséidico projetado € - no caso contré--
rio. Como controle, no hemisfério sul, ¥ recebe o sinal de pouo sinal de q.

Uma vez calculados iz 5 Yz passamos ao cflculo do médulo ghobal

pela férmila
“ A = + [ (XVIII) + 0,00003 52] 52 (18)
onde |
f-;—tajfalaz v g ) (19)
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ql = 10-6. Yl » '(12 = 10-6. §2 (20)
Com o argumento
X1+'I2 . Xl+l°08(9+fl (21)
2 5 2
entra~-se na tfbua parg registrar (XVIII),
O valor da corda serd

D S L = A.1 (22)

Nes triangulagoes & sempre desprezivel a corregdo a ser dada a L
para se ter D, pois que para L = 1l00kme Y « 300 km, a corregao seria
da ordem de apenas 2 mm,

‘As redugdes angulares 512 t S sfo dadas pelas férmulas:

21
§=5,- 5, (e.0% 12 (2)
con
S, = 6,8755.107° IID) (%) - X) (21, + E) (24)

Na (13), O entra com o sinal + quando no sentido azimutal N,-E,
encontramos primeiro a corda e depois a transformada e o sinal - 1o caso con-
trério. Como contrdle, no hemisfério sul O recebe o sinal conmtrério dquele da
do algebricamente pela (24).

Obtido o azimute plano 6* as dltimas das (12) dao as incégni--

tas X2 e Y2.

O cflculo da convergencia plana em 2 & feito pela (16) e a conver
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éncia dos meridianog obtida pela férmula

Fo= ()= 1) - (ol + 1521D ¥ 1g00 (25)

92},‘-92 +‘ T (26)

Finalmente o azimite elipséidico do lado seguinte seré

0 =0 + « 3 (27)
23 21

onde ® & o angulo dos dois lados, angulo 8ste que pode girar no sentido cres--
cente ou decrescente dos azimites e por isto deve ser somado ou subtraido, con~-
forme o caso.

3 s 1, %s (28)

recalmos no problema inicial, em tudo anflogo, mediante a simples substituigao
( 1,2 )
2, 3

II Resolugao.do triangulo geoddsico elipSidico.

Sejam dados :

P, ) ; (29)

comi=1,2,3,

Aplicamos as equagoes inversas da carta.

P = zPI + [ (vIII) q2 - (vII) ] q2 + D,
| ‘ (30)
5

L= [(X) - (X) & ] q+ E
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orde : _
q = 10'61'" (31)

x' = 0,9996 % , Y =0,9996 Y (32)

Com o grgumento LP' (latitude correspondente a um arco de meri
diano de comprimento X, ndo reduzido, a partir do equador), entra-se na tfbua
e ¢om simples interpolacao linear registram-se os valores das fungdes (VII),
(VIII) e (XX).

Para o termo (X ) & necessério levar em conta as diferengas se-
gundas. A corregao correspordente € dada por um &baco.

Os termos D6 e E5 820 tirados de grificos.

No método cléssico, com estas coordenadas cP 5 :L podemos dew-
terminar os comprimentos b dos arcos das geodésicas que llgam dois a doiscs
trés vértices e os azimites elipséidicos relativos, bem como os angulos do
triangulo.

No método moderno devemos proceder da seguinte forma :

3
a) Com a primeira das (12) calculamos os azimutes planos o s 6
12

- — o — 2
6*31 das tres cordas 12, 23, 31 das trés transformadas. 3
Por diferenga obtemos os trés angulos (retilfnecs) e mediante a aplica-
¢30 das segundas das (12) ou com a férmla pitagénica °

D = \/ (xz-xl) + (Y -Y (33)

no caso de dispormos de uma !Barlow's Tables", p.ex., o0s comprimentos das

trés cordas. Fica completamente resolvido o'trigngulo'plano.

b) Para cada transformada calculamos com a férmula (23) as redugdes angu-
lares

i+l © O5.15 com i o=12,3.

O excesso esférico do triangulo & evidentemente igual & soma

dos seus O , i. &

e

€= 3§ | (34)
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¢) Com a férmula (18) calculamos os médulos globais de deformagao linear

ASTTIIEAS 239 A 3) relativos 3s tres transformadas.

d) Com a férmula (16) calculamos as trés convergéncias planas ¥ 1

Finalmente, com

1l - _lei_ > (35)
temos os comprimentos dos lados e com
6 = 9* + 5 - r (36)

os azimutes. O triangulo elipséidico fica completamente resolvido.

III, Ajustamento dog erros angulares.

Acabamos de ver que é possivel calcular as coordenadas planas de
uma reéde inteira de triangulagao.

A Sste respeito & oportuno lembrar o artigo do tene cél. Msrio Me-
pestrina do I.G.M. italiano, citado em /7/, "Confronto fra le determinazioni
delle coordinate geografiche dei vertici di una rete di primo ordine esegui~.
te col procedimento classico e com le formule della rappresentazione piana di
Gauss" - Rivista 1' Universo, Anno 1 942, n$ 8.

Uma vez calculadas as coordenadas planas, o ajustamento dos érros
angulares pode ser obtido pela aplicagao de dpis méftodos principais, a saber:

(i) MAtodo de variacao de coordenadas ;

(1i) Mtodo de levallois.

Bste @ltimo, divulgado no Brasil pelo prof. Hugo Regis dog Reis,
com a tese "0 Mé&todo das Orientagoes de Levallois", 1 952,

. Somos de parecer que a tendéncia moderna, mesmo nas triangulagoes
radar ou no c4lculo das grandes geodésicas, & partir sempre das coordenadas
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planas calculadas, preferivelmente,no sistema U T M,

Todos 8stes calculos ficam faceis e rapidos quando se disple de
uma tabua previamente calculada para o citado sistema, de uma tabua de senos e
co~-senos naturais com oito decimais do tipo da "Special Publication N2, 231" e

de u'a maquina de calcular, Os exemplos numéricos a seguir comprovam o acaba -
mos de afirmar,

TRIANGULAGXO
?1 = =230 oo' 00,00" 1 - 60 000,000
Ll =+ 462 00" oo,oo" -8 - .225900' 00,000"
. 12 _
L, = + 45200 00,00" o - 60200" 02,647
| e
12 TRANSFORMAGAO DIRETA
A 1 " n ] -l
= - 1200 00,00 =L -L = A = 3600,00 x 10
§ = Argumento na tibus : P, =0,36000000 x p
P =0,1296000
(D = 2 543 553,035 .
(11) = 2 696,398 . (zv) = 28l 682,727 .
(I1I1) = 2,180 (V) - 78,011 .
A = 0,000 . B - 0,000 .
6 _ 5
(11) = 2 696,398 ., (V) = 28l 682,727
+(III) p° = 0,283 +(V) p° = 10,110
2 .
2 696,681 x P ' 28, 692,837 x p
- 39,490 . Y = 102 489,42
+(I) = 2 543 553,035 .
] .
x = - 2 543 902,525 + 0,999 Y = =102 489,421 & 0,9996

X w2 54 920,493 . | Y = - 102 530,433 .
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(XI1)
(XIII)

Ccos.

AX
~1

§ 59

20 CONVERGENGCIA PLANA EM 1

= 3907,311 . (XII) =  3907,311 .
- 2,639 . + (1{111);,2 = 0,342 .
-y o,ooo" . 3907,653” xp
=-23 26,755 . L2y = 1,406,755 .

32 COORIENADAS APROXIMADAS

1 ] f
912 = 22/,2 59 60,000

Y - 23'26,755"
L = _=_2326,755

n
“la* by = 2R 3613325

= - 0,71191287 x.1 . sin = - 0,70226781 x1
= - L2,T4,772. A = - L2136,069 .
=- 2,544 920,493, - ¥ = - 102 530,433 .
= - 2.587.635,265. Y, - - UJ.666,502 .
4o MODULO GIQBAL E IRANFORMADA . (CORDA)

= -2.544.920,493 N - 0,1025%043L .
= 21.357,386 g = 0,144666503 .
= -2 566.277,879
- 0,01 23 728 o = 0,0105124, .
= _ 0,00 000 046 : a:ll a, = 0,01483272 .

0,01 234 774  x & = 0,02092840

= 0,00019 046 + 1 2 0,04627356 =<~ 3
= 1,00019 O46 X 1 S 0,01542452 .
=  60.011,428 = D,
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50 REUGDUES ANGULARES

iz = = 144,666,502 T, = - 102.530,433
+2Y, = = 205,060,866 2Y2 = = 289,333,004
‘ = 319.727,368 o (+) - 391.863.437 o (-)
L-x = - w2Tum. L -E= - l2u,mR .
1078 ,prod= 149,386 x(XVIIT) 10-Eorod.= 167,384 x (XVIII)
- 1,845 x 6,8755 - 2,067 x 6,8755
50 - 12,685 x 0,00013 &, = 14,212 x 0,00013
COTTs = =0 ,002 COTT = -0,002
52 = w1208 521 = - 14,210 ,

62 AZIMUTES PLANOS (ANOMALIAS)

67t 61, = 224836 33,245

5. - 12,683
e 12 1 H 9* n
912 = 221;‘.!36. 20,562 21 = l.hf 36'. 20,562
72 COORDENADAS FINAIS

cos = - 0,71195605 x D sin = -0,70222403 x D
AX = - 12,725,499 ' - LR2141,467

< = 254,920 Y, =- 102530433

X2 "-2-587-6-’4-5,992 Y2 == 11}1&671:900

'
X o xé = « 144614,031

82 CONVERGENCIA PLANA EM 2.

£ =  Argumento na t8bua

(xv) = 13 984,712 (Xv) = 13 984,712

(1) = 135,318 - (xvI)i= -2,830

F, = 0,000 ' ' 13 981,882 x q
a = 0,144 614,031 - 7‘2 = 2 021,976

q =0, 02091 322 n o =- 33'. 41,976'f



-184- §59

92 CONVERGENCIA DOS MERIDIANOS w

. =- 23" 26,755 18,1 = 12,683
-¥, =+ 33' 11,976 : | 5211 - 14,210
10 15,221: _ | 26,893

26,893

= 9 ' h8,329lj

108 AZIMUTE ELIPSOIDICO CONJUGADO

-

01, = 225 00 00,000

& - 9' 828"

1800 + 6, = 225 09’ h8,3'28:
© e, = kst 09 4,328

112 AZIMUTE ELIPSOIDICO SUCESSIVO

1 #

o = k5 09 48,328
o * 602 00 02,647

23 ] 1 0
923 = 1052 09 50;975¢

TRANSFORMACAO INVERSA

23 K 7 456 097,475 S 497 510,579 E .

L = + 45e 00'00,00"

X = -2 543 902,525 4+ 0,9996 Y' = % 102 489,421 2 0,9996

X = -2 544 920,493 ¥ = -102 530,433

¢ = - 230 00’ 11,365" = argumento correspondente a X
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(VII) = 1 082,123 X - 35 127,610
(VIII) = 12,35 i I = 196,558
D, = 0,000 By = 0,000
a - 0,102.489,942 & - 0,010 504,188
-(VII) = - 108,123 (IX) = 35 127,80
+(VIII)Z = 0,136 , ~(X)g*= -2,065
= 1081,987 x q 35 125.575xq
Co 11,365 3 600,018
| ¢ = _232 00'11,365" A = 12 00' 00,018
|91 = 232 00'00,00" L, = 459 00' 00,000"
. ] i . <
i/ = 238 0000,00" L = + 46000 00,018
I3
g

Com apoio no Célculo Exterior e no cléssico Método do Triedro Mé--
vel constrée-se a Geometria Diferencial necessiria e suficiente 3 Geodédsia Su-
perior e & Cartografia Racional,

A teoria geral da representacao de superficies & estudada sem o a-
pelo a nogoes empiricas, 3s vezes ilusérias.

Institue-se um método para o estudo da representagio plana de revo
lugao mediante a associacao de dois vectores girantes,

Faz-se aplicagao da teoria ao Sist.éma UTH e estabelece-se um cri
tério para a escolha do melhor sistema conforme para determinada regiao. Final
mente, mostra-se a simplicidade das aplicagoes do citado Sistema quando se dis-
poe de tfbuas préviamente construidas.



