
INTEGRAÇÃO EM RELAÇÃO A MEDIDAS DEFINIDAS EM IDEAIS 

Ro~e!i Fe~nQndez 
IME-USP 

Estudando os trabalhos [R-1) e [R-2), nos quais M.M. Rao apre­
senta uma caracterização do dual de um espaço de Orlicz, sentimos a 
necessidade, por não estarem claras para nós algumas de suas demon~ 
trações, de integrar em relação a medidas definidas em ideais. Isto 
deu origem a este trabalho, que faz parte de nossa dissertação de 
Mestrado [F], e que foi baseado nos iópicos relat!v6~ i integração 
em relação a medidas finitamente aditivas,·· a~~ese;tados por Dunford 
e Schwartz em [DS]. 

As provas dos resultados a seguir estão em [F]. 

§1. Medidas definidas em ideais 

Aqui X denotará um conjunto qualquer, A uma álgebra de subcon­
juntos de X e H será um subconjunto não vaziq de A tal que 

(i) H é um anel de subconjuntos de X; 
(ii) se E ,: A e F ,: H, então E n F e H. 

Este conjunto H será chamado ideal de A e este nome é justificado 
pelo fato de que A com a diferença simétrica como operação de adi­
ção, e a intersecção como operação de multiplicação é um anel comu­
tativo, e H é um ideal de A. 

(1.1) Definição. Dizemos que uma função G de Hem[-•,•], e uma me-
dida em H se, e somente se, 

(i) G(~)=0; 
(ii) se F1 , F2 ,: H e F1 n F2 =12!, então G(F1 u F2) =G(Fi) + G(F2) . 

Segue de (ii) que G(H) e]-•,•] ou G(H) e[-•,•[. 

Para Ec X, denotaremos por V(H .~) o conjunto das seqUêncfas fi 
nitas (F 1 ,F2 , ••• , Fn). de elementos dois a dois disjuntos de H, tais 
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F. e E. 
l. 

d - contra-r1· 0 , G será uma medida em H. A menos e menç.10. em 

(1.2) Definição. A função v(G,~) de Hem (O,m] definida por 
n 

v(G,F) • sup{ l IG(F.)I :(F1,F2,····•Fn) t:V(H,F)}, i•l l 

é chamada variação total de G. Se 

sup{v(G,F):Ft: H}<m, 

dizemos que G é de variação limitada. 

(1.3) Proposição. Tem-se 

(i) v(G,.) é uma medida -em H; 

(ii) para todo F t: H vale que 

v(G.F) s 2 inf{k t: (O,•[: 1 G(E) ! s k para todo E t: H}, 
com a convenção que inf ~= •; 

(iii) se G é não-negativa, então v(G,.)= G; 
(iv)' v(v(G, !) , , )'" v(G, .) . 

(1.4) Definição. A igualdade 

v*(G,E),. inf {v(G,F): Ec: F e F t: H} 
define uma função v*(G,.) no conjunto das partes de X. Convenciona­mos que inf_ ,J = "' • 

Verifica- se facilmente que v*(G, .) e uma medida exterior.isto e, 

(i ii) se E 1, E2 e: X e E 1 n E2 = ti , 

A menos de menção•em contrário, as funções serão de X em ]R. 
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(1.5) Definição. Dizemos que tuna seqüência de funções (f) 
· nne:JN' 

converge em G-medida para uma função f se, e somente se, para todo 

5e:)0,•[ tem-se 

lim v*(G.,{xe:X: lf (x)-f(x) I> 6})'"' O. n 

Como conseqUência de (1.5) temos o resultado abaixo que e rele 
vante para adaptar as demonstrações encontradas em [DSJ. 

(1.6) Observação. Se (f) lN. e uma seqüência· de funções que con­n n € 

verge em G-medidâ para uma função f, então dados e, 6 e: J0,w( exis 
te no e: N tal que, para n E; lN e n :.!: no. existe F e: H satisfazen­n 

do 

v(G,F) < e e lf -flE;F e s 6. n • n 
n 

(1.7) Definição. Dizemos que uma função fé H-simples se, e ~omen­
te se,_ existem (F 1 ,F 2 , ••• , F

11
) € V(H,X) e (c 1 ,c2 , ••• ,c) € 1Rn tais . n n 

que f = r e . E; F • 
i•l 1 i 

(1. 8) Definição. Dizemos que uma função f é G-mensurável se. e so­
mente se, existe uma seqUência (f ) 1N de funções H-simples que con n ne: 
verge em G-medida para f. 

SZ. Integração 

(2.1) Definição. Dizemos que uma função H-sirnples f, é G-integrável 
· se, e somente se, para todo c(m com c'$,0 tem-se v(G,f- 1 ({c}))<w . 

Observemos que, se f ê H-simples, ce:1R e c'$,0, então f- 1({c})€H. 

Com (2.1) obtemos a observação abaixo, que também e importante 
. 

para adaptar as demonstrações encontradas em (DSJ. 
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(Z.Z) Observação. Se fé uma função H-simples e G-integrável, en­
tão exi_ste F E'. H tal que v(G,F) < • e HFc = O. 

(2 . 3) Definição. Seja fuma função H-simples e G-íntegrável. Se 
n 

f • L c . F;F onde (F 1 ,F2 , ••• ,Fn) E'. V(H,X) e (c1 ,c2,··••cn) E'.ffi.n de 
i•l l i . 

fínimos a integral de f (relativa a G) sobre E E'. A por 

J fdG = I e. G.(E n F . ) • 
E i=l l l 

Convencionamos que O.•= O. 

~ fácil verificar que a definição acima independe da represen­
tação de f. 

Observemos que a função nula g é H-simples, G-integrável e a 
integral sobre E E'. A e zero, pois g = OF;

1
. 

(2 . 4) Proposição. Se f e uma função H-~imples e G-integrável, en­
tão 

(i) f e lfl são v(G,.)-integráveis; 

(ii) se E E'. A, então ftE é ~-integrável e 

fEfdG,. J/tEdG; 

(iii) fxlfldv(G,.) ~ O; 

(v) se g é uma função H-simples e G-integrável, então 
para todo a,e E'. m. a função af+Sg é H-simples. G-in 
tegrável e 

J _(af+8g)dG = aí fdG + aJ gdG; 
X J X X 
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J fdG ,. J fdG 
· ·E l U E2 E l 

(viii) dado e E: ]O,•(, existe 6 E: JQ, .. [ tal que seF E:H 

e v(G,F) <. 6 então J lfldv(G, . ) < e. 
F . 

Ainda vale que, se Ã(E)= f fdG para E E: A, então 
E . 

(ix) Ã e uma medida ·finita em A; 

Com o resultado abaixo diremos quando uma função e G-intcgrá-
vel. 

sao seqüências de 

funções H-simples .e G-integráveis, que convergem em G-medida para a 
mesma função f e, se ainda para j < {1,2} tem-se 

f I fj -
j 

ldv(G,.)= (i) lim f o. 
X n m m~n-ca 

então 

fx_< f 
2 . 

(ii) lim dG .. lim f dG. 
n n- n- X 

(2. 6) Definição. Uma função f ê G-integrável se. e somente se. exis 
te uma seqüência (f) de func_ões H-sinples e G-integráveis , n n E: :N 
tal que 

{i) (f ) ,... convege em G-medida para f : n D E: ~, 
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(ii) lim 
m,n+00 f I f . - f I dv( G,.) = O . 

X n m 

Se f e G-integrãvel, definimos a integral de f (relativa a G) 

sobre E t: A por 

JE fdG = lim I f dG. 
n+oo E n 

(2.7) Definição . Dizemos que 
.am X (escrevemos < G-q. s. >) se o 
q-.s l? não está definida ou 

uma propriedade P vale G-quase sempre 
conjunto E dos pontos de X para os 
P não é verdadeira é tal que v .. (G,E)=O. 

].~mbrando (2.4) e (2.6) obtemos o seguinte resultado. 

Proposição. Se f é uma função 'G-integrâvel e (f ) · 
- - nnt::N e 

-:mna sequência de funções H-simples e G-integráveis satisfazendo 
(2.6.i) e (2,6 . ii), então 

(i) o? sete primeiros itens de (2.4) são verdadeiros pa­
ra funções G-integráveis, observando que 

J fdv(G,.) • lim 
X . n+~ 

1 im 

Ainda tem-se 

f f dv(G, . ) ; 
X n 

J lf ldv(G,.). 
. X n 

(ii) se g e uma função G-integrável e lflslgl <G-q . s.> . 
então 



(iii) lim 
n,-+e f lf - fldv(G,.)= O. X n 
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Com (2.9) vemos que os três últimos itens de (2.4) também são 
verdadeiros para funções G-integráveis. 

(Z.9) Proposição. Se fé uma função G-integrável e Ã(E) 
para E€ A, então 

(i) À é uma medida finita em A; 

(ii) v(Ã,E) ~ fElfldv(G,.), para E€ A; 

(iii) dado e€ )O,•[, existe 6 € JO,•[ tal que~ 

se F € H e v(G,F) < 6, então v(Ã,F)= f Flfldv(G,.)< e. 

Ainda tem-se 

(iv) dado e E )O,•(, existe Fc € H com v(G,Fc) <~e tal 

que v(~.Fcc)= JF clfldv(G,.) < e; 
E 

(v) f xlfldv(G,.)= O se, e somente .se, . para tod::, 

6. € )O,•[ vale que v*(G, (x € X: !f(x) 1 > 6})= O. 

(2.10) Proposição . Sejam f e g funções G-mensuráveis. Se g e G-in­
tegrâvel e lfl s l&I <G-q.s.>, então 

(i) f e G-integrável. 

Além disso, existe uma seqUência (f
0

)
0 

€ 

G-integráveis, com lf 1 ~ Zlfl para todo n . 
G-medida para f, e que para E€ A tem-se 

lN de funções H-simples e 

n. € IN , que converge em 
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(ii) f E fdG = lim 
ll""" J 

f iG. 
E ll 

Segue de (2.10) que fé G-integrável se, e somente se, ifl e 

G-integrável. 

A seguir fornecemos condições necessárias e suficientes para f 
ser G-integrãvel. 

(2.11) Proposição. Se f é uma função e (f ) 1N é uma seqUência 
ll ll E: 

de funções G-integráveis, então f é G-integrãvel e 

lím 
n- J lf ·- fl dv(G,.)= O se, e somente se, sao verdadeiras as se ­

X n 

guintes asserções: 

(i) a seqUência (f ) .._, converge em G-medida para f; 
n n E: .a• 

(ii) para todo E e )0, 00 [, existe 6 e )0, 00 [ tal que 

se F_ e H e v(G,F) < ô, então 

(iii) 

J. if Jdv(G,.) < E, para todo n e IN; 
F ll 

para todo E E: )O,oo[, 

e J I f I dv ( G, • ) 
F e n 

existe F e Htalque v(G,F )<00 

E E 

< E, para todo n e 1N • 

E 

Como consequência de (2.11) obtemos o resultado abaixo, que e 
conhecido como o Teorema de Vitali. 

(2.12) Proposição. Sejam f uma função e (f ) .,.. 
n n E: .1" 

uma seqUência 

tle funções G-integráveis satisfazendo·(2.1I'.i),(2. ll.ii)e (2.11.iii), 
então fé G-integrável e para todo E e A tem-se 

( fdG = 
JE 

1 im J f dG. 
E n 

O teorema seguinte segue de (2.12). 
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(Z.13) Teorema. (Teorema da "Convergência Dominada"). Sejam f uma 
função e (fn)n € N uma seqUência de funções G-mensuráveis que con 
verge em G-medida para f. Se g e uma função G-integrável, com 
lf 1 :S 1&1 <G-q.s.> para todo n t IN, então n 

(i) f é G-.integrável; 

(ii) para todo E t A tem-se 

JE fdG = lim 
JE 

f dG. n n+m 

A proposição abaixo e interessante. 

(2.14) Proposição. Se C e uma medida em A que é uma extensão de G 
e fé uma função G-integrável, então fé G-integrável, e para todo 
E t A tem-se 

sendo que a integral relativa a G coincide com a dada por Dunford 
e Schwartz em [OS] • pois G está definida em A. 

Notemos que, se G é uma medida em H e de variação limitada, en 
tão existe uma extensão G de G em A. De fato, se G1 = { (G+v(G, .)) e 
G2= .!. (v(G, . ) -G). então G1 e G2 são medidas em H não-negativas, G= G - G 2 _ l 2' v(G, .) = G1 + G2• e a medida G definida em A pela igualdade 

_G(E)=- sup{G 1 (F): fcE e Fâ}-sup {G2(F): FcE e FtH}, 

é uma extensão de G. 

§3. Um exemplo 

A teoria de integração acima foi essencial para a obtenção de 
wna caracterização ·do dual de um espaço de Orlicz LA (X, i::, 1J). que 
foi o nosso objetivo em (F]. A seguir mostramos que para medtdas G, 
definidas em determinados ideais. toda f , LA (X,r. u) é c.:.inte3rá-
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vel. Para isto lembramos os seguintes conceitos. 
Dizemos que uma função A de [O.~[ em (O,•J. é uma função de 

Young se, existe uma função p de [0, 00 [ em [O,•J. não-decrescente. 
com O< p(t 0 ) < • para algum t 0 ;. O e tal que 

J 
u 

A(u) ª p(t)dt. para todo 
o 

u E: [O,•[. 

As funções A1= O e A2 ª • f;]Q, ... [ não são funções de Young. 
Denotando por Ã a função de [O,•[ em [O,•J dada por 

Ã(u) = sup{uv - A(v) : V E: (Q, ... [}. 

prova-se que Ã e uma função de Young e Ã = A. Esta função Ã e cha-
mada função de Yoüng com12lementar de A. 

Daqui para frente A será uma função de Young, Ã a 
Young complement~r de A, 

função de 

a•sup{u E: [0,oo(; A(u)= O} e b = inf {u E: [0,m[: A(u)= m}. 

Seja (X,E,11) um espaço de medida positiva que não tem átomos 
de medida infinÚa, isto é, i: ê uma a-álgebra de subconjuntos de X, 
µ e uma medida a-aditiva definida em E e com valores em [0, 00 ) e se 
E E: E ·e µ(E)••, então existe F E: E, F cE e tal que 0<u(F)< .... 

A menos de menção em contrário as funções são de X em lR, e a 
terminologia e a notação são como em [HJ. A integral em relação a 
11 e a hal>i tua 1. 

Observemos ainda o seguinte. 

(i) Se uma propriedade P vale u-q.s. (isto é, o conjun­
to E dos pontos de X para os qua i s P não está definida ou p não e 
vcTdJdeira é tal que E E: i: e u(E)= O), então P vale <µ-q.s.>. A recíproco. e 
verdadeira se, e somente se, o espaço de medida (X,E, 11 ) for completo. 

(ii) Se f E: L1 (X,l: , µ) , então f ê u-integrável e a inte­
gral dada em (2 . 6) coincide com a habitual. 

O espaço de Orlicz LA(X,E,µ) e o lR-espaço vetorial das fun­
ções f, definidas em X e com valores em lR, mensuráveis, tais que. 
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para algum k ( ]O,•(, que depende de f , se tenha J A(klfl)d11 < •· Es­

te espaço será denotado simplesmente por LA. X 

o espaço LA com a topologia proveniente da semi-norma li, 1~. se_!! 
do 

llfl~ .. inf{k < ]O,•[: JX A(4i)d11 s 1}. 

é um espaço vetorial topológico completo. 

Para alcançar nosso objetivo é importante observar que 

(i) se E t: t e µ (E) < -' então CE I; LA; 

(ii) se E e i:; • µ(E) ,. • e a> O, então CE I; LA; 

(iii) se E t: t, µ(E) .. - e a= O, então CE '- LA . 

Agora construiremos um espaço de medidas G, de modo_que toda 

f t:LA seja G-integrável, no sentido do parágrafo anterior. 

Lembramos que as demonstrações dos próximos resultados podem 

ser encontradas em [F]. 

Denotamos por i: 1 o conjunto dos E t: r tais que 11(E) < .. por H 

um ideal dei: que contém i: 1 e por G uma medida em H com G<<µ. 

(3.1) Definição . Para E t: te k t: JO,•( definimos 

com a convenção de que 0/0 = O. 

(3.2) Definição. Convencionando que inf ~ z •, denotamos 

a~,. inf {kt: JO,•(:IÂ [*•XJ s 1L 
l J 

Ã Prova-se que se O<aG<•, então . s 1. 
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(3.3) Exemplo. Se ã = O, g € L é não-negativa e 
Ã 

G(E)= jE gdµ , para todo 

G então G << µ , I ( k, E) = 
· Ã 

J · Ã ( ! ) dµ , para 
E 

E € r e k € ] O,• [ , e aÃ ,a 11 g 11 _ 
G A 

(3.4) Definição. Seja H ideal de E que contém i: 1; no caso em que 

a> O, seja H= E. Denotaremos por G (X,E,u,H) o conjunto das medi 
Ã 

das G, definidas em H e com valores em lR, tais que 

(i) G « µ; 

(ii) v(G,.) é uma medida finita em H; 

(iii) i 
G 

< .... 

Com a proposição abaixo e fácil verificar que G (X,E,µ,H) e 
Ã 

um R-espaço vetorial. 

(3 . 5) Proposição. Sejam G1 , G2 e G (X , E,µ,H) e y € lR, 
Ã 

então 

( i) Ã o <=> G 1 (E)= o . E Cl para € l: l G1 

(ii) Ã s Ã Ã Cl ll + Cl 
G1+ G2 G1 G2 

(iii) Ã .. hl Ã Cl Cl 

YGJ G1 
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. Observando que se b<•, então toda ftlA é limitada 11 - q.s, que 
se b •• e G E GÃ.(_X,r,µ,H) então G é µ-contínua (isto é, para todo 
e, JO,•C, existe · & E ]O,•[ tal -que, se E E r e µ(E)< 6, então 
v(G,E) < t), e ainda que se f t: LA, então existe uma sequência (~Jndi 

de funções simples de LA que converge em µ-medida para f, obtém-se 
o seguinte. 

(3.6) Proposição. Se fE lA, então existe uma sequência (fn)nt:N' de 
funções simples de LA tal que 

(i) lfn-fl s lfl e lfnl s lfl, para todo nEN; 

(ii) (f0 ) converge para f 11-q.s. 
nElN 

Se f e não-negativa tem-se 

(iii) Os f s f 
1
sf , para todo n EN. n n+ 

Ainda, para toda Gt:GÃ(X,r,11;H) tem-se 

(iv) f e H-simples e G-in tegrâvel, para todo n t: N; n 

(v) (f) converge em G-medida para f. 
_n nEN 

Para o próximo teorema, com o qual alcançamos nosso objetivo, 
e necess~rio (3.7). 

( 3. 7) Proposição. Se Gt:GÃ(X,r,µ,H), e f ~ LA e simples e nao -nega-
tiva, então 

(i) f xfdv(G,.) s llfllA(2aÃ + e) ' 
G 

sendo que c'"0 se a=0 ou µ(X) < •, e c'"av(G,X) se a>0 e µ(X)=•. 

(3.8) Teorema. Se G EGA-(X,r,µ,H), ft: LA é não-negativa e (f) 
n nt:N 

e uma seqUência de funções simples de LA como em (3.6) , então a se 
qUência (f) satisfaz. (2.11.i), (2.11.ii) e (2.11.iii). 

n n t:?\ 
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Aplicando (.3.6) e (.3,8) a f+ = max{f , 0} e a f_ = max{-f , O}. lem 

branco (.2.12) e (.3.7) obtemos o seguinte resultado . 

(3 . 9) Corolário. Se f € LA, então existe uma seqUência (fn)n € N , 

de funções simples de LA tal que 

(i) lf-f Is ifl e lf Is lfl, para todo n € JN; 
n n 

(ii) (f
0

)
0 

t: N converge para f u-q.s. 

Ainda, para todo G € G (X,l:,µ,H) tem-se 
Ã 

(iii) f e H-simples (1.7) e G-integrável (2 . 1), para 
n 

todo n t: :N; 

(iy) (fn) n € N convege em G-medida para f; 

(v) f é G-integrável ( 2. 6) e para todo E € l: tem-se 

J fdG = lim 
E n ..... 

J f dG ; E n 

(vi.) 1 f x fdGl s Íx i f I dv ( G,.) s llfll czi + e) 
' sendo e 

A G 

como em ( 3. 7) . 

Como conseqUência de (3.9) temos (3.10) . 

(3.10) Prooosição. Se G 1 • G2 € G 
Ã 

(X,l:,µ , H), f € LA• y € ]R e 

E t: i; , então 

( i) JE fd(G1•G2)= r fdG 1 + JE fdG2 JE 

(ii) JE fd(yG 1)= y JE fdG; 

Com (3.11) o espaço GA (X.E.u,H) e um espaço semi-nor~ado. 
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(3.11) Proposição. Se G E GÃ(X,l:,µ,H) e 

então 11- IIÃ ê uma semi-norma em G Ã (X, l:, µ, H) . 

(3.12) Proposição. Se a=0 ou µ(X) < •, entãoª~-) e 11-1~ são nonnas equiva­
lentes emGÃ(X,!:,11,!:1)- Se a>0 e b<"', então 11-1~ e v(.,X) são nonnas equivale~ 
tes emGÃ(X,i:.11,i:). 

Para finalizar verificaremos que existem medidas G não-nulas 
satisfazendo (3.4.i), (3.4.ii) e (3.4.iii). 

Sejam A uma função de Young e H o ideal de!: tal que 
se a=0, e H = l: se a>0. Observando que ~E E LA se, e somente se, 
E EH, temos a seguinte proposição. 

(3.13) . Proposição. Se x* E (L )* e G e a função definida em H por A 
G(E) = x* (tE), então 

(i) G e uma medida finita em H; 

(ii) G«µ; 

(iii) v(G,E) s Zllx*ll-il tEIIA' para todo E€ H; 

(iv) v(G,.) e uma medida finita em H: 

(v)a~ sllx"II<•; 

(vi) GEGÃ(X,l:,µ,H). 
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