INTEGRAGAO EM RELAGXO A MEDIDAS DEFINIDAS EM IDEAIS

Roseli Fernandez
IME-USP

Estudando os trabalhos [R-1] e [R-23, nos quais M.M. Rao apre-
senta uma caracterizagdo do dual de um espago de Orlicz, sentimos a
necessidade, por n3o estarem claras para nos algumas de suas demons
tragoes, de integrar em relagao a medidas definidas em ideais. Isto
deu origem a este trabalho, que faz parte de nossa dissertagzo de
Mestrado [Fl, e que foi baseado nos toplcos relatlvos a4 integracgido
em relagao a medidas finitamente aditivas,- aoresentados por Dunford
e Schwartz em [DS].

As provas dos resultados a seguir estdo em [F].

§1. Medidas definidas em ideais

Aqui X denotarda um conjunto qualquer, A uma algebra de subcon-
juntos de X e H serd um subconjunto nio vazio de A tal que

(i) H € um anel de subconjuntos de X:
(ii) se EcA e FeH, entio EnFed.

Este conjunto H sera chamado ideal de A e este nome € justificado
pelo fato de que A com a diferenga simétrica como operagdao de adi-

¢ao, e a intersecgao como operacgao de multiplicagcdo € um anel comu-
tativo, e H € um ideal de A.

(1.1) Def1n1ga . Dizemos que uma fungdo G de H em [-o =], € uma me-

dida em H se, e somente se, S
(i) G(e)=0;

(ii) se F|,F,eH e Fy nF,=¢, entio G(F), u F;)=G(F;) + G(F;).
Segue de (ii) que G(H) ¢ }J-=,=] ou G(H) € [==,=[.

Para Ec X, denotaremos por O(H.S) o conjunto das seqiléncias fi
Ritas (F1|F2-°"-Fn)- de elementos dois a dois disjuntos de H, tais
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’ n
que | F,<E.
i=1

A menos de mengio.em contririo, G sera uma medida em H.
(1.2) Definigao. A fungado v(G,.) de H em [0,=] definida por

v(G,F) = sup{ ] [G(F )| :(Fy,F2,.. . F ) e D(H,F)},
i=l

€ chamada variacdo total de G. Se

sup{v(G,F):Fe f}<=,

dizemos que G € de variacdo limitada.

(1.3) Proposicao. Tem-se
(i) v(G,.) € uma medida.em H:

(ii) para todo Fe# vale que

v(G,F) s2 inf{ke (0,=[:|G(E)|< k para todo EeH},
com a convengao que inf g= =;

(iii) se g & nao-negativa, entdo v(G,.)= G;

(iv) v(v{G,,),.)= v(G,.).

(1.4) Definigdo. A igualdade
v*(G,E)= inf {(v(G,F): EcF e FeH}

define uma funcio v*(G,.) no conjunto das partes de X. Convenciona-

mos que inf ¢d=w

Verifica-se facilmente que v*(G

(i) v*(G,4)= 0;

»-) € uma medida exterior isto &,
(ii) se E.,EcXe E cE,, entio v*(G,E,) sv*(G,E;);

(iii) se E,, E,c X e EynE,= ¢

entdo v*(G,E,uE,) sV*(G,E\) + v*(G.E,).

A menos de mengio® em contriario, as fungoes serio de X em R.
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(1.5) Definigao. Dizemos que uma sed'&éncia de-funi;aes_(fn)n eN *

converge em G-medida para uma fungio f se, e somente se, para todo

§e10,=[ tem-se

1im v* (G, {xeX: |fn(x)—f(x)|> §}) = 0.

n-+w

Como conseqliencia de (1.5) temos o resultado abaixo que & rele
vante para adaptar as demonstragdes encontradas em [DS].

(1.6) Obsef\ragéo. Se (f) .y € uma seqliéncia de fungdes que con-
i'erge em G-medidd para uma fungdo f, entao dados €, §e 10, exis
te np ¢ N tal que, pata ne N e n=2ng, existe F e H satisfazen-
de |

v(G,Fn) <ce ]fn—fIEFnc < 8.

(1.7) f)efinigio. Dizemos que uma fungio f & H—simples se, € somen-
te se, existem (Fy,Fz,...,F ) ¢ D(H.,X) e (C1,Cp.....C ) ¢ R"  tais

n
que £ = z ciEFi'

(1.8) Definigao. Dizemos que uma fungao f & G-mensuriavel se, e so-
mente se, existe uma seqliencia (fn)ne]N de fungoes H-simples que con
verge em G-medida para f.

§2. Integracgio

(2.1) Definigdo. Dizemos que uma fungao H-simples £, € G-integrdvel
"se, e somente se, para todo ceR com ¢ =0 tem-se v(G,f"1({c}))<=.

Observemos que, se f & H-simples, ceR e c= 0, entdo £ '((c))eH.

Com (2.1) obtemos a observagao abaixo, que também € importante
para adaptar as demonstragdes encontradas em [DSJ.
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(2.2) Observacdo. Se f & uma fungdo H-simples e G-integravel, en-
tao existe Fe H tal que v(G,F) < = e fepe = 0. :

(2.3) Definigao.Seja f uma fungao H-simples e G-integravel. Se

n
£= ) c.& onde (F,Fp,...,F,) ¢ D(H,X) e (c},¢2,.--,¢cy) ¢R" de
i=1 2 %y '

finimos a integral de f (relativa a G) sobre Ee¢ A por

a 2
I £dG = § ¢.G(EnF).
E i=11 *

Convencionamos que 0.« = 0.

E facil verificar que a definigdo acima independe da represen-
tagao de f.

Observemos que a fungdo nula g € H-simples, G-integrivel e a
integral sobre E ¢ A é zero, pois g = gy

(2.4) Proposicao. Se f € uma fungdo H-simples e G-integravel, en-
tdo
(i) f e |f| sdo v(G,.)-integraveis:

(ii) se E ¢ A, entao fep € G-integravel e

[EfdG = foEEdG;
(iii) Jxlfidv(G,.) > 0:
(iv) !fodGl s fofldvtc..);

(v) se g € uma fungao H-simples e G-integrdvel, entio
para todo o, ¢ R. a fungdo of+Bg & H-simples, G-in
tegravel e

j_(af+8g)dG = a[ £dG + SJ gdG;
X JX X

(vi) se Ey},E; ¢ A e E; n E, =@, entao
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£4G +] £4G;
E

J £dG = J
"EIUEZ E 2

1

(vii) se E ¢ A, entio I [£]dv(G,.) s I |fldv(G,.);
E X

(viii) dado e ¢ 10,=[, existe & ¢ 10,=[ tal que se F e H

e v(G,F) < & entio Jﬁlfldv(G,.) < €.

Ainda vale que, se A(E)= I £dG para E ¢ A, entio
E .

(ix) A € uma medida finita em A;

" (x) v(»,E)= JEIf[dv(G,.).

Com o resultado abaixo diremos quando uma fungao € G-integri-
vel.

. - 1 2 - - -
(2.5) Proposigio. Se (fn)nc n ¢ (fn)n€ N Sao seqlléncias de
fungdes H-simples.e G-integraveis, que convergem em G-medida paraa
mesma fungao f e, se ainda para j € {1,2} tem-se
j i
(i) 1lim I |[f - £ |dv(G,.)= 0,
oo x n m
m,n

entdo

1 2.
11) lim G = lim .
(ii) £ d £ 4
x ® "
. X

n-rwe s -+

(2.6) Definicdo. Uma fungdo £ & G-integrivel se, e somente se, exis
te uma seqllencia (fn)n e n de funcoes H-sinples e G-integraveis,

tal que

(1) (£), ¢ p convege em G-medida para f;
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(ii) 1im J £ - £ av(G,.)= 0.
X

m, N+

Se f €& G-integravel, definimos a integral de f (relativa a G)
sobre E ¢ A por

I £dG = lim J fndG.
E E

n-+e=

(2.7) Definicao. Dizemos que uma propriedade P vale G-quase sempre
am X (escrevemos <G-q.s.>) se o conjunto E dos pontos de X para os

quuis P n3o estd definida ou P n3o & verdadeira é tal que v*(G,E)=0.
Tembrando (2.4) e (2.6) obtemos o seguinte resultado.

{2~8) Proposigdo. Se f & uma fungido G-integravel e (). N e
Tma seqliéncia de fungoes H-simples e G-integraveis satisfazendo
(2.6.i1) e (2,6.ii), entio

(i) os sete primeiros itens de (2.4) sdo verdadeiros pa-
ra fungoes G-integraveis, observando que

r

J |£1d6 = 1lim J |£ 1dG;
X _ x "t

n-+«

(
fdv(G,.) = lim J f dv(G,.);
X . X °

n=+<

o
JE[@v(G,) = 1ia _jxifn|dv(s,.).

n-—-r«

Ainda tem-se

(ii) se g € uma fungdo G-integrivel e |f|<|g| <G-q.5.>
entao

*

J | £]dv(G,.) s J lgtdv(G,.);
X X
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(iii) lim Jx[fn - £]dv(G,.)= o.

n-+o

Com (2.9) vemos que os trés Gltimos itens de (2.4) também sido
verdadeiros para fungoes G-integraveis.

(2.9) Proposicao. Se £ & uma funcio G-integravel e A(E) = J fdG ,
E
para E € A, entao
(i) 2 € uma medida finita em A:

(ii) v(x,E)

f [£]dv(G,.), para E ¢ A:
E

(iii) dado ¢ ¢ 10,»[, existe § ¢ 10,o[ tal que),

se Fe H e v(G,F) <&, entido v(r,F)= JFIf{dv@,.)<c.
Ainda tem-se
(iv) dado e ¢ 10,={, existe FE € H com v(G,FE) < = e tal
que V(A,Fec)= JF | Eldv(G,.) < €
E

(v) J |£]dv(G,.)= 0 se, e somente se, para todo
X /

6 ¢ 10,0 vale que v*(G.(x ¢ X: !£(x)| > 6})= 0.

(2.10) Proposicio. Sejam f e g funcoes G-mensuriveis. Se g & G-in-
tegravel e [f| s |g| <G-q.s.>. entio

(i) £ e G-integrdvel.
Além disso, existe uma seqlidncia (£)_ .  de fungdes H-simples e
G-integraveis, com |£ | = 2|£| para todo n-e N, que converge em
n

G-medida para f, e que para E ¢ A tem-se
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(ii) J £4G = lim J £ dG.
E n

E n>o

Segue de (2.10) que f € G-integravel se, e somente se, |f| &
G-integravel.

A seguir fornecemos condigbes necessarias e suficientes para f
ser G-integravel.

(2.11) Proposigao. Se f & uma fungdo e (fn)n e N

de fungoes G-integraveis, entaoc f & G-integravel e

€ uma seqliéncia

lin J Ifﬁ- £l dv(G,.)= 0 se, e somente se, sio verdadeiras as se-
X =

n-+eo

guintes assergoes:
(i) a seqliéncia (fn)n . N converge em G-medida para f;

(ii) para todo e ¢ 10,=[, existe 6 ¢ 10,=[ tal que
se FeH e v(GF) <3, entao

J'!fnldv(c,.)< €, para todo n e¢ IN;
F ™

(iii) para todo ¢ ¢ 10,«([, existe Pe e H tal que v(G,FE)<m

e J ,clf |dv(G,.) < e, para todo n ¢ N.
F n
4

Como conseqliencia de (2.11) obtemos o resultado abaixo, que &
conhecido como o Teorema de Vitali.

2.12) Proposicio. Sej a énci
( ) Proposicio ejam f uma fungio e (fn)n e N uma seqliencia

de fungoes G-integraveis satisfazendo (2.11.i),(2.11.ii)e (2.11.1ii),
entao f & G-integrivel e para todo E ¢ A tem-se

{
| £dG = 1lim J f dG.
J E n

E n-re

0 teorema seguinte segue de (2.12)-,
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(2.13) Teorema. (Teorema da "Convergéncia Dominada'') . Sejam f uma
fungio e (fn)n ¢ N Uma seqliencia de funcdes G-mensuriveis que con

verge em G-medida para f. Se g & uma fungao G-integravel,

com
|fn|s |gl <G-q.s.> para todo n e IN, entio

(1) £ & G-integrivel:

(ii) para todo E ¢ A tem-se

I fd¢ lim J f dG.
E E ¢

n-N;D
A proposigao abaixo € interessante.

(2.14) Proposicdo. Se G & uma medida em A que & uma extensio de G
e f € uma fungio G-integravel, entdo f & G-integravel,
E € A tem-se

e para todo

J fdG = J‘fdﬂ,
E E

sendo que a integral relativa a § coincide com a dada por Dunford
e Schwartz em [DS] , pois G esta definida em A.

Notemos que, se G € uma medida em H e de variagao limitada, en
tao existe uma extens3o Gde G em A. De fato, se G; % (G+v(G,.) e
Gz= %-(V(G,.) -G), entdo G, e G, sao medidas em # ndo-negativas, G= G1 - G2
v(G,.)= G, + G;., e a medida G definida em A pela igualdade

3

_E(E)= sup(G,;(F): F<E e FeH} - sup {G,(F): F<E e FeH},

€ uma extensio de G.

§3. Um exemplo

A teoria de integragdo acima foi essencial para a obtengao de
uma caracterizagao do dual de um espago de Orlicz L(X,z,u), que

foi o nosso objetivo em [(F]. A seguir mostramos que para medidas G,
definidas em determinados ideais, toda f e LA(X.E,u) € G-integra-
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vel. Para isto lembramos os seguintes conceitos.

Dizemos que uma fung3o A de [0,~[ em [0,=], & uma fungao de
Young se, existe uma fungio p de [0,=( em [0,=], nio-decrescente,
com 0 <p(ty) <= para algum ty, # 0 e tal que

u %
A(u) = J p(t)dt , para todo u e [0,=[.
0

As fungoes Aj= 0 e Ay== €30 o[ nao sao fungdes de Young.
Denotando por A a fungado de [0,»[ em [0,=] dada por
A(u)= sup{uv - A(V): v € [0,=[},

prova-se que A & uma fungdo de Young e A = A. Esta fungdo A & cha-
mada funcio de Young complementar de A.

Daqui para frente A serz uma funcdo de Young, A a fungao de
Young complementar de A,

a=sup {u e [0,»[: A(u)= 0} e b=inf {(u € [0,=[: A(u)= =}.

Seja (X,r,u) um espaco de medida positiva que nao tem atomos
de medida infinita, isto &, £ & uma o-dalgebra de subconjuntos de X,
v € uma medida o-aditiva definida em I e com valores em [0,=»] e se
E e e u(E)= », entido existe F ¢ I, F cE e tal que 0 <u(F)< =,

A menos de mengao em contririo as fungoes sao de X em R, e a

terminologia e a notagio sio como em [H]. A integral em relagio a
u € a habitual.

Observemos ainda o seguinte.

(i) Se uma propriedade P vale u-q.s. (isto &, o conjun-
to E dos pontos de X para os quais P nio estj definida ou P nao

verdadeira € tal que E¢ £ e u(E)= 0), entdo P vale <u-q.s.>.
verdadeira se, ¢ somente se.

€
A reciproca @
0 espago de medida (X,z,u) for completo.

(ii) Sse f ¢ Ly(X,z,u), entdo f & u-integravel e a inte-
gral dada em (2.6) coincide com a habitual.

0 espaco de Orlicz LA[X.E.u) € o R-espago vetorial das  fun-

coes f, definidas em X e com valores em R. mensuraveis, tais que,
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para algum k € ]0,~(, que depende de f, se tenha J A(k[£f])du < =. Es-
te espago serd denotado simplesmente por Ly %
0 espago L, com a topologia proveniente da semi-norma H.Ih.seg
do '

lI£ll, = inf(k e 10,=: J A(]j-fc—i)du < 1},
X :

é um espago vetorial t0p016giﬁo completo.
Para alcangar nosso objetivo € importante observar que
(i) se Ec¢f e u(E) < =, entao Eg € LA;
(ii) se Ee¢t, u(E) = = e a >0, entao Ep € LA;

= @ a=0, entao EE ¢ L

(iii) se Ee¢ L, u(E) A"

Agora construiremos um espaco de medidas G, de modo que toda
pag .
f ‘LA seja G-integrdavel, no sentido do paragrafo anterior.

Lembramos que as demonstragodoes dos proximos resultados  poden
ser encontradas em [F].

Denotamos por £, o conjunto dos E e L tais que u(E) < «, por H
um ideal de [ que contém £, e por G uma medida em H com G<<u.

(3.1) Definicao. Para E ere k € ]0,=( definimos
o’ ;
IK[ %,E] = sup{ z A[ G(E )I]U(Ei);(EI.Ez,--.,En) € D(ZI,E)},

i=1 |ku(Ej)

com a convengdo de que 0/0 = 0.

(3.2) Definigao. Convencionando que inf ¢ = <, denotamos

X _ . { ) G 1
g inf Lke ]O,m[.IR [E,X] < 1J.

A s [c]
Prova-se que se O<ag<=, entao Iilf—i,fis 1.
* a
G
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(3.3) Exemplo..Se a=0, g e L_: é nao-negativa e
. A

G(E)= I gdy , para todo E € I,
E

entao G <<y , I_ (
- A

=l

E) = J'R(ﬁ)du.para
E

Eezeke 10,0, e o = llegll._ .
G A

(3.4) Definicdo. Seja H ideal de r que contém I;; no caso em que

a >0, seja H= [. Denotaremos por G_ (X,I,u,H) o conjunto das medi
A

&as.G, definidas em H e com valéres em R, tais que
(1) G << p;
(ii) v(G,.) € uma medida finita em H:
‘(i) 0P < .
G
Com a proposicio abaixo & ficil verificar que G (X,f,u,H)

um R-espago vetorial.

(3.5) Proposicao. Sejam Gy, Gy € G_ (X,z,u,f) e vy ¢ R,
A

entao _
A .
(i) « =0 = G (E)=0 . para Eer:
G,
(ii) oA s oM A
G+ G, G, Gy
(1ii) o = |y| QA .

(']
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. Observando que se b <=, entio toda f e LA e limitada u-q.s, que
se b=e e GeGs: (X Z,u,H) entao G € u-continua (isto &, para todo
¢ € J]0,»[, ex1ste § € ]0,»( tal que, se E ¢ I e u(E)< s, entiao
v(G,E) <e). e ainda que se fe¢ LA' entao existe uma seqiléncia (fnJ

de funges simples de LA que converge em w-medida para f, obtém- se
o seguinte.

(3.6) Proposicao. Se fe L A’ entao existe uma seqliencia (f’)EN. de
fungdes simples de L tal que

(1) [£,-£[ s |£] e |£,] = |£], para todo neN ;
(i1) (£y) converge para f u-q.s.
nelN
Se £ € nao-negativa tem-se

(iii) 0s £ sf . <£, para todo n ¢ N.

Ainda, para toda G eGR(X,z,u;H) tem-se
(iv) £ € H-simples e G-integravel, para todo ne N;

{(v) {fn) converge em G-medida para f.
- neN

Para o proximo teorema, com o qual alcangamos nosso objetivo,
€ necessario (3.7).

(3.7) Proposicado. Se G ¢ GR(X.Z.u.H). e fe LA € simples e nao-nega-
tiva, entao

(i) f £4v(G,.) s [I£1], (20" + o,
' X G
sendo que c=0 se a=0 ou u(X) <=, e c=av(C,X) se a>0 e p(X)==.

(3.8) Teorema. Se G EGR(X.E.U,H). fel

A € nao-negativa e (fn)

ne N
€ uma seqliencia de fungoes simples de LA como em (3.6), entiao a se

qléncia (fn) satisfaz (2.11.i), (2.11.ii) e (2.11.iii).
nelN
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Aplicando (3.6) e (3.8) a £ = max{f,0}ea £_ = max{-£,0}, lem

branco (2.12) e (3.7) obtemos o seguinte resultado.

(3.9) Corolario. Se f « Ly entio existe uma seqlléncia (fn]nE N

de fungdes simples de L, tal que
(1) |£-£ {<|f] e |£ |=|£f] , para todo n e IN;
(ii) an)n.e N converge para £ u-q.s.

Ainda, para todo G ¢ G_ (X,f,u,H) tem-se
’ A

(iii) fn € H-simples (1.7) e C—integrével (2.1), para
todo n € N;

(iv) (fn)n ¢ N convege em G-medida para f;

(v) £ &€ G-integravel (2.6) e para todo E ¢ ¢ tem-se

J £dG = lim f £ dG;
E Jg ®

T

(vi) | I £4G] < [ I£]dav(G..) s [IE]] (2a® + ¢) . sendo <
X X A G

como em (3.7).
Como conseqiiéncia de (3.9) temos (3.10).

(3.10) Proposigao. Se G,, G, € G_ (X,L,u,H), f e Ly » Y eR e
A

E ¢ I, entao

€5 [ £4(Gy+Gy)= | £dg, «+ [ £4G, |
E JE E

(i1) JE FA(vG )= v ]E £dc,

Com (3.11) o espago GX (X.2.u.H) €& um espago semi-normado.
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(3.11) Proposicao. Se G ¢ G(X.I.u,H) e
lell; = SUP{]fodG{:fe. Ly e llElys »,
ent3o H.Ih € uma semi-norma em GK(X,z,u.H].
(3.12) Proposigdo. Se a=0 ou u(X) < =, entio «

lentes em Gz(X,E,u,1;). Se a>0 e b<w, entdo H.lh
tes emGR(X.Z.u.):).

?_) e H.[h s3o normas equiva-
e v(.,X) s3o normas equivalen

Para finalizar verificaremos que existem medidas G ndo-nulas
satisfazendo (3.4.1i), (3.4.ii) e (3.4.iii).

Sejam A uma fungao de Young e H o ideal de t tal que H =1,
se a=0, e H = ¢ se a>0. Observando que g € LA se, e somente se,
E ¢ H, temos a seguinte proposigio.

(3.13).Proposigao. Se x* « (LA)* e G & a fung3o definida em H por
G(E) = x*(EE), entao

(i) G e uma medida finita em H;

(ii) Ge<us
(iii) v(G,E} < 2Z||x*||.il EEH , para todo E ¢ H:
(iv) v(G,.) e uma medida finita em H;:

(V) af s lx*ll < =

(vi) GeGg(X,z,u,H).
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