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Elementos imaginarios impréprios

1. Em Geometria, os elementos imaginarios podem ser estudados
de dois modos: — um analitico, “revestimento geométrico de fatos
puramente algébricos”, outro sintético, em que os elementos imagi-
narios sio representados por figuras reais, no sentido primitivo do

termo.

2. Neste trabalho, propémo-nos estudar a teoria dos imagindrios
impréprios, segundo a orientagio cldssica de Staudt.

Limitando-nos ao estudo dos imagindrios imprdprios, pressupo-
mos os conceitos de ponto, reta e plano complexos. bem como as defi-
nicoes de periinéncia e paralelismo para esses elementos que, como €
sabido, satisfazem os postulados de pertinéncia.

3. Nos compéndios, em geral, as propriedades dos elementos
imaginarios sio estudadas analiticamente; isto ndo apresenta, sob o
ponto de vista logico, nenhuma inconveniéncia, mesmo que se consi-
dere o problema com “espirito geométrico” — porque as Geometrias,
¢ este o conceito moderno, tém por objeto o estudo das propriedades
dns figuras, invariantes com determinados grupos de transformugaes,
e ndo se caracterizam pelo método empregado nas demonstragdes des-
sas propriedades.

Si os métodos ndo caracterizam as Geometrias, a unidade deles

¢, no entanto, um carater de perfeicdo, que devemos respeitar.

Tendo em vista, a lacuna que sentimos, em Geometria, no estudo
sintético do imaginarismo — o fantasma do imaginarismo, na ex-
pressio de Steiner, escolhemos este assunto para nossa tese, no con-
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curso para provimento da cadeira nimero 2, da Escola Politécnica da
Universidade de Sdo Paulo. '

Limitamo-nos ao estudo dos imagindrios impréprios, porque
110550 objetivo principal, neste trabalho, é expor de maneira sintética,
as propriedades do circulo absoluto, das quais resultam de maneira
répida- e elegante, as propriedades métricas das figuras, como sabe-
mos, relacionadas com a nogdo de perpendicularismo, que estendemos
a0 espago complexo, com a introdugio do absoluto.

4. Defini¢ées. Os pontos imaginarios definidos por involugdes
absolutas dizem-se pontos ciclicos.

Os planos imaginarios definidos por involugdes ortogonais, di-
em-se planos isotropos. Os planos isétropos tambem sdo chamados

j]unos de jasedura ou orientagio absoluta. '

As retas definidas por involugdes circulares e as retas de segunda
espécie, que pertencam a um ponto ciclico, dizem-se retas isétropas.

As retas isotropas tambem sio chamadas retas de dire¢do abso-
luta.

As retas isétropas impréprias dizem-se retas ciclicas.

Escolio. O plano impréprio, no espago complexo, pode ser
considerado um plano isétropo, e como tal, elemento imagindrio.

5. Teorema. Na exposicio sintética dos imaginarios impro-
prios, é de importancia capital a seguinte proposigdo do espago real:
dadae wma involugcdo de planos, elitica e ndo ortogenal, por todo ponto
proprio de sew eixo, passam dois planos, que cortam a involugdo dada,
segundo wma involugdo circular.

Demonstremos o teorema enunciado.

Seja, com efeito, uma involugio I, elitica e ndo ortogonal, em
torno de wma reta o.

Nesta involugdo havera dois planos « e 8, conjugados e orto-
gonais: — o par comum i involugio dada I,, e & involugio ortogonal
em torno do mesmo -eixo.

Na involugo I,, haverd ainda dois planos y e &, conjugados e
simétricos em relagdo aos planos a e B: — o par comum a involugio
I, e a involugdo hiperbdlica, cujos elementos duplos sio a e 3.
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O grupo (a, 8, y, 8) €, portanto, harménico e como « e f, sdo
ortogonais, eles sio os planos bissetores dos angulos formados por
yed

Nio sendo I, ortogonal, os planos y e é ndo podem ser perpen-

diculares e um dos angulos formados por a e os planos y e & sera
™ ; e z :
menor que —-; seja, por suposicio, o angulo formado pelos pia-

nos o e y.
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Pois bem. no plano a, por um ponto 0 do eixo, levantemos a
reta a perpendicular ao eixo. Si cortarmos agora, os planos consi-
derados, por um plano ¢ da reta a, como esta reta € perpendicular
ao plano 8, intersegio b == .0 serd perpendicular a reta a.

Fagamos agora y.o=c e d.0=d ; porque o grupo (a, 8, 7, 9)
¢ harménico, (a, b, ¢, d) tambem sera harmoénico.

Como ja observamos, as retas a e b sdo perpendiculares e sendo
(a, b, ¢, d) = — 1, as retas a e b sfo as hissetrizes dos angulos

formados por ¢ e d.



Ora, se desejamos cortar os planos de I,, de modo que a invo-
lucdo obtida seja circular, é necessdrio e suficiente que o angulo das
"l m

retas a e ¢ seja igual a —

/

— ]
i 1

=g
Fig. 2

Construamos, pois, um céne de revolugio, com vertice em 0, e

eixo a, cujo angulo seja igual a 45°¢
As intersegbes desse cone com o plano y determinam duas retas
. - /N m ’
reais, sy € Sz, pois o dngulo ay < T Essas retas s; e sy determi-

namn com a reta a, os dois planos procurados. cuja existéncia e dua-

lidade queriamos demonstrar.

6. Teorema. Os planos da proposi¢io anterior pertencem a
dois feixes improprios.
Imediato.

7. Teorema. Dada uma involugio circular de planos, por todo
ponto de seu eixo, passa um sé plano que corta a involugdo, segundo
uma involugdio circular. (Espago real).
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Basta considerar a demonstragio do teorema do numero 5, no
. . ™ ,
caso do angulo formado por a e y ser igual a — (ue € 0 NOssO casd,

si a involucio de partida é ortogonal.

Nessa hipétese, é imediato que o plano impréprio tambem goza da
propriedade de cortar a involugio dos planos, segundo uma involucio
circular e nio precisamos fazer, no teorema, a restrigdo do ponto do

eixo ser préprio.

8. Teorema. Os planos do teorema anterior formam um s6 feixe
impréprio, de planos perpendiculares ao eixo.
Imediato.

9. Teorema. As retas isétropas definidas por involugdes cir-
culares, sdo retas de primeira espécie.

As retas isétropas definidas por involugbes circulares contém um
ponto real, o centro das involugBes que as determinam; portanto, séo

retas de primeira espécie.

10. Teorema. Si um ponto é ciclico, seu conjugado tambem ¢é
ciclico.

Um ponto ciclico é, por definigio, uma nwvolugdo absoluta orien-
tada. Seu ponto conjugado, ainda, por defini¢do, € a mesma involu-
cdo, orientada no sentido oposto e, portanto, é um ponto ciclico, si a
involugio que lhe corresponde é absoluta.

11. Teorema. Si um plano é isdtropo, seu conjugado tambem
é isotropo.
Demonstragio analoga a anterior.

12. Teorema. Si uma reta é isotropa, sua conjugada tambem é
isotropa.

Uma reta isotropa é, por definigdo, uma involugio de retas, cir-
cular e orientada, ou uma reta de segunda espécie, que passa por um

ponto ciclico.
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. Na primeira hipotese, a reta conjugada é definida pela mesma
involuciio, orientada no sentido oposto e, portanto, ainda é isdtropa, si

.

a involugio que lhe corresponde € circular.

Na segunda hipétese, a reta isotropa é determinada por dois de seus
pontos, dos’ quais podemos supor que um seja ciclico, sua reta conjuga-
da, por definicdo. € a reta determinada pelos conjugados destes dois
pontos. Ora, de acordo com o teorema do niimero 10, o conjugado de
um ponto ciclico € ciclico e, portanto, a reta conjugada de uma reta is6-
tropa de segunda espécie, ainda € isdtropa, de segunda espécie.

Escélio. Admitimos conhecida a proposigio, que afirma ser de
segunda espécie, a reta conjugada de outra reta de segunda espécie.

13. Teorema. Toda reta isétropa, nio ciclica, tem um s6 ponto
impréprio.

Uma reta imagindria prépria tem um sé ponto impréprio; ora,
toda reta isotropa é imagindria e como, por hipétese, consideramos reta
isotropa ndo ciclica, 1. é., reta propria, ela tera um sé ponto improprio.

14. Teorema. Todos os pontos de uma reta ciclica sio im-
proprios.

As retas ciclicas sfo retas imagindrias impréprias; portanto, todos
seus pontos sdo improéprios.

15. Teorema. O ponto improprio de uma reta isotropa, nio
ciclica, é um ponto ciclico.

Si a reta é de segunda espécie, de acordo com a prépria definicio,
seu ponto impréprio é ciclico.

Si a reta é isOtropa, de primeira espécie, obtem-se seu ponto im-
proprio, cortando-se a reta isdtropa pela reta imprépria de seu plano
suporte. Ora, sendo a reta isétropa, de primeira espécie, sua involugio
é circular e a involugio na reta imprépria é a involugdo absoluta. Si
a involugio na reta imprépria é a involugdo absoluta, o ponto é ciclico.

16. Teorema. Os pontos ciclicos, de retas isotropas conjugadas,
sio pontos conjugados.

o 1) e



Como ji vimos, ha retas isétropas de primeira e de segunda es-
pécie. No caso de serem elas de primeira espécie, as retas conjuga-
das sio definidas pela mesma involugdo circular, orientadas de maneiras
opostas (postulado da ordem), e porque temos, num mesmo ¢ixo, a
mesma involugio, orientada de maneiras opostas, os pontos ciclicos
sio conjugados. '

No caso, agora, de serem as retas isotropas, de segunda espécie,
.si uma passa por um ponto ciclico, a outra passa pelo seu conjugado
e, portanto, os pontos ciclicos dessas retas sio poutos conjugados.

17. Teorema. Quando existe, a intersegdo de uma reta isotro-
pa prépria, com uma reta imprépria, ¢ um ponto ciclico.

A intersecio deve ser um ponto impréprio. O tnico ponto im-
préprio de uma reta istropa prépria € seu ponto ciclico. Logo, este é
a intersegdo, quando ela existe.

18. Teorema. Os pontos ciclicos de um plano separam harmo-
nicamente dois pontos reais, conjugados na involugio absoluta desse
plano.

Para demonstrarmos a proposigao, tomemos na reta impropria de
um plano a, um ponto ciclico C7 € mais dois pontos reais A o ‘¢ Beo.
correspondentes a retas perpendiculares, e determinemos o conjugado
harmonico de C%, em relagio a Ay € By .

Construamos, pois, um quadringulo plano completo,: com dois
lados opostos por A o, | dois outros lados opostos por B o, um quinto
por C*, e provemos que o filtimo lado passara pelo conjugado de
C%  i.e., pelo outro ponto ciclico do plano.

Sejam a e a’ duas retas por A o . De um ponto L de a, pro-
jetemos B 4 sobre a’ e determinemos o ponto M ; ainda de L., proje-
temos o ponto C*, sobre a’ e determinemos o ponto N* imaginario.

N = (M S)
A, R
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, r b %
N,

a M
N\
R
Em seguida projetemos N* de B, sobre a e determinemos K*

L
FAS(C)
Ay N

Este ponto K*  projetado de M sobre a reta A | B_, di-nos o
conjugado de C% em relagio aos pontos A o e By .

tambem imaginario.

Ora, a involugio em torno de M, quando se projeta o ponto K*
é uma involugio circular, sendo a reta a’ perpendicular a ML e a
reta MN, perpendicular a MU, como resulta de consideragdes elemen-
tares sobre propriedades de retingulos.

Si a involugio em torno de M é circular, o ponto obtido na reta
Ao B é um ponto ciclico; como C’ nio pode ser conjugado dele
mesmo, em relagio aos pontos A e B . projetando-se K* de M
sobre a reta imprépria do plano, obtemos o outro ponto ciclico desse
plano. :

= ==



19. Teorema. A condigio necessaria e suficiente para que duas
retas reais sejam perpendiculares, é que seus pontos improprios sepa-
rem harmonicamente os pontos ciclicos dos planos paralelos que as
retas determinam.

Consequéncia da proposigdao anterior.

20. Teorema. Os pontos ciclicos de um plano sio os pontos
duplos da involugio absoluta desse plano.
Corolario do teorema do namero 18.

21. Teorema. Por uma reta real e propria, passam dois planos
isotropos e sé dois, conjugados entre si.

Com efeito, em torno de uma reta o, real e propria, existe uma s6
involugdo ortogonal nio orientada. Como pelo postulado da ordem,
podemos orientd-las de dois modos diversos, temos, portanto, duas e
s6 duas involugdes ortogonais orientadas em torno de o.

Ora, de acordo com as definigdes do namero 4, os planos corres-
pondentes a estas involugGes sdo isotropos e conjugados, e, portanto,
fica demonstrado que por uma reta real e prépria, passam dois e s6
dois planos is6tropos, conjugados entre si.

22. Teorema. Os planos isétropos de uma reta o, real e pro-
pria, separam harménicamente dois planos reais, conjugados na invo-
lugio ortogonal em torno dessa reta.

Proposigio dual (no espago) do teorema do nimero 18.

23. Teorema. A condig¢io necessaria e suficiente para que dois
planos reais sejam perpendiculares é que separem harmonicamente os
planos isétropos da reta que determinam.’

Consequéncia da proposi¢io anterior.

24. Teorema. Os planos isdtropos de uma reta o, real e propria,
sdo os elementos duplos da involugdo ortogonal em torno dessa reta.

Corolario do teorema do ntimero 22.

25. Teorema. A condigio necessaria e suficiente para que umna

¢Onica seja um circulo é que passe pelos pontos ciclicos de seu plano.
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LEsta proposigido é sob férma imagindria, o conhecido teorema: a
condi¢io necessdria e suficiente para que uma conica seja um circulo,
é que a involugio subordinada na reta imprépria de seu plano, seja a
involugio absoluta.

Demonstremos o teorema.

Seja uma conica arbitraria y, que passe pelos pontos ciclicos de

seu plano.
A involugio subordinada na reta impropria de seu plano é, por-
tanto, a involugo absoluta, e a cénica é uma elipse -— ou seja, uwma

conica com centro.

Tomemos, entio, dois pontos reais A e B de ». Ora, a reta
que une o centro O da cénica ao ponto médic M do segmento AB,
di-nos a diregio do didmetro conjugado aquele que é paralelo & reta

AB.

A\/',.V,B

Fig. 4

Pelas condigdes da hipotese, AB e OM sdo, portanto, diregdes
conjugadas, e assim podemos concluir que OA = OB.

Fixado o pento A e fazendo variar o ponto B sobre y, conclui-
mos que a conica é o lugar dos pontos de seu plano, cuja distancia
ao ponto O é a constante QA, i.e., a circunsferéncia de centro O
e raio OA.

— 14



Reciprocamente, seja uma circunsferéncia C de centro O e raio r.
Tracemos nela dois didgmetros a € b perpendiculares, de pontos

improprios Ag € By -

\\
N b
T. N
oo\\ ~ a
/
\é /0 Ao
~ //

7™
Fig. 5

Na circunferéncia C, tomemos entio um ponto T, distinto das
intersecdes dos didmetros a e b com a circunferéncia; seja t a tangente

A curva nesse ponto T, real, por hipotese.
Consideremos, agora, a correlagio ou reciprocidade

0= (B o A o O T)
1 b AgBy
Sendo o tridngulo OA B, auto conjugado, esta correlagio é
uma polaridade, segundo o teorema fundamental da polaridade.
Seja y a conica dessa polaridade; provaremos que ela é uma cir-

cunferéncia e se confunde com C.

Com efeito, a involugio I,, subordinada em torno de O, faz cor-
responder ao didmetro a, o didmetro b. Como ao didmetro OT', na
polaridade £, pelo teorema da reciprocidade, corresponde o polo

— 15 —



T Be . t = Te ., na involugio I,. o dilmetre GT € comuga b

de OT.,.
b OT..
M, = ( )
a OoT

Sendo OT e OT ,, ortogonais, a involugio dos didmetros conju-
gados é circular e, pela primeira parte do teorema, y — a cdnica fun-
damental da polaridade £, é uma circunferéncia.

Ora, o centro dessa circunferéncia € o ponto O e como ela passa
por T, é a prépria circunferéncia C ; fica assim provado que a circun-
feréncia C é uma conica, cdnica da polaridade €2, perfeitamente defi-
nida pela circunferéncia.

Como y, por construgio, passa pelos pontos ciclicos de seu plano,
a circunferéncia que se ronfunde com ela, tambem passa por estes
pontos.

Escélio. Na demonstragdo supomos a conica com o lugar de
pontos reais e wmagindrios, considerando-se pontos imagindrios do curve
aqueles determinados nas retas externas, pelas involugdes subordina-
das nessas retas, ovientadas as involucdes, nos dois sentidos possiveis,
de acordo com o postulado da ordem.

"26. Teorema. Toda conica, pela operacio de projecio e secio,
pode se transformar num circulo e reciprocamente.

Seja y uma cOnica qualquer num plano » e tomemos nela, dois
pontos A* e B*, imagindrios, préprios e conjugados.

Seja, agora, S um ponto real ¢ préprio, fora de =, de modo que
as retas SA* e SB* sejam #sétropas. Desse ponto S, projetemos y
sobre um plano o, real e paralelo ao plano S.A*B*.

Ora, no plano o, vamos obter uma cénica C, de acordo com o
teorema das polaridades transformadas. Como ¢ é paralelo as retas
isdtropas SA* e SB*, as projecbes de A* ¢ B* no plano ¢ sio os
pontos ciclicos desse plano.

Si A* e B*, por hipotese, pertencem a y, suas projecdes em o
pertencem a C.
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Ora. estas projecdes, como vimos, sio os pontos ciclicos do pla-
no o ; si a conica C pertence aos pontos ciclicos de seu plano, ela € uma
circunferéncia, de acordo com o teorema anterior.

A reciproca ¢ imediata. Seja um circulo C. Em seu plano o,
tomemos uma reta s, real e prépria e de um ponto S tambem real ¢
fora de o, projetemos C, sobre um plano =, paralelo a s.

Nesta hipétese, a reta s é a reta limite do plano ¢, na homografia
que estabelecemos por projecio e se¢do, entre os planos o e =.

Ora, segundo a reta s seja externa, taugente ou secanfc em relagao
an circulo C, a conica obtida em =, serd elipse, parabola ou hipérbole.

27. Observagdo. Outras aplicagdes poderiamos fazer, no espago
real, do conceito de pontos ciclicos e retas isdtropas. como por exemplo,
na teoria das congruéncias direta e inversa (no plano) e dos fécos das
conicas. Deixamos, no entanto, de fazer essas aplicagbes, porque
nosso objetivo, neste trabalho, é expdr de maneira sintética, os funda-
wientos dos tmagindrios impréprios e ndo suas aplicagdes, que se tor-
nam elementares, conhecidas as propricdades, que apresentamos em
nossa tése.

Por questio de necessidade para o fim que nos propuzemos,
nutras aplicagdes. no entanto, serdo feitas adiante.

28. Teorema. Num plano isétropo, proprio, existe uma infi-
nidade de retas isotropas, de primeira espécie.

Para uma reta imaginaria, de primeira espécie, pertencer a um
plano imaginario, é preciso que suas involugdes sejam perspetivas;
para uma reta isétropa, de primeira espécie, estar, portanto, num
plano isétropo, € preciso corta-lo por um plano real, de modo que a
involucio obtida seja circular.

Ora, de acordo com o teorema do namero 7, dada uma involugao
ortogonal de planos, em cada pontc do eixo, ha um plano real nestas
condices: logo, em cada ponto ha uma reta isbtropa de primeira
cspécie, pertencente ao plano e, portanto, num plano isotropo, ha uma
infinidade de retas isétropas de primeira espécie.

29. Teorema. Num plano isétropo, as retas isotropas de pri-
meira espécie sio paralelas, i. €., pertencem a um feixe improprio.

— e =



Pelo teorema anterior, vimos que num plano isétropo, as retas
isétropas de primeira espécie sio obtidas, por segio, com um plano,
em que a involugdo subordinada seja ortogonal; ora, pelo teorema do
niimero 7, estes planos sio paralelos e, portanto, os pontos ciclicos
das retas isétropas se confundem e as retas isdtropas sio paralelas.
i. é, pertencem a um feixe impréprio.

30. Teorema. Num plano isétropo préprio, ha uma infinidade
de retas isotropas, de segunda espécie.

Consideremos um plano isétropo =* e por um ponto O, préprio
€ real, uma reta tambem prépria e real, ndo-coplanar em relacio ao
eixo do plano isétropo.

Si projetamos dessa reta o ponto ciclico do plano isétropo, vamos
obter outro plano imagindrio que passa por um ponto ciclico. Ora,
estes dois planos determinam uma reta de segunda espécie, que, por
construgdo, passa por um ponto ciclico e pertence ao plano isétropo.

Si fizermos variar a reta da estrela O, de modo que permanega
nao coplanar ao eixo do plano isétropo, cada reta determina outra
reta isotropa de segunda espécie, pertencente ao plano isétropo.

Como ha uma infinidadel de retas da estrela O, nestas condigdes,
ha uma infinidade de retas isotropas pertencente a um plano isétropo.

Escélio. O conjunto de retas isotropas, de segunda espécie, per-
tencentes a um plano isétropo, é duplamente infinito.

31. Teorema. A reta imprépria de um plano isétropo é ciclica.

Obtemos a reta imprépria de um plano isétropo, cortando-o pelo -
plano impréprio; a reta obtida é imprépria, e como a involugio que
The corresponde é circular — involugio de retas improéprias determi-
nadas por planos ortogonais, podemos concluir que a reta é ciclica,

i. é., isétropa e imprépria.

32. Teorema. As retas isétropas,. de primeira espécie, proprias,
em planos isétropos paralelos, sio retas paralelas.

Si os planos s3o paralelos, seus eixos sdo paralelos. Ora, as retas
isétropas de primeira espécie proprias, nesses planos, sio obtidas, por
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se¢do, com planos reais perpendiculares aos eixos dos planos, e por con-
sequéncia, planos paralelos.

Na reta imprépria desses planos reais, as retas isotropas deter-
minam uma sé involugdo orientada, a involugdo circular, cujo sentido
é o das involugdes de planos isétropos paralelos que, sendo paralelos,
determinam uma s6 involucdo orientada no plano impréprio, a invo-
lugio da reta ciclica por onde eles passam.

Si estas retas pertencem a um sé ponto ciclico, elas sdo paralelas.

Escélio. Si considerarmos uma reta como paralela a si mesma,
podemos dizer que as retas isotropas de primeira espécie, em planos
isdtropos paralelos, sio retas paralelas, sem a restricio de as retas
screm préprias, incluindo-se, portanto, entre elas as retas ciclicas, que
se confundem, no caso do paralelismo entre planos isétropos.

33. Teorema. Os planos proprios, que passam por uma reta
ciclica, séo isétropos.

Os planos préprios, que passam por uma reta ciclica, sdo todos
imaginarios, pois, uma reta ciclica é reta de primeira espécie, e s6
he pertence um plano real, neste caso o plano impréprio.

Ora, si um plano é imagindrio e pertence a uma reta ciclica, sua
involucio deve ser perspetiva a involugdo da reta.

Neste caso. os eixos dos planos imaginarios devem passar pelo
centro impréprio da involugio que corresponde A reta ciclica, e os
planos conjugados na involugido que determina o plano imaginario sio,
portanto, perpendiculares, pois, correspondem as retas impréprias de
uma involugdo circular.

Os planos imaginarios, portanto, sio isdtropos, de acordo com a
definigio do nimero 4.

Escélio. Si considerarmos o plano impréprio como isétropo,
podemos dizer: os planos, que passam por uma reta ciclica, sdo is6-
tropos, sem a restrigdo, que impuzemos no enunciado, de serem os

planos proprios.

34. Teorema. Todo plano préprio, paralelo a um plano isdtro-
po, é isétropo.
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Si um plano préprio é paralelo a um plano isétropo, a interse¢io
deles é a reta ciclica desse plano. Ora, si um plano préprio pertence
a uma reta ciclica, ele é isdtropo, de acordo com o teorema do na-
mero 33 .

Escélio. Considerando-se o plano impréprio como isétropo, po-
demos dizer : todo plano paralelo a um plano isétropo é isotropo.

35. Teorema. As retas imaginirias préprias, que passam por
vm ponto ciclico, sdo isétropas.

Com efeito, si a reta for de segunda espécie, segundo a defini¢io
do nimero 4, ela é isétropa; si, no entanto, for de primeira espécie,
ela é obtida projetando-se o ponto ciclico de um ponto real e préprio.
Ora, neste caso, projetando-se a involugiio absoluta, obtemos uma
involugéo circular, € a reta é isétropa.

Escélio. O ponto donde projetamos o ponto ciclico, deve ser
Srdprio, porque por hipodtese, a reta imagindria é proépria.

36. Teorema. Toda reta propria, paralela a uma reta isétropa
proépria, é isétropa.

Si uma reta propria s, é paralela a uma reta isétropa. ela passa
pelo ponto ciclico dessa reta; ora, a reta s é tambem imagindria, pois,
as unicas retas reais, que contém pontos ciclicos, sio as retas im-
proprias e, por hipdtese, a reta s é propria.

Sendo s uma reta propria e imagindria, como pertence a um
ponto ciclico, ela é isétropa, de acordo com o tltimo teorema,

37. Teorema. Dos pontos de uma reta ciclica, um s6 é ciclico.

Seja uma reta ciclica ¢, Consideremos, entio. vm oo 1,
prio desta reta, e nesse plano que é isotropo, consideremos uma reta
isotropa de primeira espécie, prépria, evidentemente. Ora, esta reta
isotropa e a reta ciclica estio num mesmo plano, portanto, cortam-se
num ponto ciclico, como provamos no teorema do niimero 16.

Fica assim provada a existéncia de um ponto ciclico, numa reta
ciclica. Provemos agora, por absurdo, a umicidade. -
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Si houvesse outro ponto ciclico na reta ¢’y jor ele passaria sui a
reta isotropa., propria, de primeira espécie, nio paralela & primeira.
Esta nova reta isotropa e a reta ciclica ¢’ determinam outro plano
proprio ainda isotropo, de acordo com o teorema do ntumero 33. Este
novo plano é paralelo ao primeiro plano considerado e, portanto, de
acordo com o teorema do ntimero 32, suas retas isétropas, proprias, de
primeira espécie, sdo paralelas. o que € absurdo, si passam por pontos
siclicos diferentes.

38. Teorema. Num plano isétropo préprio, ha um sé ponto
ciclico.

Considere-se a reta ciclica do plano isdtropo; segundo o teorema
anterior, nessa reta ha um ponto ciclico, que se pertence a uma reta

do plano isétropo, pertenice ao plano.

Provada a existéncia desse ponto, provemos, agora, a unicidade.
Si houvesse outro ponto ciclico no plano isétropo, os dois pontos de-
terminariam uma reta do plano. Ora, esta reta é imprépria, pois é
determinada por dois pontos imprdprios, os dois pontos ciclicos que,
por absurdo supomos existir.

Si a reta é imprdpria e pertence ao plano isétropo, ela é ciclica
(teorema do numero 31), e nela existiriam dois pontos ciclicos, o que
¢ absurdo, de acordo com a proposi¢do anterior.

39. Teorema. Por wn ponto proprio, passa uma infinidade de
retas isotropas.

Na demonstragio deste teorema, temos que fazer duas hipdteses:

a) o ponto é real;

b) o ponto é imaginario.

No primeiro caso, si o ponto € real (e préprio, por hipotese),
por ele passa wma infinidade de planos reais, e em cada um deles, fi-
cam determinadas duas retas isdtropas conjuyjadas, com centre 1o
ponto considerado. Ora, estas retas pertencem ao ponto real e, por-
tanto, ha uma infinidade de retas que passam pelo ponto.

No caso do ponto ser #magindrio, ele é determinado por uma
mvolucdo elitica orientada, numa reta propria, porque, por hipétese,
v ponto € proprio. Nesta suposicio — a do ponto ser imaginirio e
proprio, consideremos os diferentes pontos ciclicos do-espago; ora,
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o ponto imaginario dado e os pontos «ciclicos determinam retas isbtro-
pas; como ha uma infinidade de pontos ciclicos, ha uma infinidade de
retas que passam pelo ponto imaginario dado.

Escolio. Quando o ponto préprio € real, as retas que passam
por ele sio, evidentemente, todas de primeira espécie; quando, no
entanto, o ponto é imagindrio, ha retas de primeira e segunda espé-
cies; as primeiras crorespondem ao caso dos eixos do ponto dado e
do ponto ciclico serem coplanares, as outras, a0 caso contrario.

40. Teorema. O conjunto das retas isdtropas, que pertencem
a um ponto proprio, é duplamente infinito.
Imediato com a demonstragio do teorema anterior.

4]1. Teorema. As retas isotropas de um ponto O, real e prc')f)rio,
separam harmonicamente duas retas reais e conjungadas numa invo-
lugdo circular em torno do ponto O.

Com efeito, dada uma involugdo circular em torno do ponto O,
cortemos a involugido pela reta imprépria, do plano w. suporte da
involugio. Nesta reta obtemos a involugdo absoluta do plano.

No espago complexo, as operagdes de projegio e segéo'conser-
vam a relagio anharménica; ora, os pontos ciclicos, na involugio abso-
luta, de acordo com o teorema do niimero 18, separam harmonicamente
ns pontos impréprios de duas retas conjugadas na involugio dada; de
acordo, tambem, com o teorema do némero 35, projetando-se de O os
pontos ciclicos, as retas obtidas sdo isotropas e, portanto, as retas
isétropas do ponto O, no plano w, separam harmonicamente duas
retas reais e conjugadas na involugio circular, em torno desse potto.

42. Teorema. A condigfio necessaria e suficiente para que duas
retas reais, de um ponto O, sejam perpendiculares, é que separem har-
monicamente as retas isdtropas desse ponto, no plano que elas deter--
minam.. : . : ’

Consequéncia da proposi¢io anterior.

43. Teorema. As retas is6tropas de um ponto O, sio as retas
duplas da involugdo circular, em torno desse ponto.
Corolario do teorema do niimero 41.
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44. Definigio. O conjunto das retas isOtropas, que passam por
um ponto A préprio, real ou imaginario. chama-se cone isétropo. O
ponto A diz-se wértice do core isétropo.

45. Teorema. Num cone isétropo de vértice real, todos . os
pentos sio imagindrios, com excegdo do vértice.

Com efeito; o cone isdtropo de vértice real é formado por retas
1sétropas de primeira espécie. Os pontos reais do cone sio os pontos
reais destas retas. Ora, o #nico ponto real de uma reta isétropa, de
primeira espécie, é o centro do feixe (involutivo) de retas, que a de-
termina.

Neste caso, como o vértice do cone € o centro de todos os Ieixes,

ele € o unico ponto real do cone isétropo. Todos os outros pontos,
portanto, sio imaginarios.

46. Teorema. Num cone isdtropo de vértice imaginario, ha
uma infinidade de pontos reais.

*  Num cone isétropo de vértice imaginario, como ja vimos ha retas
imaginirias de primeira e segunda espécies. Ora, nas retas de pri-
meira espécie ha sempre um ponto real.

Como num cone isétropo de vértice imaginario, temos uma infi-
nidade de retas isotropas de primeira espécie, correspondentes aos
pontos ciclicos do eixo coplanar ao eixo do vértice, podemos concluir
que num cone isétropo de vértice imaginirio, ha uma infinidade de

pontos reais.

47. Teorema. Num cone isdtropo de vértice imagindrio, o
conjunto das retas isotropas de primeira espécie, é simplesmente in-
finito

Como vimos na demonstragido do teorema anterior, a infinidade
depende dos pontos ciclicos cujos eixos sejam coplanares ao eixo do
vértice. Ora, estes pontos ciclicos devem ter seus eixos nas retas im-
préprias do feixe de planos (reais) cujo suporte é o eixo do vértice
do cone e, portanto, o conjunto é simplesmente infinito.

48. Definigiio. Um ente que se obtem de outro, pela transfor-
mmagdo de conjugio, diz-se seu conjugado.
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49. Definicdo. Uma figura diz-se real ou fmagindria, segundo
se confunda ou nio com sua conjugada.

51. Teorema. Um cone isotropo de vértice real é uma figura
real.
‘Corolario da proposi¢io do nimero 39.

Escélio. Baseados neste teorema, dizemos que um cone isotro-
po de vértice real é um cone isétropo real.

51. Teorema Um cone isétropo de vértice imagindrio é uma
figura imaginaria,
Corolario da proposi¢io do numero 39.

Escélio. Baseados neste teorema, dizemos que um cone isd-
tropo de vértice imaginario é um cone isétropo imagindrio.

52. Teorema. A figura conjugada de um cone isdtropo, de
vértice imaginario, é um cone isétropo de vértice imaginario.

Com efeito, dado um cone [ isétropo, de vértice imagindrio,
as retas conjugadas das retas desse cone sio ainda retas isdtropas, e
todas elas passam pelo ponto conjugado do vértice de | . A figura,
portanto é um cone isétropo, cujo vértice é o ponto conjugado do
vértice do primeiro cone.

53. Definico. As retas — reais ou imagindrias, cujas coor-
denadas py satisfazem a geterminada equagio, dizemos que formam
vm complexo de retas.

Si a equagio é algébrica, o complexo diz-se algébrico; si a equa-
¢io é transcendente, o complexo diz-se transcendente.

No caso do complexo ser algébrico, o grau da equagio que o
define, diz-se tambem o graw do complexo. Temos, portanto, com-
plexos de grau um, dois, trés... de grau n, em geral. Os complexos
de grau um e dois, tomam os nomes particulares, de lineares e qita-
drdticos.

As retas de um complexo, que pertencem a um ponto genérico,
formam os cones do complexo. Para cada ponto, portanto, ha um
cone do complexo.
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Dualmente, as retas de um complexo, que pertencem a um plano
genérico, formam as curvas do complexo. Para cada plano, portan-
to, ha uma curva do complexo.

E’ imediato que si o complexo € de grau n, seus cones sdo de
ordems n, e suas curvas, de classe n. Dessa observagdo. concluimos
que se um complexo é de grau n, num feixe genérico do espago ha n
retas do complexo. Essa propriedade serve para definir, sintetica-
rniente, ndo s6 o grau de um complexo, como a prépria nogio de
complexo algébrico.

54. Teorema. As retas isétropas formam um complexo qua-
dratico. :
Tmediato com as consideragbes anteriores.

55. Teorema. Os cones do complexo formado pelas retas iso-
tropas s3o o0s cones is6tropos. '
Imediato.

56. Teorema. As curvas do complexo formado pelas retas iso-
tropas, sio os pontos ciclicos de cada plano.
Imediato.

57. Teorema. Por um ponto real e improprio, passam duas
retas ciclicas conjugadas e somente duas.

Seja A o um ponto real e impréprio.  Por esse ponto passa winit
reta a, real e propria; no feixe de planos, cujo eixo € essa reta a,
temos duas involugbes circulares orientadas. As retas impréprias
desses planos passam por A, e sdo perpendiculares duas a duas.
No ponto A 4 ha. portanto, duas involugdes circulares orientadas, isto
é. pelo ponto A 4 . real e impréprio, passam duas retas ciclicas e
conjugadas.

Demonstrada a existéncia, a dualidade é imediata. de acordo com
¢ postulado da ordem.

Escélio. Si tomassemos outra reta por A, . as involuges vm
7 » Seriam as mesmas, pois, teriam o mesmo centro A., e associa
riam ambas, a uma reta by . a reta dos planos perpendiculares ‘tque-
les que passam por h_ , paralelos entre si.
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58. Teorema. Dada wma involugio de retas, elitica e nio cir-
cular, existem duas retas e so duas, que pertencem ao centro do feixe
e das quais a involugio é projetada, segundo uma involugdo de pla-
nos, ortogonal (Espaco real).

Podemos supor que a involu¢ido seja dada pelo seu par a, a’ de
retas conjugadas e ortogonais, e mais o par b, b’ que separa harmo-

nicamente a e a’. (Vide teorema do ndmero 5).
Neste caso, suponhamos o plano «,.perpendicular ao plano

suporte do feixe de retas dada e que pertenga ainda & reta a. Supo-
nhamos, agora, que das retas b e b’, seja b aquela que faz com a,

& w
angulo menor que TR

Nesta hipdtese o problema resume-se em determinar as retas
do plano @, que pertengam ainda ao ponto O = a .a’ e das quais
projetamos b e b, de modo que os planos sejam ortogonais, ou me-
lhor, o problema resume-se em determinar os planos, que passam pela
reta b e formam com a, angulo igual ao 45°

Ora. da Geometria Elementar, sabemos que ha dois planos, e
s6 dois com essa propriedade. As intersegOes desses planos sdo, por-
tanto, as retas pedidas, das quais demonstramos a cxisténcia e dua-
lidode

Escélio. O teorema da Geometria Elementar, que lembramos
atras, baseia-se na existéncia e dualidade das tangentes a uma circun-
feréncia, por um ponto externo em relagio a circunferéncia e demons-
tra-se facilmente, '

59. Teorema. Dada uma involugio de retas, circular, existe
wma sé reta da estrela, cujo centro é o centro do feixe dado e da
qual a involugdo é projetada segunda uma involucdo de planos, orto-
gonal. . (Espago real). '

Basta considerar a demonstragdo do teorema anterior, supondo-

se o angulo ba = 45°
Neste caso, as retas da proposigao anterior se confundem com a

reta da estrela O = a.a’, perpendicular ao plano suporte do feixe
dado.
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60. Teorema. Por um ponto imaginario, impréprio e nao ciclico,
passam duas retas ciclicas, e s6 duas.

Seja, com . efeito, um ponto imaginario 1%, . improprio e nao
ciclico. Projetando-se este ponto I%, . de um ponto O, real e pro-
prio, vamos obter uma reta imaginaria, propria, de primeira espécie
e ndo-ciclica, pois. seu ponto impréprio I, . por hipétese, nao ¢
ciclico.

Ora, assim sendo, a involugdo correspondente a essa reta imagi-
narina, é uma involugdo elitica e ndo circular. De acordo, portanto,
com o teorema do nitimero 60, pelo centro O da involugdo passam
duas retas s € s, das quais a involugio é projetada, segundo uma
involucio ortogonal. Si orientarmos estas involugoes ortogonais, de
medo que sejam concordes com a involugdo da reta imaginaria que,
por construgdo. passa por 1%, , vamos obter dois planos isotropos, que
passam pela reta imaginaria. ds retas ciclicas desses planos, contém
forqosamente I%, . pois este ponto pertence aos planos isotropos, si
pertence a uma reta desses planos.

Fica, assim, provado que, pelo ponto I'g , imaginario, impro-
prio, ndo ciclico, passam duas retas ciclicas.

Provemos agora, por absurdo, a segunda parte do teorema: que
por esse ponto ndo pode passar outra reta ciclica. Si o ponto I%, per-
tencesse a outra reta ciclica, do ponto O considerado anteriormente,
poderiamos projetar esta nova reta ciclica e teriamos outro plano is6-
tropo, pelo ponto O. Ora, o eixo desse plano, pertence entdo an
ponto O, e como o plano isétropo contem I*, . suas involugbes sio

perspetivas; chegamos assim ao absurdo de haver 3 retas pelo pon-
to O, das quais se projeta uma involucdo elitica de retas, numa in-
volugio de planos. ortogonal.

Escélio. A demonstracio independe do ponto O, como ¢ facil
verificar-se. Os planos isétropos que construissemos, a partir de
outro ponto, seriam paralelos, dois a dois, aos primeiros, e suas retas
ciclicas confundir-se-iam.

Teorema. Por um ponto ciclico, passa uma s6 reta ciclica.
Demonstracio aniloga a anterior e baseada no teorema do nu-
mero 61.
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Escolio. Esta proposicio pode ser considerada wm caso limite
da anterior, isto €, podemos supor que, no caso do ponto imagindrio
torna-se ciclico, as retas ciclicas qué passam por ele, coincidem numa
s0 reta que supomos contada duas vezes.

Neste caso, dizemos ainda que o ponto ciclico é determinado pelas
duas retas ciclicas coincidentes, isto é, pela mesma reta ciclica conta-
da duas vezes.

Esta consideragio apresenta grande interesse ao tratarmos, 1o
espago complexo, do conceito de perpendicularidade entre reta e

plano.

62. Teorema. Numa reta real e imprépria existem dois pontos
ciclicos e somente dois.
Imediato.

63. Teorema. Numa reta imaginidria imprdpria, nio-ciclica,
existem dois pontos ciclicos e somente dois.

Ora a reta é imaginaria, e definida por uma involucio orienta-
da de retas; como € impropria, o feixe que lhe corresponde é de su-
porte e centro improprios; como a reta nio é ciclica, as retas conju-
gadas na involugio nio sio ortogonais.

Pelo centro da reta imagindria, forgosamente de primeira espé-
cie, pois pertence ao plano wg . conduzamos wma .eta O real
prépria e projetemos. dela, a reta imaginaria de partida. Vamos obter
assim um plano, imaginario, ndo isétropo. Ora, nesse plano ha dois
feixes de retas isotropas de primeira espécie: as intersedes destas
retas, com a reta imagindria dada, sdo pontos ciclicos (teorema do
niumero 15) e, portanto, numa reta imaginaria nfio ciclica, existem
dnis pontos ciclicos.

Provemos agora, por absurdo que nessa reta nio ha outro ponto
ciclico. Com efeito suponhamos a existéncia de outro ponto na reta
imagindria dada. Ora, nesse caso projetando-se estes pontos de um
ponto O, arbitrario, da reta o, obteriamos, por esse ponto, trés retas
isétropas, no plano nio isétropo, o que é absurdo, segundo o teorema
do ntumero 5.
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64. Teorema. Numa reta ciclica ha um s6 ponto ciclico.
Este teorema ja foi demonstrado — proposigdo do nimero 37.
Fnunciamos novamente o teorema, por gquestdo de wuniformidade e
porque, no espago complexo, apresenta grande interesse, ao tratar-

mos do conceito de perpendicularismo, que veremos adiante.

Escélio. Esta proposigio pode ser considerada um caso limite
da proposigdo anterior, isto é, podemos supor que nas retas ciclicas,
os pontos ciclicos coincidem com um sé ponto ciclico contado duas
rezes.

Neste caso dizemos ainda que a reta ciclica é determinada pelos
dois pontos ciclicos coincidentes, isto €, pelo mesmo ponto ciclico con-

tado duas vezes.

65. Teorema. Por uma reta, veal ¢ prépria, podemos condu-
zir dois planos isétropos e so dois.

Esta proposi¢io ja foi demonstrada (proposi¢iao do nimero 21):
vamos demonstra-la, novamente, empregando a linguagem imagindria.

A reta real e propria determina unm ponte Uge . /oG ¢ tpropi
Por esse ponto, passam duas retas ciclicas — teorema do ntumero 57.
A reta de partida e estas retas ciclicas determinam os planos isotropos.
cuja existéncia queriamos demonstrar.

A dualidade demonstra-se por absurdo. Si pela reta passasse
outro plano isétropo. ele determinaria outra reta ciclica por Ogp v
que seria absurdo de acordo com o teorema do ntimero 57.

Escélio. Como vemos, na demonstragio, os dois planos iso-
tropos, de uma reta real e prépria, sdo planos conjugados.

66. Teorema. Por uma reta, real e imprépria, passa um sé
plano isétropo — o plano impréprio.
Imediato.

67. Teorema. Por uma reta isétropa e prdpria, passa um plano
is6tropo e s6 um.

Consideremos (teorema do nitmerc 61) a reta ciclica, inica, per-
tencente ao ponto ciclico da reta isétropa. Estas duas retas, a isétro-
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pa, da hipétese, e nais a reta ciclica, determinam um plano préprio,
que € isétropo, de acordo com o teorema do niimero 33.

Provada a existéncia do plano isétropo, a unicidade demonstra-
sc facilmente por absurdo, tendo em vista a proposi¢io do niimero 61.

68. Teorema. Por uma reta imaginiria, prépria, nio-isétro-
pa, passam dois planos isétropos e s6 dois.
Demonstragio analoga & anterior.

Escélio. Nizo sendo isétropa, por hipdtese, o ponto improéprio
da reta ndo ¢ ciclico; dai o dualidade dos planos is6tropos.

69. Teorema. Por uma reta imaginaria, imprépria, ndo-cicli-
ca, passa um soO plano isétropo — o plano impréprio.

70. Teorema. DPor uma reta ciclica, passa uma infinidade de
planos 1sétropos.

Esta proposigio ja foi demonstrada — teorema do ntimero 33.
Enunciamé-la, novamente, por questio de wuniformidede, neste
grupo de proposi¢des: as dos nameros 65, 66, 67, 68 e 69.

71. Definicdo. Dad: uma reta a, prépria e compleva (real ou
jmagindria), seja A o, seu ponto improprio; por esse ponto, passam
duas retas ciclicas e em cada uma delas. ha um ponto ciclico: os pla-
nos, que passam pela reta determinada por esses pontos ciclicos, dizem-
se perpendiculares a reta a.

Escélio. FEsta nogio, mo caso real, como era de se desejar,
confunde-se com o conceito de perpendicularismo, ja conhecido.

Com efeito, seja r uma reta, real e prépria. Pelo seu ponto im-
proprio R o | tracemos as retas ciclicas e consideremos nelas seus

P . * T
pontos ciclicos conjugados C'% e Chy. Vamos provar que um nlano

qualquer w = O.C%C% &, no sentido real, perpendicular a reta r,
sendo O um ponto proprio qualquer dessa reta.

Ora, a reta OC% é isétropa (teorema do nimero 35) e pertence
ao plano w ; o plano imaginario r.R o, C%. € isdtropo (teorema do
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ntmero 33). Como este plano contem a reta isotropa, pois, contem
dois pontes dela — os pontos O e C'y  suas involucdes sio pers-
petivas. ,

De ‘acordo, portanto, com o teorema do numero 59, a reta r €,

e . . - Vi _ . “k =
no sentido real, perpendicular ao plano &, porque, sendo Cy e C¥y

£

imaginarios conjugados, o plano w = O. CtC's é o suportc

involucio correspondenes a reta OC%, ou OCY,

72. Definigao. Dado um plano a proprio ¢ complero (real ou
imaginario), seja a, sua reta impropria; nessa reta ha dois pontos
ciclicos: as retas ciclicas, que passam por esses pontos ciclicos deter-
minam outro ponto impréprio; por definigio, as retas que pertencem
an tltimo ponto dizem-se perpendiculares ao plano a .

Escélio. Este conceito, no caso real, confunde-se com a nogao

de perpendicularidade, ji conhecida.
A demonstragiio resulta do teorema do nimero 75 e da proprie-
dade simétrica do perpendicularismo entre reta e plano, no espaco

real.

73. Teorema. Si uma reta r é perpendicular a um plano a.
toda reta b, prépria, paralela a primeira é perpendicular ao plano e
reciprocamente.

Imediato.

74. Teorema. Si um plano a é perpendicular a uma reta r,
todo plano 8, préprio, paralelo ao primeiro ¢é perﬁendicular i reta
e reciprocamente.

Imediato.

75. Teorema. O perpendicularismo, no espago complexo, €
relagio comutativa ou simétrica.

Com efeito, se um plano o é perpendicular a wmna reta r, este
plano pertence i reta a o , determinada pelos pontos ciclicos C%, @

C*, . das retas ciclicas ¢}, e ¢, . que passam pelo ponto impro-

prio R de 1.
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Ora, para provarmos que a reta r, reciprocamente € perpendi-
cular ao plano, de acordo com a definigdo dada, devemos tomar a reta

impropria a ¢ do plano «, em seguida seus pontos ciclicos C*oge C%, |

*
o]

tersecio. Ora. a intersecdo dessas retas é o ponto R o, . que pertence

depois as retas ciclicas ¢ e ct, desses pontos e finalmente sua in-
a reta r, por hipdtese.

Dai concluimos que a reta r € perpendicular ao plano a.

76. Teorema. Os planos perpendiculares a retas is6tropas
(préprias) sio planos isotropos.

Com efeito, o ponto imprdprio de uma reta isétropa, propria, é
seu ponto ciclico C%, (teorema do numero 15). Ora, nesse caso,
levando-se em consideragio o que foi dito nos escélios dos ntimeros 61
e 64, a reta determinada por esse ponto ciclico, contado duas vezes, é
a reta ciclica que lhe pertence. Ora, os planos proprios de uma reta
ciclica sdo planos isotropos (teorema do ntmero 33) e, portanto, os
planos perpendiculares a retas isotropas (proprias) sdo planos iso-
tropos.

Escolio. Considerando-se uma reta de um plano, paralela ao
plano, podemos dizer que as retas isotropas sdo perpendiculares e
paralelas aos planos isdtropos a que pertencem.

77. Definicho. No plano impréprio =, a um ponto A,
complexo (real ou imaginario), fagamos .corresponder a reta a g, (o3
planos perpendiculares as retas passantes por A .

A correspondéncia estabelecida é involutiria (teorema do niime-
ro 75) e toma o nome de polaridade absoluta.

A cénica fundamental da polaridade absoluta chama-se circulo
absoluto ou simplesmente absoluto.

78. Teorema. O absoluto, como conjunto de pontos é o lugar
dos pontos ciclicos.
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Imediato. com as nogdes de perpendicularismo, que foram dadas
e as observagbes” dos nameros 61 e 64.

79. Teorema. O absoluto, como conjunto de retas é a envol-
toria das retas ciclicas.
Imediato.

80. Teorema. O absoluto, como lugar ou envoltoria, é uma
figura real.
Imediato.

81. Teorema. A quadrica do absoluto é a totalidade dos pla-
nos 1sotropos.
Imediato.

Escélio. A quadrica do absoluto tem o nome de quddrica abso-
{uta do espago. Seu plano duplo é o plano impréprio.

82. Definigdo. Dois planos préprios, reais ou imaginarios,
dizem-se perpendiculares, quando suas retas improéprias sdo conjuga-
das em relagio ao absoluto.

Escolio. Como era de se desejar, esta nogio, quando os ele-
mentos sio reais, confunde-se com o conceito ja definido, no espago
real, e do qual é uma estensdo.

Para verificarmos esta afirmativa, basta lembrar o teorema do
ntimero 22 e lembrar tambem que as retas ciclicas de um ponto im-
proprio e real, sio os elementos duplos da involugio subordinada, em
torno do ponto, pela polaridade absoluta.

83. Teorema. A condicdo necessiria e suficiente para que dois
' planos complexos (reais ou imagindrios), sejam perpendiculares, é
que separem harmonicamente os planos isétropos da reta que eles
determinam.

Imediato, como aplicagio do absoluto, si tivermos em mente o
teorema do numero 33.

84. Teorema. Os planos isdtropos sio auto-perpendiculares.
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Imediato, si lembrarmos que as retas ciclicas sio auto-conjugadas
em relagiio ao absoluto. :

85. Definicao. Duas retas prdprias, reais ou imaginarias di-
zem-se perpendiculares, quando seus pontos improprios sio conjuga-
dos, em relagio ao absoluto.

Duas retas smprdprias, reais ou imaginarias, dizem-se perpendi-
culares, quando siio retas impréprias de planos perpendiculares. i, é. 1. 1.,
quando sdo conjugadas em relagdo ao absoluto.

Escélio. Esta nogiio, quando os elementos.sio reais, confun-
de-se com o conceito ja conhecido, no espago real.

Para verificarmos esta afirmativa, basta lembrar o teorema do
nimero 19 e lembrar ainda que os pontos ciclicos de uma reta, im-
propria e real, sio os elementos duplos na involugdo subordinada na
reta, pela polaridade absoluta.

86. Teorema. A condigio necessaria e suficiente para que duas
retas complexas (reais ou imagindrias) sejam perpendiculares, é que
separem harmonicamente as retas isdtropas dos planos, cuja orienta-
¢io determinam.

Imediato, como aplicagio do absoluto, tendo em mente o teorema
do nimero 35, no caso das retas serem proéprias; no caso das retas
serem improprias, basta aplicar o teorema do nimero 83.

87. Teorema. As retas isétropas, ciclicas ou ndo-ciclicas sdo
auto-perpendiculares.

Imediato, se lembrarmos que os pontos ciclicos sdo auto-conjuga-
dos e as retas ciclicas auto-conjugadas, em relacdo ao absoluto.

88. Teorema. A importancia de nossa tése resulta da propo-
si¢gdo: as propriedade métricas de 1ma figura no espago sio relagdes
projetivas entre os elementos da figura e o absoluto do espago.

Com efeito, as propriedades mtricas — invariantes com as trans-
formagdes do grupo principal (Klein), baseiam-se nas relagdes mé-
tricas fundamentais:

a) perpendicularismo entre plano e a reta;

b) igualdade de dngulos de retas;
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¢) .igualdade de segmentos de reta.
QOra, a primeira nogido ja foi fixada e relaciona-se com o
absoluto. ‘ '

A segunda, a igualdade entre angulos de retas (a, b) e (a’, '),
de pontos impréprios (A, B, ) e (A, . B, ), pode ser fixada
por- uma congruéncia que transforme o par (A, B, ) no par
(A’ « B’y ), ou seja. por wma colineagdo que transforme o absoluto
nele mesmo.

Si recordarmos de _defini¢io projetiva de dngulo (Lagucrre) e
chamarmos de C? e C%, os pontos ciclicos da reta A By e de

Cy e (?oo' 0s pontos ciclicos da reta A', B’ . a igualdade dos
angulos (a, b) e (a’. b’) pode ser expressa pela condi¢io de serem
iguais ou reciprocas as relagdes duplas (A, B C% . (?OO ) e
e B CL T

Finalmente, a igualdade entre dois segmentos AB e CD, por uma
transla¢do, reduz-se ao caso de igualdade entre dois segmentos OR e
0S8, de extremo O comum.

Nessa hipotese, uma rota¢do que faga o segmento OR coincidir
com OS, exprime a relagio desejada — a igualdade de segmentos
de reta.

Ora, se chamarmos de R,,. S_ e I_ os pontos impréprios de

)
OR, OS5 e RS, e se chamarmos também de I'y, ., o conjugado de
I no absoluto, a relagio de igualdade, como é imediato, pode ser
expressa pela condicio de ser
b —_——
(vaSOCvIOO'IOO)_ 1

Com as consideragbes anteriores, torna-se evidente a proposi-

cdo enunciada neste nimero 88.

89. Teorema. A proposigio anterior, que subordinada a geo-
metria métrica & geometria projetiva, pode ser particularizada para
o plano, com a forma seguinte: as propriedades métricas de wma figura
plana séo relagdes projetivas entre os elementos da figura e o absolitto
do plano.
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Escolio. Por absoluto do plane, devemos entender a figura for-
mada pela rete imprépria (de um plano) e a involucio absoluta, ou
a reta impropria (de um plano) e sen par de pontos ciclicos.

90. Teorema. A proposigio do niumero 88, na geometria das
estrelas, pode ser enunciada assim: as propricdades wétricas de wma
figura na estrela sdo relacbes projetivas entre os elementos da figura
e a polaridade absoluta ou o conc isétropo.

Escolio. A proposigio anterior justifica a denominagio de abso-
luto da estrela, que se atribue a polaridade ortogonal e ao cone isétropo,
denominagdo que permite enunciar o altimo teorema de maneira and-
loga as proposigbes dos ntimeros 88 e 89.

91. Corolario. O dltimo teorema admite uma consequéncia
importantissima: na estrela, a lei da duclidade wvale tambéiv para as
propriedades métricas.

Demonstra-se esta proposi¢io, aplicando-se a uma figura F de
uma estrela, a polaridade ortogonal, nio se esquecendo de que toda
propriedade métrica M, da figura F, é uma relagiio projetiva entre
os elementos de F e do ebsoluto da estrela — invariante com a pola-
ridade ortogonal.

Escélio. Esta proposicio, com certas restricdes, pode ser apli-
cada a estrelas de semirretas e apresenta interésse no estudo da

triedowmetria, relacionada assim com o absoluto.

92. Como vemos, vastp é o campo de aplicagdes do absoluto.
O emprégo désse conceito torna rapida a solugio de varios problemas
muito conhecidos — existéncia e realidade dos civos ¢ planos princi-
pais de uma quddrica, quddricas de revolu¢do, pontos umbilicos, retas
focais e muitos outros, dos quais néo tratamos, porque nosso objetivo,
nesse trabalho, foi a construgio sintética do absoluto e a introdugdo,
também  sintética, dos conceitos de perpendicularismo cntre retas,

planos, e planos e retas, no espago complero.



ERRATA

A pdgina ‘ na linha no lugar de ler
18 17 nio-coplanar ao | nas condigdes
eixo do plano | da Thipétese.

isétropo.

27 . 6 nio-ciclica nio-isétropa

27 10 60 58

27 35 61 59

31 15 . 75 59

Na pagina 18, linha 11, acrescente-se: e ndo paralela aos planos
perpendiculares ao eizo do plano isétropo.
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