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Resumo 

São apresentados os principais resultados conhecidos, até o momento, a respeito 
dos bimódulos alternativos à direita sobre o anel de matrizes Mn(F). 

1 Introdução 
~ teoria d: representações é parte essencial da teoria de estrutura <~m diversas classes de 
g~bra.s. E suficiente mencionar as álgebras de Lic, onde podemos encontrar vários artigos 

~edicados a este assunto. Os conceitos de bimódulo e bi-representação para uma classe de 
~~;bras fora1~ intr?duzidos p?r S. Eilenberg [2)- Alén~ das álgebras d~ Lie, a t~oria de 

. epresentaçoes foi desenvolvida em outras variedades unportantes de álgebras nao asso­ 
ciativas. Por exemplo, para álgebras alternativas, por R. Schafer (9], para álgebras de Jordan rt· N: Jacobson [4], [5], e para álgebras e superálgebras de Malcev, por R. Carlsson [1], E. 
A nz~un [7] e A. Elduque com I. Shestakov [3]. No caso das álgebras alternativas à direita, 
ti~:l~~ko e I_- Shestakov [10] desen~ol;eram a teoria _de r~pr?se~tações à direita. Nosso obje­ 
t e investigar a estrutura dos brmodulos alternativos a direita. Começamos nosso estudo 
ratando dos bimódulos unitais para as álgebras de matrizes Mn(F). 

2 Conceitos básicos 
~o que segue, F será um corpo de característica diferente de 2. Seja A uma álgebra sobre 
A. Um F-espa.ço vetorial M é denominado um A-bimódulo se existem aplicações bilineares 
S X~-+ Me M x A-+ M, aplicando (a, m) em a.me (m, a) em m.a, respectivamente. 
e a algebra A pertence a uma classe M dizemos que M é um M-bimódulo para A ou (rn A-bimódulo na classe M se a álgebra E = A EB M, com a multiplicação definida. por 
~ + rn)(a + n) = ab + (m.b + a.n), para a, b E A em, n E M, também for um elemento de 
d · _Estª álgebra é denominada extensão split. determinada por M. Por exemplo, no caso 
( as algebras associativas, temos que E = A CD M é associativa. se e somente se ( a1, a2, m) = 
/1'rn,a2) = (m,a

1
,a

2
) = O, para todo a1,a2 E A em EM, onde (J;,y,z) = (3:y)z- :r(yz) 

US~t~sso~iador ~e :r;, y e z. Porta.nto, esta definição de l~imódulo as~oc_iativo c~incide _::OJn a. 
~a as algebras de ,Jordan, as idcntida.dcs que ddmcm seus b1modulos sao m,a - a .. rn, 
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(a2, m, a)= O e 2(a.m, b, a)+ (a2, b, m) = O. Como as ações à direita e à esquerda devem ser 
iguais, os conceitos ele bimódulo e módulo à direita ( ou à esquerda) de Jordan são os mesmos. 
Lembrando que uma álgebra A sobre Fé dita alternativa à direita. se verifica (x, Y, y) = O, 
para todo x, y E A, temos as identidades que definem os bimódulos alternativos à direita: 

para todo m EM e a,a1,a2 E A. 
Existe urna. forte relação entre bimódulos para álgebras não associativas e módulos à 

esquerda associativos, no seguinte sentido: da.da uma álgebra A em uma va.rieda,de M_, 
existe uma álgebra associativa UM(A), tal que cada M-bimódulo para A é um modulo ª 
esquerda para UM(A) e, reciprocamente, todo módulo à esquerda para UM(A) tem estrutura 
de M-bimódulo para A. A álgebra UM(A) é denominada M-envolvente multiplicativa de 
A. Es!a álgebra é o quociente da álgebra tensorial T(A EB Ã) por um ideal J conven~ente, 
onde A~ A. Para as álgebras alternativas à direita, por exemplo, I é gerado pelo conJunto 
{ã@ã-ã2, ã®b-b@ã+a@b-ab: a, b E A}. Podemos também considerar a M-envol~en~e 
multiplicativa unital U1 para uma álgebra com unida.de, que estabelece urna correspondenoa 
entre M-bimódulos unita.is para A e módulos à esquerda associativos unit.ais para U1- A 
descrição da M-envolvente multiplicativa para álgebras em uma variedade arbitrária M p~de 
ser bastante complexa.. Quando A é urna. álgebra alternativa ou de Jordan de dimensão finita, 
é conhecido que sua envolvente multiplicativa também tem dimensão finita. Mostraremos, 
entretanto, que este resultado deixa de ser verdadeiro para as álgebras alternativas à direita, 
já no caso em que A= M2(F). 

Para desenvolver o estudo dos bimódulos alternativos à direita, usaremos as teorias con­ 
hecidas de módulo à direita alternativo à direita e de módulo de Jordan: dado um bimódulo 
alternativo para A, considerando apenas a ação à direita, temos um módulo à direita al­ 
ternativo à direita para A, isto é, (m,a,a) = O, para todo rn EM e a E A. Denotaremos 
este módulo por M" . Além disso, para toda álgebra alternativa à direita A, sabemos que.ª 
álgebra A+, com multiplicação x o y = ½( xy + yx) é urna álgebra de Jordan. Podemos definll' 
uma nova ação cm M por mo a = ½(m.a + a.m), param E Me a E A+. Assim, teremos 
um módulo de Jordan para A+, denotado por M J. . 

Corno já foi mencionado, a estrutura de módulos à direita alternativos à direita foi descrito 
em [10]. Foi provado, em particular, que os módulos à direita alternativos à. direita. para 
Mn(F) são completamente redutíveis e os irredutíveis são J~, gerado por {m~, ... , m~}, com 
ação 

m;e1k = ó;jmk, para i, j, k = 1, ... , n 
e I!, gerado por { m1, ... , m0}, com ação 

m;e1k = ó;kmj, para i,j, k = l, ... , n. 

(1) 

(2) 

Portanto, todo bimódulo alternativo à direita unital para Mn(F) de dimensão finita tem 
como dimensão um múltiplo de n. lti 

Para descrever os módulos de Jordan unitais de Mri(F)+, estuda-se a envolvente m1.1 do 
1. . . 1 'l b n· . · d · M (F) n > 3 usa.n ° p reativa unita para esta a ge · ra. istinguimos · 01s casos: para. n , com ' - ')P nele 

o fato que a envolvente especial unital S1(M,.(F)+) é isomorfa a Mn(F) Gl Mn(F '0 
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p: ~ ~ _A1, a transposta de A. Assim, por [6, Teorema 7, pág.273], os módulos de Jordan 
unrtais irredutíveis não isomorfos para M,,(F)+ são 

(i) Reg Mn(F)+, o módulo regular; . 

(ii) V= H(Mn(F)), o conjunto <las matrizes simétricas, com a ação .1: · b = ½(,1:b1 + bx); 
(iii) V'= H(Mn(F)), com x · b = ½(xb + b1.1:); 

(iv) W = S(M
11
(F)), o conjunto das matrizes anti-simétricas, com x · b = ½(xb1 + bx); 

(v) W' = S(M,.(F)), com x · b = ½(xb + b1x ). 
Para o caso n = 2, temos que M2(F)+ é urna álgebra de Jordan para forma bilinear simétrica 
sobre um espaço vetorial de dimensão 3. Assim, por [6, Teorema 5, pág.272], a envolvente 
multiplicativa. unita.l para M2(F)+ é a. álgebra de Meson isomorfa a F E!) M4(F) ffi M3(F) EB 
M3(F) e, portanto, existem 4 módulos de Jordan imitais irredutíveis não isomorfos para. 
M2(F), que são: 

(i) Fn, com ação no e11 = no e22 = ½n; no e12 =no en = O; 
(ii) Reg M2(F)+, o módulo regular; 
(iii) N = Fn1 + Fn2 + Fn3, com 
n1 ° e11 = n1 o e22 = n2 o e1·2 = -n2 o e21 = -11.3 ° e12 = -na O e21 = ½n1; 

-n1 o e12 = n2 o eu= Tl3 o eu= ?(n2 + n3)'. 
n1 o e21 = n2 o e22 = -n3 o e22 = 2(n2 - n3), 

(iv) N' = Fn1 + Fn2 + Fn3, com n, 0 e11 = n1 o e22 = -n2 o e12 = n2 o e21 = n3 o e12 = n3 o e21 = ½n1; 
n1 o e12 = n2 o e22 = n3 o e22 = ½(n2 + n3); 
n1 o e21 = -n2 o cu= n3 o eu= ½(n3 - n2)- 

Notemos que, como no caso dos módulos à direita alternativos à direita, os módulos 
de Jordan para Mn(F)+ são completamente redutíveis. Dessa maneira, dado um bimódulo 
alternativo à direita, estudaremos sua. estrutura usando as decomposições (únicas) de M'. e 
de M1 em soma de suas componentes irredutíveis. 

3 Bimódulos para M2(F) 
Seja M um bimódulo alternativo à direita para M2(F). Veremos, inicialmente, como se 
coIIlportam as componentes irredutíveis de M1 e de M'. Denotemos por M,' a soma das 
c?mponentes de M' isomorfas a J~ e por Mí, a soma. das componentes de M' isomorfas a 
1»· Os resultados desta. seção encontram-se demonstrados em [8]. · 

Proposição 1. As componentes de M 1 isomorfas a F e n N estiio contidas em fí, M J mio 
poss1Li componentes isomorfas a N' e, além. disso, se M.J possui uma componerde isomorfa 
ª Reg M2(F)+ então M possui um sub-bimódulo isomorjo a Reg M2(F). 

Como consequência, temos 
Corolário 2. Se_ja M um bimódulo alternativo à direita uniial irredutível para M2(F\ t:l 
q1Le seu módulo de Jordan wrresponden.te possua urna componente isomo7ja a Reg M2( [,) · 
Então M = Reg M2(F) e, conseq'Ücntemente, M é associativo. 
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Corolário 3. Se M é um bimódulo alternativo à direita irredutível para M2( F) e M não é 
associativo então M1 é soma de snbmódulos isomorfos a F e N. Em particular, M;. = O. 

Descreveremos, a seguir, todos os bimódulos alternativos à direita imitais irre_du:íveis 
para M2(F) (não isomorfos) de dimensão menor ou igual a 6. Lembremos que todo bnn~dulo 
alternativo à direita para. M2(F) deve ter dimensão par, devido à decomposicâo do modulo 
à direita M", 

Bimódulos de dimensão 2 

Existe apenas um bimódulo M de dimensão 2 para M2(F), onde M' ~ I~ e MJ ~ FffJF. 
Comparando as duas estruturas, concluímos que M = Fm1 + Fm2, com 

miejk = Óikmj, parai, j, k = 1, 2; 
e;_im = -me;j e Cjjm = meu, para. i /= j. 

Observemos que este bimódulo é alternativo e isomorfo ao bimódulo de Cayley sobre M2(F). 

Bimódulos de dimensão 4 

Se M é um bimódulo alternativo à direita unital para M2(F) tal que MJ ~ El,~=J F, com 
k > 2, prova-se que M não é irredutível. Assim, em dimensão 4, devemos ter MJ ~ F fB N. 
Demonstra-se que 

m1e11 = rn1, m2e11 = O, m3e11 = m.3, m4e11 = o, 
m1e12 = O, m2e12 = m3, m3e12 = O, m.4e12 = rn1, 
m1 C21 =m4, m2e21 = O, n1ae21 = m2, m4e21 = O, 
IIlJ C22 = Ü, 1n2e22 = m.2, m3e22 = O, 1114 e22 = n14 , 
e111n1 = m1, 

C12m1 = Ü, 
e21m1 = -m3, 

e22m1 = O, 

e11m2 = O, 
e12rn2 = -m4, 

e21m2 = O 
e22m2 = m2 

e11m3 - e11rn.4 = -m.1, 
e12m3 - e12m4 = -mi, 
e21rn:; - e21m4 = m2, 

e22m.3 - e22m-1 = m3. 

(3) 

(4) 

e11m3 = -am1 + /3m2 
e12m3 = -2")'m1 - (3m3 + f3m4 
e21m3 = (2")' - l)m2 + am3 - am4 
e22m3 = am1 - fJm2 + m3 

e11m1 = -am1 + /3m2 + m1 
e12m1 = (1 - 2'Y)m1 - /3m3 + (:Jm4 
e21m4 = 2h - l)m2 + am3 - am4 
e22m4 = am1 - fJm2, 

com a,/3,"Y E F, define uma estrutura de bimódulo alternativo à direita unital no espaço 
vetorial de base {m1, m2, ma, m4}. Denotemos este bimódulo por M(a,/3,1). Temos 

Teorema 4. Um bimódulo alternativo à direita unital para M2(F) de dimensão 4 é irre­ 
dutível ser. somente se é isomor]o a um bimódulo do tipo M(a,/3,"Y)- Além disso, M(a,/3,"Y) 
e M(a',J3',1') são isomorfos se e somente se a= a', f3 = (3' e")'= ")'1• 

A · · · 1· - 4 ifi · • · d · · fi. ito de bimódulos ssnn, ja em e imensao , ven carnos a existência e um numero 1n m · te 
l . , d' . - . r E l d . 1· t· l ue a envolven a ternativos a ireita nao isomorros. ste resu ta o imp ica, em par 1c11 ar, q <• • 

multiplicativa da álgebra alternativa à direita M2(F) tem dimensão infinita. 
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Bimódulos de dimensão 6 

. Embora existam infinitos bimódulos unitais para M2(F) de dimensão 4, em dimensão 6 
existe apenas um, que é descrito a seguir. 

Teorema 5. Todo bimódulo alternativo à, direita uniiol irredutível para M2(F) de dimensão 
6 é isomorfo ao bimódulo M = (m1, ... , m6), onde m; satisfazem as relações (8), (4) e 

m5e11 = m5, m5e11 = O, e11m.3 = m.3, e1 J m,5 = -m,2, cum5 = O, 
m5e12 = O, m6e12 = m5, e12m3 = O, e12m5 = -m3 - m,4, e12m,5 = -m2, 

m5e21 = 77!5, m5e21 = o, e21m3 = -m5, e211n5 = 1n6 e21m,5 = O, 
m5e22 = O, m5e22 = 77!5, e22m3 = O, e22m5 = m2 + m5, e22m6 = m5' 

Assim, temos a classificação de todas os bimódulos alternativos à direita unitais irre­ 
dutíveis de dimensão menor ou igual a 6. Ainda no sentido de mostrar a grande quantidade 
de bimódulos alternativos à direita, construimos, para cada h ~ 1, um bimódulo alternativo 
à direita irredutível de dimensão 4h. Estes exemplos podem ser encontrados em [8]. Outro 
problema tratado foi a existência de bimódulos indecomponíveis que não fossem irredutíveis. 
Encontramos um de dimensão 6 e provamos que esta é a menor dimensão onde podemos 
encontrar bimódulos com esta propriedade. 

4 Bimódulos para Mn(F) 
Para a álgebra de matrizes Mn(F), com n ~ 3, existem alguns resultados semelhantes aos 
encontrados para M

2
(F). O primeiro diz respeito às relações entre as componentes do módulo 

à direita alternativo à direita M' e ao módulo de Jordan M1
. 

Proposição 6. As componentes de M1 isomorfas a V e a W estão contidas em ft, MJ não 
possui componentes isomorfas a V' nem a W' e, além disso, se M1 possui uma componente 
isomorfa a Reg Mn(F)+ então M possui um sub-bimódulo isomorfo a Reg Mn(F). 

Como conseqüência, temos 

Corolário 7. Seja M um bimódulo alternativo à direita uniial irredutível para Mn ( F), n 2 
3, tal que seu módulo de Jordan correspondente possua uma componente isomorfa a Reg 
Mn(F)+. Então M = Reg Mn(F) e, conseqiientemente, M é associativo. 

Corolário 8. Se M é um bimódulo alternativo à, direita irredutível para Mn(F), n ~ 3, e 
M não é associativo então MJ é soma de submódulos isomorfos a V e W. Em partiwlar, 

M; == o. 
Formulamos, a seguir, algumas conjecturas cm relação à existência de bimódulos alter­ 

nativos à direita para M"(F), n ~ 3. 
Conjectura 9. Não existem bimódulos alternativos à direita nnitais para M,.(F) de di­ 
mensão n(n - 1)/2, 011 seja, tais que MJ ~ W. 
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Conjectura 10. Não existem bimódulos alternativos à direita unitais para Mn(F) tais que 
!vf.l ~ V. 

Conjectura 11. Existem infinitos bimódulos alternativos à direita uniiais irredutíveis de 
dimensão n( n - 1) não isomorfos. 

Estes resultados são verdadeiros para n = 3 e n = 4 e a verificação, nos dois casos, foi 
feita de modo semelhante, com o uso do programa MAPLE. Por este motivo, acreditamos 
que o mesmo vale para os demais valores de n. Observamos, ainda, que não eram conhecidos 
bimódulos para. Mn(F), n 2 3, que fossem alternativos à direita mas não associativos. A 
solução parcial da Conjectura 11, para os casos n = 3 e n = 4, já nos possibilita exibir 
infinitos bimódulos deste tipo. 
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