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Sur les points critiques des fonctions analytiques reelles 

Angelo BARONE-NETro, Gianluca GoRNI ct Gaetano ZAMPIERI 

Re.1·11111e - Noux upporrous unc rcponsc complcic au problemc clc dccidabiliic finie clu comportcrncnt 
cxtrcmal locul cl'unc t'onction analytiquc rccllc : problcme auqucl Scvcri et Lojasicwicz donnerent dcs 
rcponscs p.uticllcs d.111s quclqucs-uns clc lcur» travaux 

On the cri tical points of real analytic functions 

Abstract - We gi1·e II complet« auswer to the problem of' tliefinite dcculabiln» of' the local estremalitv 
cluuactcr of o real 01111/_yric .fi111c1io11: u problen, ituu [ound partiol answcrs in some works by Severi 
and Lojasiewic: 

Selon Severi 1101, pendant plus d'ur: siecle 011 a cru possible de decider si e11 u11 point 
donne, une fonction reelle f, de n~ 2 variables, presentait un extremum local ne regardant 
que le comportement des restrictions de cette fonction aux droites passant par ce point. 
Si, par exernple, toures les restrictions possedaient un minirnurn, alors on croyait qu'il en 
erait cle meme pour la fonction .f. 

L' erreur cle ce raisonnernent a ete exposee en 1884 par Peano r6], avec u11 contre-exemple 
simple: le poiynorne f(:,:, y) := (7;2-2.1:)(y2-T), pour (:i:, y) E ~2. 

Cherchant des co11ditio11s d'extremum cles fonctions regulieres, \e plus naturel semble 
cle co11siclerer le polynome cle Taylor. Supposo11s, par exemple, que '11I,,11i11 est le plus 
petit e11tier pour lequel ii existe des derives partielles d'ordre rn,11;11, cle f, 11011 11ulles, 

au point :1:0 E ~". Alors 

( I) I(:,:)= f (:1:0) + P",;" (:i: - :1:0) + o ( I :c - :i:o !'",,,;,, ), 
quand :,: tend vers :i:0, 0(1 P111;11 est un polynome homogene cle clegre 'lll .,11;11. Soient 

rL = 111iu {P,11;11('.IJ): \y\ = l}, et 6 := u1,1,x{P,11i11 (:i;): IYI = l}. Nous savons que 

(2) 
{ 

i11f ./ (:1:) = .f (:,:0) + u,r"'""" + 0('111
'""") 

1 ... 1 ,. 

sIIp f (.,·) = f (.,:11) + In·"'""" + o (1·111"'"') 
1 ... I 1 

Lorsque lc produit u,h n'cst pas 11ul, 1c typc cl'cxtremum de f au point :,:0 est detcrrnine 

sculement par u ct /1. Plus cxplicilcrnc11t, 
I) si O u. _ /1 (c'cst-i\-dirc, /'11,;11 cst dclini positil'), la fonction f a un minimum strict; 
2) si u = l1 () (c'cst-;\-dirc, /'111;11 cst dcli11i ncgatil'), la fonction f a un maximurn strict: 
J) si u () /1 (c'cst-;'\-dirc. /'111;11 cst indclini) f 11·a pas d'cxtrcmum au point .1'0. 

Malhcurcuscmcnt, dans lcs autrcs c;Is Ol.I 1c prnduit u,/1 s'annulc, c·cst-i1-dire 0L1 />,11;11 
cst sculcmc11I scmi-dclini, 011 nc sait pas dirc si .i:0 cst (ou n'est pas) un cxtrcmum 
dc f. Par cxcmplc, co11sidcro11s la l'amillc f (.i:, y) := :1:2 ky1 (i\ un parametre I,;), e11 

(.,·, y) = (0, 0): pour k > 0. ii y a un 1111nimum strict, pour /,; = () ii y a un minimum 

11011 strict, Iandis quc pour /,: () ii n'y a pas d'cxtrcmum. 

Nolc pr..:sc111..:c par .lc.111-Picrn.: S1-R111,. 
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Considerons davanrage de terrnes dans le developpernent de Taylor, jusqua l'ordre k: 

(3) f ( T) = p (.1: - :i:()) -/- 0 ( I T - :1; O I'' ) 

ou P est u11 poly116111e de degre ~ k. 011 pourrait peut-etre concevoir que pour /,: assez 
grand le reste est negligeable, et que les proprietes cl'extrernurn 11e dependent que cl P. 
Plus precisernent, 011 peut clonner la definition suivante cle decidabilite rinie, un concept 
introduit par Scheeffer en 1890 [9 I: 

DEFINITION I. - Etam donnes une fonction reguliere I' definie dans ll11 voisinage cle 
:i;0 E ~,, et u11 entier k: 2;: J, 011 dit que f esr k-decidable e11 :1:0, ou bien que /,; est un 
ordre (fini) de dedidabilite pour I en :i:0, si toutes les fonctions regulieres adrnettant le 
merne developpernent cle Taylor jusqu' a I' orclre k: possedent aussi les mernes proprieres 
dextremurn que I- Si, pour une fonction donneej, ii y a un entier /,: 2;: I. tcl que f soit 
k-decidable e11 :i:0, 011 dit que ./ esr finimen: decidable e11 :1:0. 

Si 1'011 veut, 011 peut oublier les hyporheses de regularite, e11 disant quc _/ e.~, 
k-deciclable si f + _r; a les mernes proprietes cl'extremum en :i:0 quelque soit le choix 
cle q(:i:) = 0(/:i: - :i:0/1·+1). 

011 voit aisernent que les constanres sont des exemples cle fonctions sans ordre fini clc 
decidabilite, merne ~l une variable. Plus generalernent, une fonction adrnetrant un exrrernurn 
11011 strict en :i:0 ne peut pas avoir un ordre fi11i cle cleciclabilite car aussi grancl que soit 
k: E N, J'addition cl'u11 terme cle la forme c/ :1: - :i:o /2 '· donne lieu a cles fonctions ayant 
cles proprietes cl'extremum differe11tes, malgre la coYnciclence de leurs developpements de 
Taylor jusqu'a l'orclre 2 /.,; - L. 

En outre, pour cles fonctions c= mais non analytiques, meme cles conclitions cl'extremum 
fort ou cle 11011-extrenium 11'e11tra1ne11t pas la cleciclabilite fi11ie. 

Apres quelques recherches sans trouver d'autres exemples de fonctions 11011 fi11iment 
cleciclables 011 est amene a co11jecturer: 

PROBLEME 2. - Est-ce que toutefonction analytique non .finiment decidab/e en :i:0 possede 
un extremu111 non strict:; 

Dans le cas bidimensio1111el, Severi a clon11e une reponse positive en 1930, I 101, se 
servant clu theoreme cle preparation cle Weierstrass et cle la theorie des courbes analytiques 
dans le plan. Dans le cas 11,-cli mensionnel une reponse partiel le resulte cle I' i negalite 
suiva11te, prouvee en 1961, 171: 

INEGALITES DE LOJASIEWICZ. - Soit f une fonction analytique reelle cle/inie dans un 
voisinage cle :1:0 E R". Alors, si 11ous la restreignons ~, un voisinagc evcntuellement plus 
petit U de :i:0, ii existe cles constantes r:, c,, > 0 tcllcs quc 

(4) / ./ (:1:) - f (:i:o) / 2;'. c· disL (:1: . ./-1 (I (:1:0)))" 

(clistance eucliclienne), pour toul i: E U. 
En fait, si ./ ad111e1 un extremum strict en :1:0 - lc voisinagc clanl assc1. pc1i1 - nous 

avo11s /-1 (I(:1:0)) = {:1:0} et 

(S) I./ (:1:) - I (:1:0) I 2;'. r· I :1.· - :10 I" 1w11i- Lo11L :1: prnc\l(' dc· :i:11. 

Alors lnJ est un orclre cle cleciclabilitc pour I en :1:0 ( lt.J cst lc plus grand cnticr / E ~). 
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Da11s 12 J. les auteurs prouvent quc la reponse ~1 la conjeciure esr « oui », sans restrictions, 
comme une simple consequence du rcsultut plus precix suivant: 

T11C0Ri':Mt: '.I. - Soie111 U 1111 voisinage de :i:11 E ~,, et I : U --+ ~ une [onction reelle 
analvtique. Pour ,· _ () .1oie111 

(6) 11,(r):= iuf f(.1:) 
I r-.ru I =1· 

J\/(1·) := Sll[l f (:i). 
1.1 -ru I =1· 

Alor.1 les [onctions ·111. et I\ I 11e1111e111 etre developpees. pour ·r· > 0 asse; petit, en serie de 
puissances [ractionnaires. de /o [ornie 

(7) ·111 (r) = f (.ro) + L n., .. ,1-/,1• 
/,> I 

M (,) = f (:to)+ L 6, ·,'·111. 
/, :i:'. l 

avec J!. 11 N\{O} et o,, h1, E ~ JJOur /,: E N. 
En part icu I ier, i I cx isie des constarues o., 6 E R ct, /J E Q, ( ct ~ L er /J ~ 1) telles 

que lcs cxpanxions asymproriques suivantes aient lieu: 

(8) ·111 ( r) = f (.i:o) +/I,· (1·" + o (·r") ). M (r) = f ( 1:0) + 6 ·(·,··J+ o (r0)). 

A vrai dire, ii suffir de prendre pour u, et /J (resp.) les prerniers coefficients 11011 nuls 
des series (7), et pour 1y et /J les exposants corresponclants, a moins evidernment qu'une 
des series ( ou toutes les deux) ne s' annule, auquel cas 011 prend ti ( ou 6) = 0 et n 
(ou (i) arbitraire, 

Les formu les ( 8) doivent etre coherentes avec (2), de sorte que, si f 11 'est pas co11sta11te, 
au moins u11 cles deux exposa11ts cloit co'111cider avec l'ordre rn,,,;,, de la premiere clerivee 
11011 11ulle de f e11 :i:0. Qua11cl f a u11 extremum 11011 strict, l'exposa11t signilicatif sera 
·111,,,1;11, ta11dis que si f a u11 extremum fort. ou bie11 si elle n'a pas cl'extremum. les deux 
exposants so11t sig11ificatifs et le plus petit sera ·111.1,,;11• 

E11 i11vcntoriant les combi11aiso11s possibles pour les coeflicients o., Ii. rt. /1 on voil que: 
I) f 11'est pas linimcnt decidablc en :1:0 si et seulement si elle a un extremum 11011 

strict en :r0, cas OLJ 0./1 = (); 
2) I cst li11iment c.lecidable cn _,.11 si ct sculcment si elle n'a pas un extremum non strict 

en :rD, cas 0L1 u/1 i- 0. Alors, 111;ix { livj, lfij f cst son plus petit dcgre dc decidabilite. 

Par cxcmplc. pour lc polyno111c 

(9J f (.,., y) := 1 2(iO .11' ,11 + :1:H;o _,.(; ,1/ - :11:> .'/1 + 1 m2 .,' _1/' + :no1.,2 .1/ + :il2 .i/ 
dc dcgrc 9. lcs c:tlculs so111 111.111iablcs ct 111011trcnt quc f n'a pas d'cxtrcrnum ~1 l'originc. 
1c dcgrc dc dccid;1hilitc CSI I() ct ics CXj10S:lll{S II CI /1 SOlll rcspcctiVC111CII{ 4 CI ]2/:,. 

l,';1rticlc 121 s'adrcssc i\ u11 lcctcur 1Hrn spcci;tlistc s'i11tcrcssa111 par cxcmplc i\ dcs 
,q1pl ic11 io11s ;1 1;, t ltcoric dc l;1 si :1hi I i lc 18 I. Pour !;1 l hcoric dcs varictcs SClll i-a11al yt iques 

nou~ adrcs~rn1s 1c lcctcu r ;\ I' art ic 1c systc111at iquc dc B icrstonc ct M i I 111:in I 3 I. 
Pour prouvcr 1c thcorcrnc ] IIOLIS avo11s cgalcmcnt trouvc llll rcsultat IIC semblant pas 

0trc hic11-co11nu, 111Cl11C s'il csl asso. simplc ct rncrilc d'0trc considcrc par lui-mcllle. 011 

1 · c1ppc llc , l1C:ou~11,e 111111/1•1 i1111<' rle So ul: soicnt 12 u n sous-cnsclllblc ouvcn de ~", I· C 12 
UIIC varictc SCllli-;111:tlytiquc, .<J • 2 ' ~ llllC fonctioll ;111alytiquc Cl /'11 E 12, alors ii cxiste 
u11 voi~i11ag · I I dc r0 tcl quc l'c11.sc111hlc dcs v:tlcurs critiqucs dc !a rcstriction dc _</ ~1 
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V n U soit fini. II se peut que « I'ensernble des valeurs critiques d'une fonction analytique 
d'une variere serni-analytique est localement fini » soit une rneilleure forrne mnernonique 

La technique de dernonstration du theorerne 3 est une elaborarion de quelques idees 
presentees dans r1 J. Le point principal est I'existence de deux courbes 1',,,;11• 1'"'"' : 
] - 1, l[-+ /R", analytiques, telles que, pour tout ·,· > U assez perit, l'infirnum et le 
suprernurn definissant ·111, (r) et JY/ (',·) sont atteints sur ces deux courbes. Par exernple. 
pour tout 1· > 0 assez petit, 

(10) m(r) = f(1'i,,;11 (l)) pour lc (sc11I) /; > U tcl quo /%,;,,(I;)/= r. 

Note rernise le 20 rnarx 1995, acccptec aprcs revision lc 21 juillct 1995. 
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