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Resumo

Equacées diferenciais parciais funcionais aparecem como modelos
de sistemas fisicos, bioldgicos e quimicos que dependem simultanea-
mente de varidveis espaciais e temporais. Tais sistemas possuem com-
portamentos muito mais complexos que as equagdes funcionais ou par-
ciais. Um estudo sistemético de tais equages, do ponto de vista de
sistemas dinimicos e/ou da teoria de semi-grupos, pode ser encontra-
do desde os anos setenta, e a teoria ji estd bem evoluida. Entretando,
apesar deste avango, varios pesquisadores relutam em incluir a de-
pendéncia funcional em seus modelos, perdendo assim varios aspectos
dinamicos.

O objetivo destas notas é ilustrar este vasto tépico, através de
exemplos e alguns resultados basicos, tentando, na medida do possivel,
apresentar algumas semelhangas e diferengas com as equagdes diferen-
ciais parciais e as equagdes funcionais.
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1 Introducao

Equagoes diferenciais parciais funcionais aparecem como modelos de sistemas
fisicos, bioldgicos e quimicos que dependem simultaneamente de varidveis
espaciais e temporais. Tais sistemas possuem comportamentos muito mais
complexos que as equagdes funcionais ou parciais. Um estudo sistematico
de tais equagdes, do ponto de vista de sistemas dindmicos e/ou da teoria de
semi-grupos, pode ser encontrado desde os anos setenta, e a teoria ja esta
bem evoluida. Entretando, apesar deste avanco, vérios pesquisadores relutam
em incluir a dependéncia funcional em seus modelos, perdendo assim varios
aspectos dinamicos.

Nestas notas daremos uma pequena introdu¢ido ao assunto, comegando
com alguns exemplos, para mostrar a gama de aplicagbes possiveis. A par-
tir dai, estabeleceremos um teorema de existéncia e unicidade de solugoes,
fortemente baseado nos resultados de Henry [8], para tanto restringiremos
a classe de equagdes que estudaremos. Com isto aplicaremos estas nogoes
a uma equac¢ao em particular e mostraremos um comportamento que nao
acontece nem em equagdes puramente parciais e nem em equagdes puramen-
te retardadas.

Estas notas estdo longe de serem completas ou mostrar a teoria por com-
pleto. Para isto indicamos o excelente livrio de Wu [22], e um “survey” de
Hale [5].

Esperamos, com estas notas, cativar novos pesquisadores a entrarem nesta
fascinante irea.

2 Exemplos

O objetivo desta secao € apresentar alguns exemplos de equagées diferenciais
funcionais semilineares abstratas e assim preparar o leitor para os teoremas
de existéncia e unicidade que serdo apresentados na proxima segdo. Esta
segdo é baseada no livro de Wu [22], e ndo tem como objetivo ser uma fon-
te de referéncia na area de aplicagdo, mas sim apresentar alguns modelos
matematicos.

Por uma equagio diferencial funcional semilinear abstrata, entendemos
um sistema de evolugdo descrito por
du(t)
dt

= Aru(t) + F(u:), 120,
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onde Ar é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares limitados em um espago de Banach X, F' é uma aplicagao
nio-linear com valores em X, definida em C = C([-7,0,X) e u, € C ¢
definido por u,(8) = u(t + 8), para todo 6 € [—7,0], 7 é uma constante nao
negativa. Uma definigdo mais precisa sera dada mais adiante.

Muitas classes de equagdes diferenciais podem ser formuladas como uma
equagio diferencial funcional semilinear abstrata, tais como, equagdes de
reagao-difusio com retardamento, equagdes da onda e algumas equagdes que
descrevem crescimento populacional. Nestas notas tomaremos como exemplo
principal as equagdes de reagao-difusio com um retardamento no termo de
reagao:

a"f;t*t) — dAu(z,t) + f(z u(z i — 1)), € QL >0,
\ u(z,i):OouaLg:—ﬂ=0,xEBQ,t20, (1)
| u(z,t) = ¢(z,t), 2 €, te€[-1,0],

onde ) é um dominio limitado de RY com fronteira suave, A é o operador

. g , . . , «
laplaciano em (}, — é a derivada normal exterior 4 §) e ¢ é uma fungéio dada.

’ On
A seguir, damos alguns exemplos para mostrar que tais equagdes apare-
cem naturalmente em vdrias dreas da ciéncia.

Exemplo 1. Ecologia Populacional

Para descrever a interagao entre difusao espacial e retardamento temporal
em ecologia populacional, iniciaremos com uma populagao formada somente
por uma espécie, distribuida uniformemente em um hébitat isolado. Seja
u(t) o mimero de individuos (ou a densidade da popula¢do) num instante de
tempo ¢. Entdo um modelo para o crescimento da populagdo pode ser

du(t) _
5 = rut)f(u(2)), (2)

onde r é uma constante positiva, chamada de taxa de crescimento intrinsico
e uf(u) é a taxa de crescimento efetivo. Uma possivel escolha para f, que



captura as caracteristicas principais de um hdbitat limitado é f(u) =1—- —

que nos fornece a conhecida equagio logistica

d‘;f) < i) (1 - EI(-(Q) , 3)

onde cada solugao nao trivial, ndo negativa, converge para o equilibrio estavel
u = K, a capacidade de sustentagdo do hébitat, que é determinado por varios
fatores, detre eles, a oferta de alimento, espago, predagio.

Na equagdo (3), o mecanismo regulatdrio, que é dependente da densi-
dade da populagédo, age instantaneamente. Porém, na maioria das situagoes
reais, estes efeitos regulatérios operam com alguma defasagem temporal. Um
primeiro aprimoramento deste modelo para se incorporar esta defasagem ¢
obtido ao se reformular o modelo (3) como

d’;(tt) - (1 - 1‘—(’—]}2) , (4)

onde o retardamento 7 pode se originar de diferentes causas, tais como
periodo de incubacao, gestacio e longo periodo de renovacio do suprimento
alimentar. Esta equacio também aparece como uma aproximagao de um
modelo populacional que é dependente das faixas etarias da populagao. A
equagao (4) foi introduzida inicialmente por Hutchinson [9] e Wangersky e
Cunningham [21]. Mostrou-se que [veja, por exemplo, May [13]] (4) possui
u = K como equilibrio exponencialmente estivel, se r7 < e~!, um equilibrio
oscilatoriamente estavel u = K,se e™! < r1 < %, e um ciclo limite estavel se
rr > . Isto, como sugerido por May [12], representava fielmente os famosos
dados experimentais de Nicholson [15] com “blowfly”. E claro que termos re-
gulatdrios mais realisticos ndo devem depender somente da populagao em um
tempo defasado exatamente de 7, mas sim de alguma média das populagoes
passadas. Isto nos da o seguinte

du(t) . (1 .- s)u(s)ds)

()

o ¢ K

[+ ]

para alguma aplicagdo @ : [0,00) — [0,00) com f Q(s)ds = 1. Equagdes

0
como (4), (5) e suas modificagdes e generalizacdes foram muito estudadas, e
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observaram-se muitos comportamentos dindmicos complexos do crescimento
populacional. Com isto, dados experimentais obtidos em laboratérios (tal
como os chamados “patterns”) puderam ser modelados convenientemente por
estas equagées. Para um relato mais detalhado dos resultados e problemas
relacionados com sistemas ecoldgicos com termos hereditarios, ver [22, 5, 7]
e suas referéncias.

A dependéncia espacial do habitat foi completamente desprezada nos mo-
delos anteriores. Esta dependéncia pode complicar as relagdes ecoldgicas
através de dois mecanismos: permite padrdes nio uniformes do habitat, as-
sim como das densidades populacionais; e permite o movimento (dispersio e
migragio) de um local a outro. Mais precisamente, em muitos, senio todos,
sistemas ecolégicos, as espécies podem se difundir no meio, além da evolugao
temporal. A difusdo espacial provém da tendéncia das espécies migrarem pa-
ra regioes com baixa densidade populacional. Isto serd verdade se os fatores
externos ao modelo (por exemplo, alimentagio) estiverem uniformemente e
continuamente distribuidos pelo tempo e espago. Logo, nas regides com alta
densidade populacional, a comida ficara escassa, e os individuos da populagao
tenderdo a migrar para (ou terdo uma maior expectativa de sobrevivéncia em)
regices com baixa densidade populacional.

O modelo de crescimento populacional em um habitat heterogéneo esta
baseado em um conjunto de regras para o crescimento ou cinética local,
e uma forma para a distribuigio dos individuos ou comunicagio entre os
habitates locais. O modelo mais comum que incorpora estas caracteristicas
sdo as equagoes de reacgdo e difusio. Como ilustragdo, vamos considerar
uma populagdo, constituida por unica espécie, que se move em uma unica
dimensdo (veja levin [10]). Admitiremos que o fluxo por qualquer ponto z
¢é o oposto do gradiente de concentracdo da espécie que se difunde u(z,t)
e proporcional ao gradiente com uma constante de proporcionalidade ¢(z).
Em outras palavras, o fluxo por z é —¢(:c)?—“ai:'—t). Suponha que a taxa de
mudanga local é f(z,u(z,t)). Considere z, e z; dois valores arbitrarios de z e

= [7u(z,t)dz a densadade total de populacio entre z; e z;. Entao a taxa

de variacdo de U, dada por f:l’ ﬂ”—"ld:r é igual ao fluxo pelos pontos da

fronteira z; e z; mais a vanagao do tamanho da populagao f: f(z,u(z,t))dz,
devido ao processo de crescimento localizado. Isto gera a seguinte equacio

ad
- ¢(a)5

”au:ct

.
T=x)

da:-/ f(z,u(z,t))dz + é(z )6:c

z)
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Portanto, pelo teorema fundamental do calculo e por z, e x; serem dois

pontos arbitrarios, temos

28— flovula) + o= [s2 2520

(6)

No caso especial em que ¢(z) é uma constante D, (6) se torna
Ou(zx,t) 0%u(z, t)
ot Oz?

Se o hébitat tem comprimento finito, digamos L, entdo alguma condi¢do na
fronteira tem de ser imposta. As condigoes de fronteira de Dirichlet

= f(z,u(z,t)) + D—55;—

u(0,t) =u(L,t) =0

ou de Neumann

du _ Ou

9z lz=0 61‘ :1:=L
sdo as mais usuais. A primeira representa a situa¢io onde o habitat é circun-
dado por regides totalmente desfavoriveis, e portanto a densidade populacio-
nal nao consegue ter valores positivos; o segundo caso descreve a situaccao
em que a populagiao nido pode cruzar a fronteira do seu habitat. Todas estas
idéias se estendem, sem muitos problemas, para o caso de varias espécies em
um habitat com dimensdes superiores e existe uma vasta literatura para a
teoria de equagdes de reagao-difusio.

b

A influéncia conjunta de retardamentos temporais, difusdo espacial, e
interagdes populacionais também foi estudada. Varios tipos interessantes de
padroes espacio-temporais podem ser atribuidos a este efeito conjunto. Por
exemplo, motivados pelo trabalho de Stirzaker [18], Murray [14] e Cohen,
Hagan e Simpson (2] construiram o seguinte modelo genérico predador-presa,
incorporando difusao espacial e retardamento temporal

?}L(a“;v_t) — ahv(z,t) +h ( fo " K(s)o(zt - S)ds)

- ( fo " Hs)o(z,t - s)ds) ,
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onde v(z,t) é a populagao de presas no instante de tempo t e ponto z, o
o0

termo h K(s)v(z,t— s)ds) representa o processo de crescimento e de-

{e ]
caimento da presa, e m (f H(s)v(z,t — s)ds | é a quantidade de presas

consumidas pelo predador, mais ainda, K e H descrevem os efeitos here-
ditdrios. Murray [14] mostrou a existéncia de solugdes do tipo “traveling
waves” e Cohen, Hagan, e Simpson (2] estudaram sua estabilidade. Para
considerarmos diretamente a dinamica da populacdo de predadores, temos
de utilizar um sistema de duas equagoes de reagio e difusio com retarda-
mento e acopladas. Qutras equagées de reacao e difusdo mais gerais, ditas
de Lotka-Volterra, também foram muito estudadas. E estas equagoes podem
ser escritas como

QU"—g:',—Q-= d,-Au,-(:c,t)
0
+biui(z,t) [r,- - a;/ ui(z,t + s)du:(s) (8)
n 0
+Z/ uj(z,t +5)duej(5)l ,
j=1 oo
paral < i < n. Aquiu = (u1,...,u,), z = (T1,...,2.) E QR C RN, Q¢

uma regiao aberta e limitada de RY com fronteira suave, d;, b;, a;, 7; sio
constantes positivas, u; e u;; sdo fungdes de variagdo limitada.

Varias interagdes entre retardamentos e difuséo ja foram estudas, incluin-
do situagdes bem mais complexas que (8). Para mais referéncias, veja Wu

[22].

Exemplo 2. Teoria de Controle

Existem inumeros exemplos onde retardamento temporal e difusdo espa-
cial aparecem em sistemas de controle. Um exemplo interessante que gos-
tariamos de citar, mas que nio trataremos aqui, é o caso de controle acistico,
onde para se estabilizar um determinado ponto de equilibrio, o mecanismo
utilizado era o de aumentar o retardamento. Para isto veja Hale [5].



Temperatura de referéncia

Figura 1: Esquema de uma fornalha controlada automaticamente

Nesta secao, como exemplo ilustrativo, seguiremos o trabalho de Wang
[19], onde é considerado o modelo de uma fornalha controlada automatica-
mente, como ilustrado pela figura 1. O material a ser aquecido é alimentado
para a fornalha através de rolamentos, cuja velocidade é regulada por um
controlador de velocidade. A temperatura da fornalha varia através de um
aquecedor conectado a um controlador de temperatura. O objetivo do contro-
le automatico € o de manter uma dada distribuico espacial de temperatura
no material que é alimentado na fornalha. Isto pode ser atingido colocando-se
“transducers” no material. Um computador utiliza as informagoes coletadas
dos “transducers” para gerar os sinais de controle para o controlader de tem-
peratura e de velocidade. Devido a presenca de retardamentos temporais (ou
os chamados “tempos mortos”) nos atuadores, na transmisséo de informagao
e no processamento das informagées, o sinal de controle pode estar retardado
em tempo. Uma descrigdo simplificada deste sistema de controle pode ser
dada pela equagao

3u£9$t,t) = Da 15(:;,13) + v(g(u(z,t— ))3ué ))+c[f (u(z,t — 1)) - u(z,t)]

definida em um dominio espacial unidimensional 0 < £ < 1, onde v é a veloci-
dade instantinea do material, dependente da média espacial da distribuigao
de temperatura u(z,t — 7), € f representa a fungio de distribuigao de tem-
peratura da fonte, que depende de u(z,? —r). Na pratica, o interesse ¢ de se
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determinar a estabilidade dos equilibrios com respeito a varias perturbagoes.
Isso foi estudado por Wang [19] através do método direto de Liapunov, e
posteriormente por varios outros autores (veja Wu [22]).

Posteriormente Wang [20] considerou um sistema parabélico no qual os
retardamentos apareciam nas condigdes de fronteira. Tais sistemas aparecem
fisicamente quando tentamos controlar um processo de difusdo no qual os si-
nais retardados de realimentagao sdo introduzidos pela fronteira do dominio
espacial. Por exemplo, na teoria de controle de plasma, quer-se confinar
um plasma num determinado dominio espacial §2, limitado, através da intro-
dugdo de uma barreira de potencial elétrico finito ou um “espelho magnético”
ao redor de §2. Para um plasma com colisdes dominadas, a densidade de
suas particulas é descrita por uma equacgao parabdlica. Devido a inércia das
particulas e o fato do potencial elétrico ser finito, ou ainda devido a forca
do campo magnético, a reflexao das particulas na fronteira do dominio nao
é instantinea. Consequentemente, o fluxo de particulas pela fronteira de 2
em um dado instante de tempo depende do fluxo de particulas que esca-
param anteriormente e foram refletidas novamente para o interior de 2 em
um instante de tempo posterior. Isto gera condigdes de fronteira contendo
retardamentos temporais.

O sistema construido por Wang [20] consistia em uma equagao parabdlica

Ou

i Alt)yu+ f, (z,t) € Q2 x(0,T),
sujeito as seguintes condigdes de fronteira do tipo Neumann, s6 que com
retardamentos,

Zn: ai;(z,1) cos(n, xi)m = g(z,1), (z,t) € 0 x (0,T)

ig=1 by
e as condigdes iniciais
u(z,0) = ug(z), z €9,

u(z,8) = ug(z,0), (z,0) € a0 x [-T1,0),

onde

Altyu = - Z a%_ (aa(x’t)g—;)

=1



satisfazendo ainda a condigao de elipticidade

Z a,-,-(x,t)z.-zj 2 aiz?

1,j=1 1=l

para todos (z,t) €  x [0,T], z € R*, onde a > 0 é uma constante. A fungio
J ou corresponde ao controle distribuido ou a uma funcgao especifica, definida
em ) x (0,T), 00 é 2 unido de dois subconjuntos disjuntos 'y e 'y e

q(z,t) = ®(z)[b(z, hu(w(z),t — 7) + 2(=,1)].

Nessa férmula, ® é uma dada funcio suave definida em 9§} com suporte
compacto em I'}, cos(n,z;) é o i-ésimo cosseno diretor da normal exterior
n em um ponto x € 90, b é uma dada fungdo real suave definida em 99,
z ou representa o controle de fronteira ou é uma dada fun¢ao definida em
99, o retardo 7 é uma constante positiva, w é uma bijecio continuamente
diferenciavel de 9§ sobre 92 tal que w(z) = z para z € I'; e w(z) € Iy se
z € I'y, cujo jacobiano nao se anula em 052, e as funcgdes iniciais up e ug sao
fungées dadas.

Outros Exemplos

Existem outros exemplos envolvendo modelos climatologicos, osciladores
acoplados, materiais viscoeldsticos, modelos populacionais estruturados, re-
pressio genética, entre outros. Para uma ilustragio destes varios exemplos,

assim como uma referéncia mais estruturada deste assunto, podemos citar o
livro de Wu [22).

3 Existéncia e Unicidade de Solucgoes

Nesta secdo desenvolveremos os resultados abstratos sobre existéncia e uni-
cidade de solucdes de uma classe grande de equagoes diferenciais funcionais
semilineares abstratas. Para tanto seguiremos de perto o trabalho de Olivei-
ra [17}], que adaptou os resultados de Henry [8] para este tipo de equagdes,
a unica diferenca € que temos que adaptar os resultados para espacos fra-
cionarios, que é imediato.

Como o nosso objetivo é o de ilustrar os resultados, nao provaremos os
resultados, e encorajamos o leitor a estudar as referéncias indicadas.
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3.1 Resultados Abstratos

Seja A um operador sectorial em um espago de Banach X, de modo que —A
é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {e=*4},5¢ e considere os
espagos fracionarios X, para 0 £ a < 1, relacionados ao operador A, com a
norma do grafico. Para definigdes, exemplos e resultados, veja Henry [8].

Dado um nimero real r > 0, considere o espago de Banach das fungdes
continuas ¢ : [-r,0] = X® com a norma do supremo, que denotaremos
por C, = C([-r,0], X?). {e 4=t :¢ > 0} sempre representard o semigrupo
analitico gerado pelos operadores lineares fechados A, em X¢, satisfazendo
lle=4=!||Lx) < M, para todo ¢t > 0 e uma constante M > 1.

Consideremos agora a seguinte equagao abstrata
u(t) + Aqu(t) = F(t,u), t>0 (9)

onde F : R x C, = X ¢ continua.

A primeira providéncia € definir o que entendemos por uma solugao.

Definigao 1 Por uma solugdo de (9) com condigdo inicial ug = ¢ € Cq,
entendemos uma fungdo continua u : [-r,T) = X®, com T > r, tal que

(1) u(t) = (), para —r <t <0,

(i1) para 0 <t < r, u € uma solugdo da equagdo integral

1
u(t) = e~ 4='p(0) + / e~ A=) P(5 u,)ds,
0

(iii)) parar <t < T, a fungdo u € C!, u(t) € D(As) e u(t) + Aqu(t) =
F(t,u), para todo t € (r,T).

Observagao 1

1. Mostraremos adiante (Teorema 3) que se, ao invés de continuidade em
[-7,0], ezigirmos que ¢ seja localmente Holder continua em (—r,0),
entdo uma fungdo continua u : [—r,T) — X*, com T > 0, satisfazendo
(i) em [—r,0] e (ii) em [0,T) é uma fungdo C' em (0,T). Neste caso,
esta definicdo coincide com a definigdo usual da teoria de equagées de
evolugdo.
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2. A hipdtese T > r ndo € muilo restritiva, pelo menos nos exemplos
que consideraremos, pois, como veremos, as hipdteses sobre a ndo li-
nearidade tmplicard na ezisténcia de solugao em intervalos de tempo
arbitrariamente grandes.

Teorema 1 Suponha que F : R x C, = X € continua e localmente lipschit-
ziana na segunda varidvel. Dado (s,¢) € R x C,, ezistem um nimero real
p = p(s,) > 0 e uma tinica fun¢do continua u : [s — r,s + p] = X* tal que
u,=pe
1
u(t) = e~ 4=(=2)p(0) +/ e (=) P(o, u,)do, (10)

para todo s <t < s+ p.

A prova é uma simples aplicagdo do teorema da contragido uniforme. E
facil ver que, se u,v : [s — r,s + 7] = X®(qualquer 7 > 0) s3o solugdes
continuas de (10) tais que u, = v, = @, entdo u = v em [s — r,s + 7|. Este
resultado nos permite considerar a solu¢do mazimal de (10) que passa por
(s,9) : para cada (s,¢), definimos p*(s,) = sup{p > s : (10) possui uma
solucdo continua em [s —r, p]} e u(s, ) : [s—r,p*(s,¢)) = X, definida por
u(s,p)(t) =p(t—s),ses—r<t<se,ses <t<p*(s,p)entdou(s,¢)(t)=
o valor da solugio de (10), no instante ¢, satisfazendo u, = ¢, definida em
[s —r,p], com t < p. Pelo resultado anterior, u é uma fungio continua, bem
definida, no intervalo [s — r,p"(s,¢)) € é uma solu¢do de (10) satisfazendo
u, = . Qualquer outra solugdo v de (10) que satisfaga a mesma condigao
inicial tem de ser uma restri¢ao de u(s, ). Claramente, o intervalo maximal
de existéncia de uma solug¢ao maximal de (10) tem de ser aberto pela direita
e 0 caso p*(s,p) = oo nao é excluido.

Lema 1 Suponhamos que a solugio u = u(s, ) de (10) satisfazendo u, = ¢
estd definida em (s — r,p), para algum p > s, e seja T um nimero real tal
que s < T < p. Entdo, eziste um nimero § > 0 tal que qualquer solugdo
v = v(s,9) de (10), com v, = ¥ e | — Y|| < d, estd definida, pelo menos,
em [s—r,T). Além disto, para um t firo, s <t < T, a aplicagio @ — ws(s, )
€ continua.

Proof: Veja Oliveira [17].
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Lema 2 Considere (s,) € R x C, e u : [s —r,p*) = X® uma solugdo

mazimal de (10) satisfazendo u, = . Se p* < 00, entdo lim sup M =
t=pr— 1 ffue]

0.
Proof: Veja Oliveira [17)].

Corolério 1 Além das hipdteses do Teorema I suponhamos que F satisfaz a
sequinte hipdtese: F(B) € um conjunto limitado de X, para qualquer conjunto
limitado B contido em R x C,. Seja u(s,y) e p*(s,¢) como acima, e suponha

que p*(s,p) < 00, entdo, limsup |lu(s,p)|| = oo.
t=+p*(s,p)—

Proof: Veja Oliveira [17].

Teorema 2 Suponhamos que F : R x C, = X seja C'. Sejam (s,p) €
R x C, , u(s,¢) : [s —r,p7(s,9)) =+ X* uma solugdo de (10) por (s,¢p) €
s < T < p*(s,p). Entdo, existe uma vizinhanga U de ¢ tal que, para todo
¥ € U, a solucdo u(s,v) de (10) com u,(s,¥) = 9 esta definida pelo menos
em [s—r,T) e, para cada s <t < T, a aplicagdo € U > u(s,9)(t) € X* €
C! e suas derivadas (@g—“i(s,go) < E)(t) = v(t) em (s,) aplicados a £ formam
uma solugdo de

: oF
o) = e HUIE0) + [ A ol v (1)

em (5,T] ev(t)=E(t —s) em [s — 1, 9].

Proof: Veja Oliveira [17].

3.2 0O Caso Auténomo

Suponhamos que a equagao (10) seja auténoma, ou seja, F(t,p) = H(p)
nao depende de t. Se u : [—7,p"(¢)) = X* é uma solugdo maximal de
(10) tal que ug() = @ e s € [0,p°(¢)), entdo a fungdo v(t) = u(p)(t + s),
definida em [—s—r, p*(¢p) — s) € uma solugao de (10) satisfazendo vy = u,(¢),
logo v(t) = u(u{p))(t), para todo t € [—r,p*(us(p))). Isto implica que
p() — 5 < g (@) € u(@)(t + ) = u(u,(p)(e) para todo 4,5 2 0 tal
que s —r < t+ s < p*(p). Portanto, se —r < § < 0, entdo uy,(p)(f) =
u(@)(t+ s+ 8) = u(u(@))(t + 0) = us(us(¢))(0), e com isto, us(p) =
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uy(us(p)) para todo t,s > 0 tal que t + s < p”(p). Destas ponderacdes

e dos resultados anteriores podemos concluir que, se (10) for auténoma e
as soluges u(yp) estio definidas em [—r,00) para todo ¢ € Ca, entdo, a
aplicagio U(t) : Co = C, dada por U(t)y = w(y) define um semigrupo
(nio-linear) fortemente continuo {U(t) : t > 0} em Ca.

Descreveremos agora a relagio entre {U(t) : t > 0} e {e~#* : ¢ > 0}.
Seja {T(t) : t > 0} o semi-grupo fortemente continuo, definido em C, pelo
operador A,, isto €,

e~ A=(t+8)(0), se t+8>0

(T(t)e)(9) = {
w(t +8) ,se—r<t+6<0.

Se u(ip) é uma solugao fraca de u(t) + Aqu(t) = H(u,) tal que up = ¢, entao
e=Aatp(0) + [y e A=t H(u,)ds ,se t>0
u(t) =
(1) ,se—r<t<0
Set>0e —r<8<0, temos

(T(t)p)(8) + Ji+* e A=ltti=2) H(u,(p))ds ,se t+0>0

u(p)(0) = {
(T()e)(8) ,se—r<t+6<0

Definindo Xo : [—r,0] = L(X) por Xo(#) =0,se —r <8< 0e Xo(0)=1,2

integral acima pode ser escrita como

t+6 !
/ e~ Aalt+0=9) Foy (0))ds = / [T(t — 5)Xo)(0)H (us(e))ds,
0 0

que justifica a igualdade

wl) =T + [ [T - Xl Hl()ds

para t > 0. Definiremos aqui,

e~ Aalttd)  se t4+0>0

[T(t)Xo)(0) = { :
0 ,se t+6<0

que é (formalmente) a defini¢do anterior.
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3.3 Diferenciabilidade com respeito a t

Nesta segio obteremos condigdes suficientes para que a solugdo de (10) seja
uma solugio de (9). Suporemos que F : R x C([-r, 0], X®) — X élocalmente
Holder continua em ¢ e localmente Lipschitziana em ¢.

Lema 3 Suponhamos que {4 : t > 0} é um semigrupo analitico em um
espago de Banach X e seja f : (0,T) = X uma fungdo localmente Holder
continua com [;||f(s)|lds < co para algum p > 0. Para 0 <t < T, defina
F(t) = [, e*t=*)f(s)ds. Entdo, F € continue em [0,T), continuamente dife-
rencidvel em (0,T), com F(t) € D(A) para 0 < t < T, F(t) = AF(t) + f(t)
em (0,T) e F(t) = 0 em X quando t — 0+.

Proof. Veja Henry [8].
Nos resultados seguintes, a fungdo u : [—r, T} =& X serd uma solugéo de

(10) em [0, T} sujeita a condigao inicial up = ¢.

Teorema 3 Suponhamos que ¢ : [—-r,0] = X € continua e localmente
Holder continua em (—r,0]. Entdo, t = u(t): (—r,T] > X® et F(t,u,):
(0,T] = X sdo localmente Hélder continuas e portanto, t — u(t) € C' em

d
0<t<T, além disto, d_1: € X7, para todo 2% <7<-;—+§1—P.

Proof. Veja Oliveira [17] e Henry [8].

Teorema 4 Suponhamos que ¢ : [—r,0] = X seja coniinua e u esteja de-
finida em [—r, T}, para algum T > r. Entdo, u € localmente Hélder continua
em (0,7], e portanto, u éC' emr <t < T.

Proof. Veja Oliveira [17).

3.4 Aplicando os Resultados Abstratos

Vamos considerar nesta segao, a equagdo (1) com condi¢des de Neumann,
onde tomaremos, como ilustragio, a nao-linearidade f como sendo a mesma
considerada por Hutchinson, ou seja

Sl )= anlh) (1 _ ult - T)) ) (12)
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Para estabelecer a existéncia e unicidade globais de solucao neste caso,
basta considerar o espago X = L*(R) e A4 : D(Aqg) € X = X o operador
autoadjunto definido por

D(Aq) = {¢. € HX(Q): g%’ »

Agp = —dD¢, ¥ € D(Aq).

0f (13)

Vamos denotar por Xj os espagos fracionarios associados a Ay muni-
dos da norma do gréafico. Neste caso, podemos escrever entao a equagao
na forma abstrata do capitulo anterior, onde as solugoes estardao no espago
C({',_Tv 0]= X;)

E facil se verificar que a ndo-lineridade neste caso € Lipschtiz continua e
que as solugdes estardo globalmente definidas.

Para maiores detalhes vide Wu [22] e Carvalho e Oliveira [1].

Observacao 2 Poderiamos considerar a mesma ndo lineridade, sé que na
fronteira, ou seja a nossa condigdo de fronteira seria

2 _ iy (1 251))

na fronteira de ). Neste caso temos que utilizar espagos fraciondrios com
poténcias negativas; para maiores informagdes veja [16].

4 Dissipatividade e Crescimento Exponencial

Nesta secdo queremos explorar um pouco mais o exemplo da iltima segao,
para ilustrar algumas diferengas existentes entre as equagdes retardas, par-
ciais e as expostas neste texto.

Observe que se tomarmos 7 = 0 em (12), entdo (1) se torna uma equagao
parabdlica semilinear, onde a nio linearidade € dissipativa. Pode se mostrar
que tal equagao é dissipativa, e na realidade possui um atrator compacto
global em H!; para maiores detalhes vide [6] e [8].

Caso 7 > 0 e d = 0, a equagio (1) se torna a equagio logistica, que

também possui uma atrator compacto global, como mencionado na intro-
dugdo.
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Vejamos o que acontece se considerarmos 7,d > 0. Entao seguindo os
artigos de Luckhaus [11] e Friesecke {3, 4] temos o seguinte teorema.

Teorema 5 Se considerarmos a equagdo (1) com a ndo linearidade (12),
entdo eziste uma constante K, independente da condigdo inicial ¢, tal que

sup / u¥(t,z)dz < K,
t—o0 J)
se uma das seguintes condigées € satisfeita:

(1) Q@ € um intervalo de um espago de dimensdo um;

(2) d > do, para alguma constante dy suficientemente grande;

(3) 0 < T < To, para alguma constante T suficientemente pequena.

Mais tarde, Friesecke extendeu estes resultados, dando contra-exemplos,
para quando (1), (2) ou (3) falham. Ou seja, existem solugdes globais, que
crescem exponencialmente rapido.
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Geometric theory for a quenching problem
Daniel Bauman Henry
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October 1999

We will study a singular parabolic problem introduced by
Kawarada [K] in 1975 and further studied by many authors [AW,
CK, L, KN], aside from related “quenching”problems for other
equations (for recent references, see [KN]). The solution
quenches if it approaches the (finite)boundary of the region
where the flow is smooth, at a finite time; after gquenching,
the mathematical model must change. Quenching 1is usually
distinguished from Blow-up, when the solution tends to
“infinity” at finite time. Both notions depend on the
topology employed, but we consider only a simple unambiguous

case:

(Kawarada’s problem):
u =u, +A/Ql-uwithu<lin{ <x < 1}x {& > 0}
u=0infx=0o0r 1} x ft > 0}

Here we have quenching at time t*{0O<t*<o) if the
solution exists in O<t<t* but maxul(x,t)—1 as t—t; this

means max |ue(x,t))—>w as t—>t (see theorem 5 below) which
X

was Kawarada’'s original definition of quenching in [K], but
the more general form described above is now more common.

Kawarada and many subsequent authors treated only the special
initial value uf-o=0;we allow any (moderately smooth) initial

value, bounded Dbelow and with sup u(x,0)<l.

-499-
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This is a singular gradient flow. Regular gradient £flows,
even in infinite dimensions, often allow a simple global
analysis; a commom conclusion is that every solution exists
for all positive time and converges to an equilibrium as
t—+w. (Some examples may be found in [He 1], [He 2],[Ha]) .For a
singular gradiant flow, some solutions may exist for only a
finite time before quenching or blow up, or perhaps could
exist for all positive time without converging to an

eguilibrium. In Kawarada’'s problem, there is a Liapunov
" 1' 1 ¢ 7
function v(p) = (1 @'@)) + 1109 @ - @G

for ¢ € H) (0,1) with max o(x)) < 1 - which decreases strictly

along any non-egquilibrium sclution u

% V(ult, ) = - J:(u,m + A/ - u))zdx

But this fact is not decisive, as for reqular gradient
flows, since V(u(t,.))may tend to —c and we can only conclude
u(t,.) must come close to the singular set {¢:maxe2l}. On
certain global solutions, however, V remains bounded, and
this fact is important in the analysis; the maximum principle
allows us to extend the results to more general solutions.

We also need a recent result (1996) of Brezis etalia [BCMR] -
slightly generalized here as Theorem 1 - which says (in our
case) any pointwise - increasing global solution ul(t,.)
converges to an equilibrium W in L;(0,1), with u(t,x) T (x)
as t—+eo for all x. Only special solutions are increasing in
time at each point, but there are enough (with help from the
maximum principle) to analyze the behavior from any initial
value. Theorems 2,3 and 4 show every solution of Kawarada’s
problem (for any given A>0) either quenches or exists for all
positive time and converges to an equilibrium as t—-o,

Theorem 5 refers to Kawarada’s original definition of
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“quenching” [K]: max lue(x,t)|—0 rather than maxu(x,t)—l;we
X X
show these events are simultaneous.
Our argument uses a generalized version of a result of

Brezis etalia [BCMR:Th.l]; the proof is only slightly

different but is included for the sake of completeness.

Theorem 1 Suppose n21,QcR"” is an open bounded connected set
and &Q is a C? hypersurface which is the disjoint union of
closed sets Q) and G2 (one of which may be empty). Assume
B:—[0,o] is C!,when 8¢, and s—g(s):[a,b}-[0,®) is ¢!,
increasing (=non decreasing) and convex, -oo<a<O<b<+oo.

Finally suppose, for some Mg in a<mo<b, g(me)>Amp and g’ (mo)>A,

[A, defined below] and in case b=+, r ds < w.

mo g(s) - Ays

Here A; is the principal eigenvalue A of the problem A@+Aigp=0

in Q, ¢=0 in &XQ, %+B(p=0in &2, with ¢=20; the

corresponding eigenfunction ¢, may be assumed to satisfy ¢;>0

in QUAQ, =0 and 89,/dN<0 in &R and L(pl =1 (Note A;>0

except for the Neumann problem where 9Q=6¢, B=0,i,=0).
Consider a globally defined solution u of

ue= Au+g(u) with asu<b in  (0<t<wo)
. du . .
u=0 in JpQ2, EN— +Bu =0in &0, for all t>0 which we suppose

is eventually increasing: for some to20 u:(x,t)20 for a.e.xeQ
and t=t, - and so, for all t>t, and xe€Q, by the maximum
principle. Then for each x, define W(x) by

ult,x)Twx) glu(t,x))TgW(x)) as t—o+eo

Wwith asW(x)<b g (W(x))<+owo (<t where W(x)<b):
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In case a=-®, we suppose uk-o is bounded below so the same is

true for W.
We have _LW < o, Ing(w)s < w

Where &(x)=1 if &2=¢ , &(x)=dist(x,0Q) if  8Qd2d

(so W(x)<b a.e. in Q) and, for all ¥ec?(Q) with ¥=0 in 8,

Z—NP- +B¥ =0 in &Q, we have L( WAY + g(W)‘P) =0

(Such a function W we will call an “L;-weak equilibrium”.If
such W also satisfied WeH?(Q)it would be a strict equilibrium

with AW+g(W)=0 and a<W<b a.e. in £, W=0 in dQ and

g_ +Pe =0 in &Q.

Remark In our application, n=1 Q=(0,1), 3=¢, g(s)=A/(l-s)
with a=-w, b=1, and we see below any L;-weak equilibrium is a
strict equilibrium (lemma 1).

The hypothesis of convexity, as well as the assumption that

g(x,s) depends only on s, allows us to apply Jensen’s
inequality: g(jnwdu) < fng(cp)du for any probability measure p
and any measurable ¢:Q—{a,b]. [If ¢ a simple function , this
is merely the definition of convexity; in general , take

limits of simple functions] . In our case l,l.(S)=Lq;ldx for

measurable Sc{).This suggests further generalizations, which

we won’t pursue here.

Proof For simplicity, we suppose to=0 so u is always

pecintwise increasing in t. Note u(t,.) is bounded below,
uniformly in R, whether a is finite or not. Using the

eigenvalue A, and eigenfunction ¢; defined above,



d

E-{!nu(t)tpl = I‘plg(u) - Agu 2 g(J’ncplu) - l,_"ntp:u

for t>0, if Iﬂu(t’)(p, > m, for some t'>0, it follows that
[ uip,would tend to b (Sto) at a finite time t° so u(t’,x)=b

a.e.g{u(t’,x))= 4o a.e. which is false. Thus jau(t,.)(p, < m, for

all t>0, and u(t,x)2 -B>o0 always.

Now I:”L‘h(Au + glu)) = [Iﬂ(p,(u) ]z” <m, +B

so .[ct+ljn(plg(u) s mo(l w 7"1) +B

for any t>0 . Since t—g(ut)) is increasing, for all t>0,

_[ng( ult, .) ) < chlg(u(t, .) [sup —3—} < ml +A, ) + B ) sup ;8- +m < o
Q

1 1
Finally, if M>0,we may choose §o so ALe=-1 in €, =0 in
8:Q, Ho/N+BLo=0 in 8,Q; this implies &o/8 and &o/¢: are bounded

in Q so

(o)< [P u=["feam) = [T[(Gru + o)

= ™ + [l

‘BIQCo‘*SUP(E,—i)mO“'SuP(SgO—)ml=m2<..

for all t>0. In case M=0 {8Q=6,Q, P=0 We have ¢,=1/vol(Q),

o) = Juttie, vol@ < mevole).
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In every case, therefore IQW = lim Iou(t.) < ® {and ut,.)—W

ts@

in I,(Q), by Lebesgue’s monotone convergence theorem):;
similarly g(u(t,.))—>g (W) in L. (Q:8(x)dx, jag(W}ﬁ < ®.

Finally let ¥ be in Czﬁ) with ¥=0 on 3,2, d¥/ON+B¥=0 in &Q;
_“Qut = L‘{’(Au(t) + gta®) = [wtA¥ + ¥o(ur) — [ (wAY + ¥gn )so

Yu |™ = [(WAY + PgW) )+ o) > 0 as t - +»
2]

and the proof is complete.

Theorem 2 (The equilibrium problem) For a certain A'>0

(AM=~2.34183), the equilibrium problem

A
l-9

Q"+ =0and  <1in0< x <1,

o) = 0 = o)
has no solution A>A",exactly one solution ¢ if A=A", and two
solutions @1, 02 if 0>, We have 0<@y (%) <@z (x)in
O<x<l, 0<A<A’,@; is asymptotically stable while the
linearization about ¢, has just one unstable eigenvalue, with
the rest of the spectrum stable. As A—A"'-, @1,0.-¢*; for
A=A*, the linearization in ¢* has one eigenvalue zero, with
the rest of the spectrum stable.

Remark Every equilibrium solution ¢ (for k>0)‘ is strictly

1
concave and symmetric about X=-2-: o(x)= @ (1-x).

A = 2/x" where x° > 0 : maximizes x° — e”"_[:e":dy :x = 0.924139

Proof It is obvious, for A>0, that any equilibrium solution

¢ is strictly concave, has a unique maximum and is symmetric

about that maximum point. Then the boundary condition
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©{0)=0=@ (1) implies the maximum occurs at X=1/2 and ¢’ (x)>0

in 0sx<1/2, so ¢'(X) = 2 logll;ﬂ
-m
in 0%x<l1/2, where m=¢(1/2) = max @<l. Change of variables to
020, with 0’ = 21 log i — @ gives the existence (or
~m

nonexistence) results claimed.
Since A—¢1,2(x,A) are smooth families of equilibrium

solutions in 0<X.<J\,*, ¢, and ¢, are hyperbolic (0 is not an

eigenvalue of the linearization), by lemma 3, p.188, [He 2 ].
But (A*@*) is a bifurcation point, so 0 is an eigenvalue of
the linearization at ¢ . As A—=0+,0;—>0 so ¢, is asymptotically
stable for small A>0, hence for all 0<A<A"; ¢;—2¢  as A—A  so
the spectra are also close.

The spectrum of the linearization at ¢  (with A=A") has
all nonzero eigenvalues stable, and 0 is the principal
eigenvalue. For A slightly less than A’, also ¢; is near o

with all the spectrum stable, except perhaps for the
eigenvalue near zero; and that must be unstable, by a result
of Crandall and Rabinowitz [CR}]. Then for all O0<A<Ah’, the
linearization at ¢; has a unique unstable eigenvalue, as
claimed.

Theorem 2 treats strict equilibria, while Theorem 1 treats
L, weak equilibria - but in our problem, these coincide.

Lemma 1 Let W:[0,1]-[0,1] be measurable,A>0,g(x)=A/ (1-W(x)

where W(x)<l,g(x)=+w, where W(x)=1, I:x(l-X)g(x)dx@ and for

all ¥ e CY0,1] with ¥(0)=0=¥(1), [ W¥'+g¥-0 Then - after

possible correction on a set of measure zero ~ W is C° in
[0,1] with maxW<l, W(0)=W(1l) =0 and W”+A/(1-W)=0 in [0,1], i.e.

W is a strict equilibrium.
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Proof Note 0<g(x)<wo a.e. in O<x<l, since g is locally

integrable in (0,1).

Let G(x)=f12(x— yigiydy in O<x<l, which is locally C' with
G’ (x)= qugabsolutely continuous in O<x<l and G”=g a.e. For

WeC® ((0,1)), E (¥”G-¥q)=0 so E (¥ (G+W)=0. Thus the locally

integrable function W+G has (W+G)”"=0 as a distribution in
(0,1), so W(x)+G(x)=Co+C;x a.e. in O0<x<l for some constants
Co,C,. Redefining W on a set of measure zero, if necessary, we
may suppose equality holds everywhere so W is C! with
W’ absolutely continuous and W<l a.e.(since g<w a.e.). Choose

an interval (a,P)c(0,1)where W<l; then W is C’ in (a,B) with

W+A/ (1-W)=0 soW' (x)* + 21 1og-i-—-—1w—() = constant in (a,f) and
— W

max W<l. If the interval (a,B) 1is chosen as large as
possible, W(x)< constant<l in 0<x<l so W” is bounded in [0,1],
so W and Wextend continuously to [0,1). For C?¥ with

W(0)=0=¥ (1), 0= (Prm-¥w)-[¥E-¥LL, = W) ¥ (1)-

W(0)¥’ (0), which implies W(0)=0=W(1l).

Lemma 2 Let u<l , uc=ug+A/(l-u) in {0<x<lix{t>0t with
u=0 for =x=0 ,1 (t>0) : u is a globally defined solution.
Assume A>0 and u..o+ has values in [a,b] where -w<a<0<b<l. Then
for sufficiently large te>0 , when tzto

A
u(t,x)zzx(l-x) in 0<x<l,i.e, every globally defined solution

is eventually positive.
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Proof pit,x)=a<0 (constant) satisfies pe=pxx with p<0 at
x=0,1 so the maximum principle shows ul(t,x)2p(t,x)=a for all

t20,0<x<1. Then A/(1-u)2A/(1l+|a]) so similarly u2p where

ut=uxx+l—+'E;) (n=0atx=0,1) with M|=o=a.
But p(t,x)— m—ll—)x(l-x) (equally for the =x-derivative) as
+ |a
t—w,s0 eventually u(t,x)2 A Ialx(l-x), say for t 2 t,. We
40 +

may thus suppose u coer 2 0 in [0,1] - or, replacing a by 0, t,

A
by 0, conclude that eventually u(t,x)z —4—x(1 -X.

Theorem 3 If A>A", every solution quenches (rﬁ’ad(u(.,t) reaches

1 in finite time).
Proof We show there are no globally defined solutions, by

contradiction. Every global solution is eventually positive,

by lemma 2, so we may suppose ul-o20.Let u® be the solution
with initial valueu’|,,, = 0 ;then 1 > u 2 u’ on [0,1]xR". But

é‘%u%bo at t=0 so u’ is a globally defined, pointwise

increasing solution. By theorem 1, u® converges to an L; - weak
equilibrium, which is a strict equilibrium by lemma 1. For
A>A", there are no such equilibria (Th.2) so there can be no

global solution u or u°.

When 0<A<A’, there certainly exist global solutions - the
equilibria, for example. We can treat the case A=A~ together
with O<A<A’, if we write @1=0;=¢ ,W'(Q2)=W™(¢"), W (g;)=
W (@")=W° (p2), W°(@,)= interior W'(¢"), when A=A".
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In every case (O0<A<A’), W'(¢;) is a smooth curve, We(pz) is a

smooth hypersurface and W*(g,) is an open set.

Lemma 3 For 0<A<A’, the curve W“(¢.) is the disjoint union of
I'.,9, and I'- where I': are curves, Yel, implies ¥>¢9, in (0,1)
and ¥ is in the quenching set, Wel. implies Y¥<¢: in (0,1)and
Ye W (o1).

Remark For (0<A<A’), W'(g@:) is an analytic curve; for A=A’

W (p;) is C™ near ¢; (for any given m<w}.

Proof The linearization about ¢: is ‘!’—+‘P"+mq’, which
2

has principal eigenvalue pi(20; pu>0 if A<A’) for the
eigenfunction ¥, (¥, (x)>0 in O<x<l; ¥;=0 and ¥#0 at x=0,1)

The curve W'(@;) may be described (near ¢;)by 8-¥(0)= @,+0%¥, +
0(0%),0 near 0 in R with ¥(.) a smooth (C")map of R (near O0)
into CY[0,1}(at least). Thus if 6,<8;(both near 0), ¥ (6:) (x)<

¥ (0,) (x) in 0O<x<l and the x-derivatives at x=0,1 are also

distinct. [The flow in W'(@;) is given by 8=41,6+0(8?)].

The results used here are not stated in this form, but
in equivalent versions. Thus in {Hel], theorem 6.1.2 proves
(in more general form) the existence of the curve W'(@2);
smoothness (in both ® and A) is proved in Th. 6.1.7.

Write T': ={¥(0) : 16>0, |6] smallf.

If Wel.,u is the solution with ul.-c=¥, then u(t,.)<¥(sp:<l)on
R*x[0,1] and V(u(t,.) decreases to a finite limit as t—o+w. It
follows that u(t,.) converges to some equilibrium below @,
which can only be ¢,. If Wel, and u is the solution starting

at ¥, then ue(t,x)>0 [u,=(¥:+0(8) (1,0+0(8%))]. If u were
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globally defined, Theorem 1 (and lemma 1) would provide an

equilibrium strictly above ¢, - but that contradicts Th.2.

Thus u is not global and max u{t,.) reaches 1 in finite time.

Lemma 4 A neigborhood of ¢: is contained in QUW’(@1)v

W (@) {or, QUW®(@’) when A=A’), where Q is the quenching set.

Proof Choose small 6, with 0<8;<8,; a small C' - neigborhood
of ¥(8.), denoted U, has Y(6,)< ¢, for all ¢eU:.

The solution starting in W(0:) quenches, so all U; is in the
quenching set Q.

Let U'2 be a very small ball, centered at ¢; Wi (@:) is a
hypersurface and divides U, in two parts, one meeting I'. and
the other meeting [.. We choose U,small, so any solution
starting in U, remains near ¢: for a longtime, while it
approaches exponentially to W'(g.) (see [He 1], 6.1.3).If the
solution always remains near ¢2,it is in W (g2); otherwise it
must leave above (near TI.)or below (near T.). In the first

case, it passes through U, ¢ 0 so WeQ; in the second

case, YeW (¢1) .
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Lemma 5 Every globally defined solution tends to an

equilibrium as t—+oo.

Proof Suppose u is a globally defined solution which does
not converge to an equilibrium; since ¢ is asymptotically
stable u must always remain outside a neigborhood of ¢;, and
by lemma 4 we also have uf(t,.)g¢ U, sinceU,cQui’(g)v
W (g2) .

By lemma 2, u is eventually positive and we may assume
uleo20. For 0<8<1, let u’ be the solution with initial value
Weo = Buio, so uleo =0 u'=u and w<u® < ul=u(<ljon
R™x[0, 1], for all 0<6<1, so these u® all globally defined. Since
9 teo =0<p), u°<p,, and u’ is pointwise increasing in time to
an equilibrium, which can only be ¢.; thus Wi(t,.)e W (o) .for
t>0 and 6=0, and also for small 8>0 since W°(¢,) is open. For
some 8" in 0<0°<1, u’(t,.)€W'(p,) for 0<0<8,t=0, but u*(t,.)¢

W (1) .Since u(t,.)is in the boundary of W’(gi)and V¢ in
W(p), we have V(u (.2 V(e)> ® and tov(u.))
decreases to a finite limit as t—+wo.

1f u® (t,.)e W'(p:)then B'<l and for some t™>0, w®(tt, e
U,, so with @ slightly greater than ', u’(t’,.)is in U, above
W {g2) .and u® quenches so also u(2u°)quenches contrary to
hypothesis.

Thus u® (t,.)€ W (@)U W (), Vu¥(t,.)oL(2V(gi)as t—rteo

2

1 g A

andfdt_[ uw + ———|dx < @. We may choose, as above, a
1-u

neigborhood U of{¢,,0:} such that u¥ (t,.)eU for all t=0,. Then

2
1 L]
choose ty—3+o so We=u"(ty,.)has L(‘P,‘ + ]dx - 0 and

1- %,
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E[(‘Pk)z - 2\ log n ——1‘{‘ ) - 2L as k—>0, while  ¥.gU. If
3

A
1-Y%'

- 1
=¥ + Lff =0 and for a constant By,

(‘i",t(x))z + 2\ log =2_Llfk‘i’; +B, in 0<x<l. Define

-
1- ‘{lx(x)

N, = “:(‘yk)z, then 21}5109 - _ILP = N2 - 2L + ol)so
k

A - 2L + o) = B, +2[ax['£¥ = B, +ofN,) and so

¥.(x)?+ 2) log 1——1@-&(—) = 2§ + of,) - 2L + o) uniformly in 0<xs<l.
T Wx

If N, were bounded (perhaps on a subsequence), log T Y o
- %k

1 ¥
would be uniformly bounded and Wy (x)< constant<l, so L(‘P‘)

would be bounded. A subsequence would then converge in
H°(0,1)when s<2 (and weakly in H?) to an equilibrium - but the
equilibria are in U and ¥«¢U for all k . Thus Ny—+© as
k—+©; w suppose in particular that Ny>4.

Let Ix = {x : We(x)<l-exp(-N; /2A)} : in Iy

2\ log < N? so for all x

B
1- %Yk (x

(W,00f + N2 > (¥)F + 24 log = 2N2 + of,)

e
1- 9,
or |[¥,(x) > N2+ oy, 2 N, -1( 3)in T,

Now W, (x)<l-exp (-N?/2A) (or (xeIy) in intervals [0,ax) and

while ox,1-Bx,are not in Ix. In

1
(1-Bi,1) with O<an , B < 3

fact if au<x<1-By , xeIy, since ¥ is strictly monotonic in
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each interval contained in Iy (|¥,]2Ny-1>0) and is never

negative.

Thus for large k, ¥ (0)=0 and
W) 2 N, - 1in [0, o F W60 2 1 - expl- N?/24) in [a, 1 - B,]

¥, (1)=0 and ¥,(x)<- (Ny-1) in [1-fy, 1]

so Y (x)>p;(x) in O<x<l, and in fact W is above some point of

I.cQ. This implies ‘PkeQ,u"'quenches so also u gquenches -

again, contrary to hypothesis. Now the proof is complete.

=1
“ A e i aa X 1-exp/-Ni /2A

x=0 1

Theorem 4 If 0<A<A’ (recalling our convention 01=¢.=¢ for
A=A") the state space X is the disjoint union of the (open)
sets QO and W®(¢;)and the (closed) hypersurface W’(g.) which is
their common boundary with Q above and W°(9i) below. If

A=A",W*(@") is a manifold with boundary and X=QUW®(¢’).

Proof This is nearly included above, but it remains to
prove: OW®(@i1)= W®(¢.)=0Q and Q is open.

In fact, part of the argument for lemma 5 shows a
solution in OW®(@,) is necessarily glcbal and so is in W°{g@:}.

Conversely, given a solution in W*(¢.), any solution starting
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slightly above [or below] the given solution must be in Q [or
W(¢,)], as is clear if we follow this solution until it is
near ©;. Thus W°(@2)is in &W*(¢,)mdQ. In particular, W’(¢i)w
W'{p;) is closed so its complement Q is open. Since 80 is
disjoint from the open sets Q and W'(¢.), it must be in

We(¢:), and thus 8Q= W°(02) .

The original. definition of “quenching” (in Kawarada [K]

at time t' asks that max|uc(x,t)]2o as t—-t'~, rather than

maxu(x,t)—=>1.It is clear maxx [u.(x,t)] will not blow up

before the first time maxu(x,t)reaches 1; we show these
X

events are simultaneous.

Theorem 5 If A>0,0<t'<x® and u is a solution of (1l)in

{0<x<1}x0<t<t’}, then maxu(x,t)—=1 as t—t'-

if and only if max |u (x,t)|0 as t—t.

Proof Suppose maxu(x,t)-»1 as t=t put max [ue(x,t)]
X x

remains bounded - say [u<B on {0<x<1}x{t,st<t’}(for some to in
O<to<t’) .We show this is impossible, which proves the theorem.

Note ditv(u(t,.))=—_[:u§ is bounded in test<t’, so V(u(t,.)is

also bounded .If ty—t'-,¥y=uity,.),

A

max|¥, +

< B and E ((‘}‘;)2 - 24 log T ] < C for some

k k

constant C.

Let N! = ":(l{';)2 ; ((‘P;)’ + 2k log - _I‘PJ < 28%| in (0,1)

LS
dx
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so W)Y + 24 log———l—- = 2N} + 6,C + 2BN, 6, with =Tk (X) 1in
1-Y%Y®
[-1,1].
1 ;
Since ———— is unbounded above, Ny—0.
1-Y¥®

1 '
Where¥, x) < 1 - el we have ¥,(x)* 2 2N} - C - 2BN, - 4A logN,, sO
k

for large k (and Ni) ]‘P;(x)| > V2 N, - B(> 0) and ¥« is strictly

monotonic in any interval where ¥ <1 -1/N . In particular
¥ <1-1/8 inf0,a)w @ -8

. ) 1
with equality when x=ax or 1-Px and O<oy B < TEIT“_B s B0

1
akSXSl—Bk,q’,‘Zl—-N—Z o)
k
- 2 . A - )
Yo+ AN; < ¥, + < B-Y%, 2 AN, -B
1- V¥, ¢ :

(>0, for large k).

LTL ¥ > (e - B)@.—;h -p)

LY

Thus ¥, )+ [‘-P(l - BJ

so 2(J§Nk - B) > ¥(e)+ I‘P'(l - BJ 2 (Q\.N: - 8) (1 - —J_'Z‘N_z__g] :

But this is false when Ny is large.
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