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SOBRE A OCORRENCIA DE PESOS NEGATIVOS NA SOLUGAO DE
SISTEMAS DE EQUAGOES DE KRIGAGEM

Jorge Kazuo Yamamoto
Departamento de Geologia Econdmica e Geofisica Aplicada do IG/USP

Como € do conhecimento do usuario da Geoestatistica a ocorréncia de pesos negativos
resultantes da solugdo de sistemas de krigagem ordinaria est4 ligada ao efeito de peneiramento,
pelo qual as amostras mais proximas (passantes na malha da peneira) recebem pesos positivos
numericamente superiores em detrimento daquelas distantes (retidas na malha da peneira) que
geralmente resultam em valores numericamente pequenos podendo inclusive ser negativos. Tais
valores da variavel de interesse ndo apresentassem extremos, comuns em distribuigdes
lognormais. Nestes casos, os teores estimados podem resultar em valores negativos ou entdo em
valores superiores ou inferiores aos valores originais. Pontos ou blocos com teores negativos s3o
inadmissiveis, pois em depésitos minerais caso sejam minério o teor devera ser positivo, abaixo
do teor de corte, podendo inclusive ser igual a zero, mas nunca negativo.

Colocado o problema, descreve-se a seguir algumas solugdes para eliminagdo de pesos
negativos como publicadas na literatura especializada. As solugdes propostas para eliminagao de
pesos negativos (Bammes & Johnson, 1984 e Baafi et al., 1986) baseiam-se na resolugdo do
sistema de equacgdes de krigagem ordinaria e verificagdo dos pesos resultantes. Se todos forem
positivos, 0 resultado é considerado, caso contrario, as amostras com pesos negativos s&o
eliminadas do sistema e o novo resultado é analisado. Caso ainda persista algum peso negativo o
procedimento é repetido até que resulte em todos os valores positivos. O algoritmo de Bames &
Johnson (1984), denominado "atualizagdo da inversa", trabalha com a matriz inversa original do
sistema de krigagem ordindria. Se ocorrer algum peso negativo, a amostra correspondente é
eliminada do sistema e a inversa é atualizada, de modo que reflita a redugdo da dimenséao do
sistema, e os pesos positivos. Outro algoritmo de Baafi et al (1986), também resolve uma
primeira vez o sistema de krigagem ordinaria. Se todos os pesos forem positivos o resultado €
aceito, caso contrario sdo gerados todos 0s subconjuntos possiveis de r amostras do conjunto
inicial n amostras (r < n), os quais sdo resolvidos, aceitando-se como solugdo aquele subconjunto
que apresente menor varidncia de estimagéo.Este algoritmo implica na resolugdo de um grande
nimero de sistemas de krigagem ordinarias e, portanto, ineficiente do ponto de vista
computacional. Pelo que foi exposto, os artigos tratam do problema a partir dos efeitos € ndo das
causas da ocorréncia de pesos negativos. Estas causas sdo o numero e distribui¢do espacial das
amostras escolhidas para os sistemas de krigagem ordinaria. Este trabalho apresenta algumas
configuragdes espacias, bem como o mapeamento da regido de ocorréncia de pesos negativos.
Quanto ao namero, Yamamoto & Bettencourt (1992) sugerem utilizar 4 a 8 amostras, com a
ressalva de analisar as distancias envolvidas amostra a amostra, pois, segundo estes autores,
ndo é recomendavel utilizar aquela que se apresentar muito distante do ponto a ser estimado,
visto que pouco ajudara na interpolagdo daquele ponto mesmo que exista alguma correlagao
geolégica. Com relaglo A distribuigdo espacial, pode-se utilizar do procedimento de pesquisa,
denominado quadrante, que garantiria uma boa amostragem espacial. Entretanto, nem sempre
os quatro quadrantes apresentam amostras, havendo necessidade, entdo de relaxar o critério para
que 0 ponto possa ser avaliado. Por exemplo, se o critério inicial era de 1 amostra por quadrante
e apenas dois quadrantes estio amostrados, pode-se relaxar a condigdo inicial para duas
amostras por quadrante totalizando as mesmas quatro amostras, porém sem a mesma
distribuigdo espacial prevista. S3o0 nesta situagdes que ocorrem com maior freq_ﬁéncia 0S pesos
negativos - justamente quando n3o ha boa amostragem espacial dos pontos. Assim, este trabalho
apresenta algumas configuragdes espaciais de dados para dois, trés e quatro pontos fixos,
situados & mesma distancia do ponto a ser interpolado e, portanto, todos com pesos positivos, € o
mapeamento do peso da amostra adicional aos conjuntos originais. Os resultados obtidos
encontram-se nas Figuras 1, 2 e 3, respectivamente para dois, trés e quatro pontos fixos. A}n§es
de passar a interpretagfo dos resultados obtidos € preciso ressaltar que para 0 caso de uma unica
amostra, o teor do ponto interpolado sera igual ao teor da amostra , independentemente da
distancia - principio dos pontos mais préximos (Popoff, 1966), e para o caso de duas amostras 0s
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pesos serdo sempre positivos, podendo uma amostra ter peso igual a zero se estiver no cone de
sombra da outra (com peso um) e exatamente nas mesma diregdo. Para conjuntos com ndmeros
de pontos maiores ou iguais a trés, existe a probabilidade de ocorréncia de pesos negativos,
fungdo da distribuigdo espacial (distancia e separagdo angular entre amostras). Nas Figuras 1, 2 e
3, pode-se observar que o campo dos pesos negativos da amostra adicional situa-se sempre no
cone de sombra das amostras fixas e este por sua vez depende da distribuigdo espacial das
amostras, sendo tanto maior quanto mais agrupados estiverem as amostras. Dentro do cone de
sombra, para o caso de nimero de amostras pequeno, existe uma regido com valores positivos -
vide especialmente Figura 1C e 1D. A distdncia da amostra ao ponto a ser estimado é fator de
importancia fundamental na escolha das amostras para a krigagem ordinéaria (veja a configuragéo
eliptica das curvas de igual peso da amostra adicional). Se a amostragem espacial ndo for boa
(Figuras 1A, 2A e 3A), amostra adicional pode estar distante até 3 vezes a distancia da amostra
mais préxima que ainda aquela estard auxiliando a interpolagdo. Se acontecer o contrario, a
amostra adicional deve ser tomada, de preferéncia. até duas vezes a distancia da amostra mais
proxima. As consideragdes feitas permitem escolher com mais critério o conjunto de pontos de
dados para estimagao por meio da krigagem ordinaria. Contudo, ainda néo € possivel estabelecé-
las em algoritmo, tendo em vista que ndo se conhece a relagdo matematica que caracterize a
distribuigdo espacial dos pontos de dados.
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Figura 1: Padr3es de variag3oc do peso da amostra adicional para

duas amostras fixas. Amostras fixas no primeiro quadrante CAJ; em

dois quadrantes continuos (B); e em gquadrantes allernados (C e D).
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Figura 2: Padr3es de variagio do peso da amcstra adicional para

trés amostras fixas. Amostras fixas no primeiro quadrante (A, em

dois quadrantes (B); e em trés quadrantes (C e D).
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Figura 3: Padr®es de variag3o do peso da amostra adicional para
quatro amostras fixas. Amostras fixas no primeiro quadrante CA

em dois quadrantes (B); em (tUreés quadrantes (C3 e em quatro

quadrantes (D).
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" PRECISAO NO CALCULO DE MDT'S A PARTIR DA DIGITALIZAGAO DE
CURVAS DE NIVEL."

Jorge Kazuo Yamamoto !
Roberto Hisayoshi Sameshima 2
1 Departamento de Geologia Econémica do 1Gc-USP.
Pds-Graduando do Departamento de Geologia Econdémica do 1G¢-USP.

Os modelos digitais de terrenos sdo representacdes da topografia por meio de malhas
regulares em cujos nos sdo calculadas as cotas, a partir de informagdes de cotas de pontos
digitalizados. A digitalizagdo de curvas de nivel pode ser feita de modo continuo (com amostragem a
intervalo de tempo pré-definido) ou de modo discreto, procurando-se digitalizar pontos eqidistantes.

Obviamente podera haver redundancia de informagdes quando a digitalizagdo de um trecho
reto da curva de nivel for digitalizado dessa forma. Entretanto, h4 de se ressaltar a importancia da
- digitalizagdo no sentido de ndo ser criado um nimero excessivo de pontos, que é um sério limitante
a maioria dos algoritmos de interpolagao.

Este trabalho apresenta os resultados de testes de precisdo de mdt's gerados a partir de um
conjunto de pontos de dados representativos da topografia de uma area de 1500 x 1500 metros,
localizada entre as coordenadas 24937'45" a 24038'35" de latitude sul e 4894325" a 48044'20" de
longitude oeste, regido da Serra de Paranapiacaba, folha Barra do Rio Pardo (x-12), DAEE 1957.

Para os fins deste trabalho foram digitalizados 2524 pontos, com um espagamento médio
entre 0s pontos de uma mesma curva de nivel em tomo de 50 metros (0,5 cm da escala).

A precisdo de um mdt est4 relacionada a sua capacidade de reconstituir a topografia que lhe
deu origem . Assim, quanto menor for 0 erro dessa reconstituicdo, melhor a precisdo do mdt. O mdt
sendo representado por uma malha regular de pontos nas duas diregdes, pode ter sua precisao
controlada pelo numero de n6s em ambas as dire¢des. Dessa forma, com o conjunto de pontos de
dados passou-se ao célculo de mdt's sucessivamente mais refinados com o incremento do namero
de nos.

Para o célculo do mdt, foi escolhido neste trabalho, 0 método de interpolagdo sobre a rede de
tridngulos, definida sobre o conjunto de 2524 pontos. A triangulagdo de Delaunay (Pettinati, 1983) foi
utilizada para geragdo da rede de tridngulos. A interpolagdo dentro do dominio de cada tridngulo foi
efetuada a partir do ajuste matemético de um plano, representado por um polindmio bivariado de
grau 1.

Uma vez calculado o mdt, o teste para aferir a sua precisdo foi feita com o préprio conjunto
de pontos de dados que o originou. Assim, foram utilizadas as localizagdes dos pontos de dados
originais, com as quais foram calculadas as respectivas cotas interpoladas diretamente do mdt, que
por sua vez foram comparadas estatisticamente com as cotas originais.

A interpolagdo do valor de um ponto, agora a partir do mdt, foi feita por meio do ajuste
bilinear (Rogers & Adams, 1976). A interpolagdo bilinear de um ponto (u,w), dentro de uma célula,
definida pelos 4 nés contiguos, pode ser feita como ilustra a Figura 1.

P{0.1) P{1.1)
w | Qluw)
P(0.0) u P(1.0)

Qu.w)=|(1-u) u|[P(0.0) P[O.1)|(1-w

P(1.0) P(1.1)|| w
FIGURA 1 - Interpolag&o bilinear do ponto (u,w) em uma célula do mdt (adaptado de Rogers &
Adams, 1976).
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Observe-se que a interpolagdo dentro de uma célula s6 € possivel quando os 4 nés
apresentarem informagdes de cota, caso contrario o0 ponto ndo podera ser interpolado. Isto devera
acontecer na fronteira dos dados, onde um né do mdt foi determinado justamente porque estava fora

da area da fronteira.
Para afericdo dos mdt's, as seguintes estatisticas foram utilizadas:

-média e desvio padrdo (para os dados interpolados e originais);
-erro RMS (raiz quadrada da somatéria das diferencas ao quadrado, dividida pelo nimero de pares
de pontos);
-coeficiente de correlagéo.

Além dessas, foram calculadas também as retas dos minimos quadrados, representadas
pelos seus coeficientes a e b.

Os resultados obtidos encontram-se na Tabela 1.

MDT
NOS Xl T 21x21 | 31x31 | 4lxdl | SIx51 | 6Ix61 | 71x71 | 81x81 | 91x91 | 100x100
ABERTURA 150.00]  75.00] _50,00]  37.50] 3000| 2500 2140 1880] 16,70  15.20
INTERTOLADO Tx| 78432| 779.08] 77699] 775.96] 77536 77526] 77491| 774.77] 77482 77504
ST 4739 s474]  5713|  5854[ 5931 5958] 6002[ 603 6015  59.77
ORIGINAL T 78521] 77899] 77702 77597] 7754| 77527 774.89] 7748| 774.86] 77505
T s125]  563] 5792 5905  598[ 6002] 6049 60.66] 6043  60.04
ERRO RMS 1037] __ s.l 344 273|233 202 18] 163 1,49 1.37
COEF. CORREL. 098109] 0.99616] 0,99830] 0.99898] 0.99927| 0.99945| 0.99957| 0.99966] 0.99971| 099975
NUM. PARES 68| 2061 _ 2231| _ 2313| 2347 2355 2360 2375  2377| 2385
COEF.RETA  [a| 46389 -1924 94| 7133|  -588] 536] 445| 428] 333 331
5T 1061 1025 1012] 1009] 1008] 1007] 1006] 1005] 1.004] 1.004

TABELA 1 - Valores das estatlsticas e coeficientes da reta dos minimos quadrados, obtidos para
medida da precisdo do mat.

Analisando-se os resultados obtidos, verifica-se que, como seria de se esperar, com 0
aumento do nimero de nés do mdt h4 melhoria na precisdo do mdt, conforme diminuicdo do erro
RMS e aumento do coeficiente de correlagdo. Considerando-se que a amostragem das curvas de
nivel foi feita com um espagamento médio de 50 metros, o mdt calculado com abertura de 50,0 m
(31x31 nés) apresentou um erro RMS de 3,44 m. Entretanto, o mdt calculado com 61x61 nos
(abertura igual a 25,0 m.) apresenta um erro RMS de 2,02 m., o que pode ser considerado
satisfatério para a reprodugdo das elevacgbes do terreno. Pode-se observar ainda na Tabela 1 que, a
partir de 61x61 nés a diminuigao do erro RMS ndo ¢ significante, pois para um mdt de 100x100 nés,
o erro RMS permaneceu ainda em 1,37 m, que reproduziu comprecisdo as topografias originais.

Assim, considerando os resultados obtidos, pode-se utilizar, em principio mdt's com
aberturas iguais @ metade do espagamento médio entre os pontos de digitalizagéo das curvas de

nivel, que reproduziu com precisdo as topografias originais.
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