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Desde a realizagdo experimental dos condensados de Bose-Einstein de gases atémicos no ano de 1995, muitos
foram os estudos para determinar as propriedades desse estado coerente. Entre eles podemos citar os modos
coletivos desse sistema, o qual consiste em uma assinatura importante do seu carater superfluido. Nesse projeto,
estudamos os modos coletivos de um condensado confinado em um potencial harménico. Estabelecemos um
protocolo para perturbacdo, a qual consistiu de um onda estacionaria ou propagante, com valores de amplitude,
frequéncia e numero de ondas devidamente selecionados. Nossos resultados demonstram um carater bastante
peculiar da perturbacgdo tipo propagante, que induz ndo s6 a excitacdo dos modos de deformagdo monopolar e
quadrupolar, como também do modo dipolar do centro de massa da nuvem condensada. A evolugdo temporal
dos modos foi calculada através da minimizacdo da Lagrangiana do sistema perturbado. O ansatz para fungédo de
onda do condensado foi escolhido com base no regime de Thomas-Fermi, com os graus de liberdades necessarios
para fornecer a dindmica dos modos. Extraimos o espectro de Fourier da solucdo das equacdes variacionais para
os raios da nuvem a fim de individualizar a contribui¢do de cada modo coletivo, cujas frequéncias exatas foram
obtidas com a linearizacao das equacdes dindmicas em torno da solucdo do equilibrio. Determinamos a resposta
dos modos de monopolo e quadrupolo frente a presenca do modo dipolar, e também com a variagdo da amplitude
da perturbagdo, para diferentes geometrias da armadilha de confinamento. Nossa proposta de excitagdo nos
mostrou um cenario bastante promissor no intuito de melhorar a precisdo na deteccdo desses modos de mais
baixa energia do sistema condensado, assim como a possibilidade de excitar seletivamente apenas um dos modos,
dada a dependéncia do acoplamento entre eles com a geometria da armadilha de confinamento.
Palavras-chave: Condensado de Bose-Einstein, Modos coletivos, Perturbagio espago-temporal.

Since the first experimental realization of atomic Bose-Einstein condensates in 1995, numerous studies have
sought to characterize the properties of this coherent quantum state. Among the most significant are investigations
into the collective modes of the system, which serve as key signatures of its superfluid nature. In this project,
we analyze the collective modes of a condensate confined within a harmonic trapping potential. We established a
protocol for perturbing the system using either a stationary or propagating wave, with carefully selected values
of amplitude, frequency, and wave number. Our results reveal a particularly intriguing behavior associated with
the propagating perturbation, which not only excites the deformation modes-monopole and quadrupole-but also
induces the dipole (center-of-mass) mode of the condensate. The temporal evolution of these modes was obtained
by minimizing the Lagrangian of the perturbed system. The wavefunction ansatz was based on the Thomas-Fermi
regime and included the necessary degrees of freedom (variational parameters) to capture the mode dynamics.
We performed a Fourier analysis of the time evolution of the condensate radii to isolate the contribution of
each collective mode. Their exact frequencies were determined by linearizing the dynamical equations around
the equilibrium solution. We investigated the response of the monopole and quadrupole modes to the presence
of the dipole mode and examined how this response varies with perturbation amplitude and trap geometry. Our
excitation protocol presents a promising strategy for enhancing the precision in detecting low-energy collective
modes of the condensate. Moreover, due to the geometry-dependent coupling between modes, it opens up the
possibility of selectively exciting individual modes.
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1. Introducao

A histéria do condensado de Bose-Einstein (BEC) re-
monta as discussoes sobre a lei de Planck para a radiacao
de corpo negro [IH3]. Na década de 1920, o fisico indiano
Satyendra N. Bose (1894-1974) propds uma nova descri-
¢do da radiagdo, tratando-a como um gas de particulas
indistinguiveis — os fétons. Seu trabalho reinterpretou a
estatistica da luz sob essa perspectiva e foi posterior-
mente enviado a Albert Einstein (1879-1955). Einstein
nao apenas reconheceu a relevancia da ideia, como tam-
bém a estendeu para dtomos massivos, apontando que as
mesmas consideracdes poderiam ser aplicadas a sistemas
materiais. Esse avanco levou a formulacao das estatis-
ticas quanticas: particulas com spin inteiro, denomina-
das boésons, obedecem a estatistica de Bose—Einstein e
podem ocupar o mesmo estado quéntico; ja particulas
com spin semi-inteiro, os férmions, seguem a estatistica
de Fermi-Dirac e estao sujeitas ao principio de exclusdo
de Pauli, que impede a ocupacao simultdnea do mesmo
estado. Essa diferenca fundamental na natureza quantica
da matéria é o que da origem as diferentes estatisticas
quanticas. O fato de particulas bosonicas poderem se
acumular em um tnico estado quantico faz com que, em
temperaturas suficientemente baixas, ocorra a transicao
de fase conhecida como condensac¢do de Bose-Einstein.

Consideremos N bésons indistinguiveis distribuidos
em g estados quanticos distintos. Cada estado i pode
ter n; =0,1,2,... particulas, com as restri¢oes:

Zni =N, (1)

g
anfi = E, (2)
=1

onde ¢; é a energia do estado i. Para bdsons, qualquer
niumero de particulas n de 0 a N pode ocupar um estado.
A entropia do sistema é dada por:

S =kplnW({n;}), (3)
onde W({n;}) é o nimero de maneiras de distribuir
as particulas nesses estados. Maximizamos a entropia

sujeita as restricbes de conservacdo de particulas e
energia, usando multiplicadores de Lagrange o e 3:

§ |InW({n;}) + « N—Zni

+68 | E - an =0. (4)

A maximizacao leva a ocupacio média de cada estado:
1

() = e —1- (5)
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Identificando = 1/(kpT) e a« = —p/(kpT), obtemos a
distribuicao de Bose—Einstein:
(ne) = e =1 (6)

O potencial quimico g surge naturalmente como o
multiplicador de Lagrange associado a conservacao do
numero de particulas. Fisicamente, ele mede a energia
necessaria para adicionar uma particula ao sistema, e
sua presenca no formalismo grande canoénico torna-se
essencial para descrever gases quanticos em equilibrio
com um reservatério de particulas [4].

Dado um ntmero fixo de particulas N, & medida que
a temperatura do sistema é reduzida, a populacao dos
estados de menor energia aumenta. Quando a tempera-
tura critica do sistema, T, ¢ atingida, ocorre a saturagao
da ocupacao dos estados excitados. Essa condicao forga
as particulas a se acumularem no estado de mais baixa
energia do sistema a medida que a temperatura é
reduzida abaixo de T,.. Para um sistema de bdsons nao
interagentes, esta temperatura critica é definida a partir
da condi¢do de normalizacdo equacao , com pu — 0
e a ocupacao dada pela equacgdo . No formalismo
grande canonico, enquanto 7' regula a energia média,
aparece na probabilidade de encontrar o sistema com IV
particulas, mostrando que p regula a ocupagao média de
particulas no sistema. No condensado de Bose—Einstein,
L — €, permitindo que o estado fundamental seja
macroscopicamente ocupado. Essa previsao teérica — o
chamado condensado de Bose-Einstein — ficou décadas
sem comprovagao experimental, j4 que os métodos de
resfriamento disponiveis ndo permitiam atingir tempe-
raturas proximas do zero absoluto.

A possibilidade de observar uma fracdo macroscépica
de particulas no mesmo estado quantico trouxe um
novo regime da matéria, onde a mecanica quantica se
manifesta em escala mesoscopica ou macroscopica. Esse
regime abre caminho para explorar propriedades coleti-
vas que nao aparecem em gases ou liquidos cléssicos. Vale
lembrar que antes da realizagao experimental do BEC, ja
eram conhecidos sistemas relacionados, como a superflui-
dez no hélio-4 e a supercondutividade. Ambos sugeriam
que efeitos quanticos coletivos eram reais e podiam ter
implicacoes tecnoldgicas e conceituais profundas. Assim,
o BEC foi visto como um potencial sistema para o
entendimento unificado de estados quanticos coerentes
da matéria.

O desenvolvimento de técnicas de resfriamento por
laser cooling e evaporative cooling nos anos 1980—90
permitiu que dtomos neutros fossem resfriados a tem-
peraturas de nanoKelvins. Esse progresso culminou em
1995 com a primeira observacdo experimental de um
BEC em gases diluidos de rubidio e sédio (Cornell,
Wieman e Ketterle, laureados com o Nobel de 2001).
Esse marco transformou um conceito puramente ted-
rico em uma plataforma experimental. Desde entéo,
os condensados se tornaram um “laboratério quantico”
altamente controlavel. Eles permitem estudar dindmicas
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fora do equilibrio e transi¢oes de fase quanticas, simular
modelos da matéria condensada, explorar fendmenos
topoldgicos e coletivos, como vortices quanticos, além de
servir como base para tecnologias emergentes, incluindo
sensores de altissima precisdo e possiveis aplicagoes em
computagdo quantica.

Neste trabalho, propomos excitar um BEC ao apli-
car, sobre o potencial harménico de confinamento tri-
dimensional, perturbacdes espaco-temporais dos tipos
Acos(kz — Qt) e Acos(kz)cos(€Qt), ou seja, perturba-
remos o sistema apenas na diregdo axial, de forma a
simular o protocolo experimental do Grupo de Optica
“Milton Ferreira de Souza” do Instituto de Fisica de Sao
Carlos da Universidade de Sdo Paulo. Vamos estudar
os modos coletivos gerados no BEC a partir de tais
perturbacoes, calculando sua evolucao temporal através
da minimizacao da Lagrangiana do sistema perturbado.
Na sequéncia iremos derivar as equagdes que regem a
evolucao temporal dos BECs de sistemas reais, isto é,
considerando a interagdo entre os a&tomos. Escolheremos
o ansatz para a funcdo de onda do condensado, cujos
parametros variacionais serdao usados para estudar a
dindmica dos modos.

2. A Equacao de Gross-Pitaevskii

Os atomos, de maneira geral, interagem via diversos
potenciais complexos, como por exemplo forgas de van
der Waals, efeitos de spin, orbitais eletronicos. Contudo,
em um gés diluido e ultrafrio, apenas colisoes binarias
de baixa energia sao relevantes. Nesse regime, os atomos
passam a maior parte do tempo relativamente afastados
uns dos outros, de modo que a interagao efetiva entre
eles pode ser considerada de curto alcance. Isso significa
que, exceto quando estdo muito préximos, os atomos
nao experienciam a presenga uns dos outros. Nessa
situagdo, em vez de precisarmos conhecer em detalhe
o potencial microscopico real, podemos substitui-lo por
uma interacdo de contato caracterizada unicamente por
um parametro: o comprimento de espalhamento as.
Fisicamente, a4 estd relacionado ao desvio de fase sofrido
pela onda incidente durante o processo de espalhamento.
Em baixas energias, o espalhamento é dominado pelo
canal s (I = 0), pois os canais com ! > 0 s@o suprimidos
pela barreira centrifuga. Assim, no regime de gas diluido,
isto é, quando asn'/? < 1, com n sendo a densidade do
gas, podemos aproximar o potencial de interagdo entre
os bosons pelo pseudopotencial:

V(r,r') =go(r —1'). (7)

Sendo d(r —r') a funcdo delta de Dirac e g a constante
de acoplamento

drh’a,
9= : (8)

m

onde A representa a constante de Plack e m a massa
atomica do gés. Este potencial §-funcional reproduz
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corretamente a amplitude de espalhamento em gases
diluidos e ultrafrios de bodsons, onde toda a complexi-
dade da interacdo interatomica pode ser resumida em
um Unico pardmetro fisico (as), que é adequadamente
modelado pelo potencial de contato, reproduzindo com
preciséo a fisica das colisdes de baixa energia [5].

Assim, podemos escrever a Hamiltoniana do sistema
de N bédsons interagentes:

i = Z P Ve + 0o -] (9)

1<j

com Vg.¢(r;) sendo o potencial externo (potencial de
armadilha) e p;, o momentum da i-ésima particula de
massa m.

A caracterizagdo de um sistema fisico requer a medi-
¢do de suas grandezas fundamentais, como energia ou
momento linear. Na mecéanica classica, um sistema é
descrito por um conjunto completo de varidveis mensura-
veis, por exemplo, a posicao r, o momento p e o momento
angular L de um corpo rigido de massa m e momento de
inércia I. J4 na mecanica quantica, essas grandezas sao
representadas por operadores O que atuam no espaco
de Hilbert das fungoes de onda [6]; esse procedimento é
conhecido como primeira quantizacao. Na chamada se-
gunda quantizacdo, em vez de quantizarmos diretamente
as particulas, quantizamos os campos que as descrevem.
Nesse formalismo, o niimero de particulas é controlado
por operadores de criagdo e aniquilagio que atuam no
espaco de Fock. Para o caso de bésons indistinguiveis, o
sistema pode ser descrito em termos da ocupagao dos
niveis de energia acessiveis, o que permite reescrever
a Hamiltoniana de forma conveniente em termos do
operador de campo bosoénico:

a-fwten|5;

+§//@T(r,t)\iﬁ(r',t)6(r —e"YU(r', ) (r,

VQ + ‘/emt( ) \il(ra t)dr

t)dr'dr.
(10)

Em que ¥(r,t)t e U(r,t) sio os operadores de criacao e
aniquilacao da particula na posicdo r. Esses operadores
obedecem as relagoes de comutagao bosonica:

[ (r,t), T (x' 1)) = 6(r — "), (11)
[U(r,t), ¥, t)] =

Portanto, para considerar a evolugao do operador de
campo, usamos a equagao de movimento de Heisenberg,
e aplicamos entdao as relagdes de comutagoes nas equa-
goes (L1)) e (12):

0 A N

iha U (r,t) = [B(r H]

(O (r,t), UT(x', )] = 0. (12)

— [ V + Veur(r )) + g¥T(r, t)¥(x, )

) (13)
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Vamos usar a aproximagcao de campo médio na expres-
sao acima, substituindo o operador \i/(r, t) por seu valor
esperado (li/(r,t» = 1o(r,t), ou seja, pela substituigdo
de um grau de liberdade quantico pela aproximacao
classica [7]. Podemos escrever W(r,t) = > 0i(r,t)ay,
sendo &} e a; os operadores de criagdo e aniquilacdo
da particula no estado ¢;. Como queremos explorar o
estado fundamental do sistema, uma forma conveniente
de se escrever o operador W(r, ) é:

U(r,t) = go(r,t)ao + Y _ ¢;(r,t)d;. (14)
J#0

Dado o operador nimero N = a'a, seu valor esperado
para o estado fundamental é Ny, = (No) = (dgd()).
Devido & comutacio [&0,&2;] = 1, podemos expressar
Ny = (dodg + 1), de modo que é possivel aproximar
<&0&(T)> ~ Ny, pois Ny > 1. Em consequéncia desse fato,
[do,dg] ~ 0, e podemos tratar ¢pdg como um campo
cléssico. Além disso, como Ny = (a}ao) = (aoa)), vem
ao = a) = v/No, que é a aproximacdo de Bogoliubov
[8,[@]. Assim, escrevemos a equagao como:

(r,t) = Uo(r,t) + 0W(r, t)
= VNogdo(r,t) + Y é;(r,t)a;.  (15)

§#0
Finalmente, aplicando a equagdo acima & equagao (|13))
e considerando somente os termos de ordem zero em 0V,
vem a equacao de Gross-Pitaevskii (GPE):

0
h— W t
? ot O(rv)
n_, 2
= |75, V" + Vear(r) + g[To(r, )7 | o(r,2). (16)

A equagio descreve a evolugao da fungao de onda do
BEC, e é valida no regime de gases ultrafrios, isto é, cuja
temperatura tende ao zero absoluto e muito diluidos,
com espagamento interatémico (d ~ n~'/3) muito maior
que o comprimento de espalhamento as. O seu termo nao
linear g|W|? representa as interacdes entre os 4tomos. A
partir de sua solucao podemos encontrar o funcional de
energia relacionado ao BEC:

-/ [;jn|wo<r>|2mwt(r)wo(rw+gwo(r)i“ dr.

(17)

Podemos usar método variacional para minimizar a
acao relativa & Hamiltoniana com a variagdao da funcao
de onda do sistema. Dessa forma obtemos a equacao de

Euler-Lagrange
oL d ( OL
=—|(—1)=0, 18
ovg  dt (aw()) (18)

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 47, suppl. 3, €20250265, 2025

Perturbacoes espago-temporais para excitagdo de condensados de Bose-Einstein

com a Lagrangiana do sistema dada por:

L=F—uN
:/{2hm|v\1/0(r)|2+[Vm(r)—u]‘I/o(f)l2
+ Lol far (19)

Definimo o potencial quimico p como a energia necessa-
ria para colocar (ou retirar) uma particula no sistema.

Dessa forma, pelas equagoes e , vem a GPE
independente do tempo

(—thz V() + g a(8)? ) o) = o)

2m
(20)
3. A Aproximacao de Thomas-Fermi

A aproximagdo de Thomas-Fermi (TF) se baseia em
desprezarmos o termo cinético da equacao , devido
ao grande nimero de particulas no sistema interagente,
cuja distribuicdo acaba por amenizar os gradientes de
densidade locais, com excecao das regiao das bordas.
Para um potencial de armadilha harménico, essa con-
digdo se traduz em altos valores da razao [10]

8maN
u =

L (21)

que compara a dimensdo do sistema interagente com
a largura do estado fundamental do oscilador [ =
(h/mw)l/ %, correspondente ao aprisionamento harmé-
nico. O termo u também representa a razao entre a
energia de interagdo e a energia cinética. Com essa
aproximacao a equagao se torna

Vear (£)Wo(r) + g|Wo(r)* o (r) = uTo(r),  (22)

de modo que podemos definir a densidade de Thomas-
Fermi:

nrp(r) = [Urp(r)® = M_ngm(r)
(23)
= [Urp(r)| = “‘Vg”

No entanto, uma densidade negativa (que ocorre se
Vert > p) néo é fisicamente possivel, sendo razodvel
impor uma funcao de Heaviside a equagdo anterior, de
forma que

H— ‘/ext (I‘)

p O(p = Veat), (24)

nyp(r) =
sendo a funcdo de Heaviside:

sex <0

O(z) = {0 (25)

1 sex>0
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Considerando o potencial harménico:

m
Vear(,9, 2) = 5 (%] + yPw + 2%07), (26)

e o raio de Thomas-Fermi R;, que delimita a nuvem
condensada na direcao j [8]

21

R, = )
7 mw?’ ( 7)
j
reescrevemos a equacio COMmo:
fL'2 y2 Z2
””@WFWQ‘W‘W‘W)
T Y z
R TE )
Xg(l_—— . (28)
R R R

sendo ng = n(0,0,0) = p/g a densidade de pico do
BEC. A densidade de Thomas-Fermi nrp tem uma
secao transversal parabélica e preenche o interior de um
elipsoide [11].

Por razoes experimentais, devido a simetria axial do
aprisionamento com campo magnético de quadrupolo,
escrevemos o potencial da equacao da forma:

m
Vgt (r) = wa (2 4+ 3% + \222), (29)

para w, = w; = wy a frequéncia radial do oscilador.
O fator A = w,/w, define a assimetria da armadilha
e, consequentemente, é proporcional & razao entre os
raios da nuvem condensada segundo a equacao .
A equagao do elipsoide se torna:

2?4+ y? + 2222 = R2. (30)

A Figura [l] ilustra trés possiveis formatos para nuvem
condensada com a variacdo da assimetria da armadilha
harmonica A, segundo a equagao (30).

Considerando a condi¢do de normalizacido da funcao
de onda do BEC

No= [ jww)r, (31)

podemos, a partir da equacdo (28)), encontrar o niimero
de particulas condensadas em termos das densidade de
pico e dimensdes do BEC:

8

N() = TsnoRzRyRZ. (32)

A=1/2 A=1 A=1.4

Figura 1: Formatos da nuvem condensada na aproximacdo
de Thomas-Fermi para diferentes assimetrias do confinamento
harménico: charuto (A < 1), esfera (A = 1) e panqueca (A > 1).
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4. Método Variacional

Na mecénica classica, o método variacional se manifesta
de forma natural no principio da minima agdo de
Hamilton [I2]. A ac¢do é definida como a integral da
lagrangiana ao longo do tempo:

Sla(t)] = /tz L(q,q,t) dt, (33)

t1

onde L(q,¢,t) = T —V é a lagrangiana do sistema.
O principio variacional afirma que a trajetéria real do
sistema ¢(t) torna a acgdo estaciondria:

0S8 =0. (34)
A variagao leva as equacoes de Euler—Lagrange:

d (0L oL

O método variacional também é uma ferramenta para
aproximar solugoes de sistemas fisicos complexos. Em
mecanica quantica, por exemplo, é usado para estimar
energias fundamentais. A ideia central é escolher uma
funcdo de teste (ansatz), calcular um funcional de
energia, e otimizar os parametros dessa funcdo. Mesmo
a equacao de Schrodinger pode ser reinterpretada via
principios variacional, conforme exemplificado em nossa
se¢do 2, com a derivacdo da equacao de Gross Pitaevskii.
Nessa parte utilizaremos o principio variacional para des-
crever a dindmica das oscilagoes coletivas do condensado.

Como vimos na secdo anterior, a GPE governa a
evolugao da funcao de onda macroscépica do BEC. Essa
funcdo de onda, por sua vez, é uma fungdo escalar
complexa que, por identidade matemadtica, pode ser
decomposta em amplitude e fase

U(r,t) = f(r, t)eis(r’t), (36)

onde f(r,t) e S(r,t) sdo fungoes de varidveis reais associ-
adas & densidade e fase do BEC, respectivamente. Nesse
contexto dos superfluidos, perceba que essa decomposi-
¢do adquire um significado fisico direto: o médulo ao
quadrado da funcdo de onda representa a densidade
de particulas do condensado (|¥|?> = n(r,t)). Além
disso, o gradiente da fase estd relacionado ao campo de
velocidade superfluido (v = i/mV . S(r,t)). Portanto, de
maneira resumida, f(r,t) descreve a distribui¢io espa-
cial de particulas, enquanto S(r,t) codifica informacao
dindmica sobre o movimento coletivo do fluido quantico.
Essa correspondéncia é a base da chamada formulagao
hidrodindmica da GPE [g].

Baseando-nos no perfil de densidade de Thomas—
Fermi dado pela equagao , podemos escolher
f(r,t) = /nrp(r,t), enquanto, para a fase S(r,t),
temos a liberdade de introduzir os graus de liberdade
relevantes de acordo com o fenémeno que desejamos
descrever. Como discutido anteriormente, a fase esta
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diretamente relacionada ao campo de velocidade do
condensado. Assim, é natural propor para S(r,t) uma
expansao polinomial de baixa ordem

S(r,t) = a1 (t)x + a2(t)y + as(t)(z — 20)
+ Bu(t)a? + Ba(t)y” + Ba(t)(z — 20)?,

onde Ry, Ry, R, a1, o, a3, 1, B2, B3 € 2o serdo tratados
como parametros variacionais dependentes do tempo.
A escolha dessa forma para a fase é justificada fisi-
camente: os termos lineares descrevem translagoes do
centro de massa do condensado, correspondendo as
oscilagbes de dipolo, enquanto os termos quadrdticos
geram dilatacoes ou deformacbes quadrupolares, que
estdo associados a modos coletivos mais complexos,
como os modos de respiragdo e quadrupolo. Em outras
palavras, ao expandir S(r,t) em termos polinomiais
de baixa ordem, construimos diretamente os campos
de velocidade que caracterizam os modos coletivos de
baixa energia observados experimentalmente em BECs.
Portanto, a solugao tentativa geral para a fungao de onda
do condensado pode ser escrita como [13]

2 Y2 z—20)?

« ei[a1z+a2y+a3(z—zo)]ei[51z2+52y2+B3(z—zo)2]

2 2 2
oy (2—2)
XO|l—-—= — &% — ——577— ], 38
( s
com ng dado pela equagao .
Seguindo [§], faremos a minimizacdo da agdo com
relagdo aos parametros variacionais

(37)

ta
5 / Lt =0, (39)
ty

com L sendo a Lagrangiana do sistema:

ih ov ov*
= J— \lj*i _ \I] _ 4
k /dr[2( ot at) 5}’ (40)
ee= %|V\I/(r)|2 + Vet (r)[¥(r) 2 + £|¥(r)[*. Assim,
seguindo [14]:
Nh . ) .
Ly= - == (=Taszo + R2pB1 + R2B2 + R2Ps)
Nh?
14m

(m‘f + 703 + Taj + AR 7 + 4R> 33
1 11
202
+4RZBS+R%+R?2!+R§)

mef 2 2 2/ p2 2
7 (RZ + R, + N (R2 +723))

15gN?
287R,R,R,’

(41)

Os termos proporcionais a 1/ Rf referem-se a pressao
quantica. Dentro do regime TF, veremos que a contribui-
¢ao deles sera desprezivel quando comparada aos demais
termos de L.
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A Lagrangiana completa serd dada pela soma da
Lagrangiana da equagao com a do potencial da per-
turbacdo temporal, Lye,+. Esse potencial gera uma per-
turbacdo no potencial de armadilha da equacgao ,
sendo responsavel por excitar a nuvem condensada. Sua
forma, para uma perturbacao do tipo onda estacionéria,
é dada por:

Vest(z,t) = Acos(kz) sin(2t), (42)

ou, para o caso de uma perturbacdo de onda propagante,
temos:

Vose(z,t) = Acos(kz — Qt), (43)

com os valores de amplitude A, nimero de onda k e
frequéncia ) ajustaveis nos experimentos. Assim, se-
guindo a equagao , a expressao total da Lagrangiana
equagcao terd um termo adicional devido a essa
excitagdo dado por:

T Y z
2 2 )2
<0 (1- 45 - 4 - E)
Rz  RZ R?
x Acos(kz — Qt)dzdydz. (44)
Podemos usar substituigdo de varidveis ¢ = z/R,,

E=y/Ry, v = (2 —20)/R. e T? = 92 + £ + 1? na
integral acima, de forma que

Losc - - / noRé (1 — TQ) S (1 — TZ)
\4

x Acoslk(VR, + zo) — Qt]dOdEdy. (45)

Com a mudanca para coordenadas esféricas, teremos:

1 T 2T
Losc = - / / / nORg (1 — T2) TQ Sln(@)
0 0 0

x Acos[kR,Y cos(8) + kzo — Qt]dpdfdY. (46)
Finalmente, ao realizar a integral obtemos

15N,
Lose = kTRgf(zo, t)[3kR, cos(kR.) (47)

+(k*R? — 3)sin(kR.)).

Realizando as variagbes na equacao (39) com cada
um dos termos variacionais do nosso ansatz, com L =
Lo+ Lyse, apds simplificarmos o sistema de equagoes de
Euler-Lagrange resultantes, obtemos:

mZb
Q3 = 777/ 5 (48)

a1:a2=0,
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mRm mRy mRz
— e = — 4
ﬂl 2th7 ﬁQ 2hRy7 ﬁ3 2hRZ7 ( 9)
. 15
30 = — N2w2z + WREBkRZ cos(kR;)
df (z0,1) (50)
+ (K*R? — 3) sin(kR,)| =2
82:0
.. 159N B2 1
2
= — N - 1
Bo=—w bt o7 T OV
. 159N R? 1
2
= — A - 2
By=—wbt rer, T Y
. 105 5 3
RZ :mf(ZO,t)[(k Rz — 15kRz) COS(kRz)
+ (15 — 6k*R?)sin(kR.)] (53)
159N 21
2,2 B
ANl R R R

Nas equagoes acima, f(zp,t) é dado por:
f(z0,t) = Vise(20,t) = Acos(kzg — Qt). (54)

Para o caso de uma perturbagdo do tipo estacionaria,
equacao (42), basta consideramos

f(20,t) = Vese(20,t) = Acos(kzp) sin(§2). (55)

As equagdes dindmicas para os raios (Equacoes
b3))) e centro de massa da nuvem (equagao (50))), serdo
empregadas para estudarmos a dindmica da nuvem sob
a presenca de perturbagdes externas. Para nossa simu-
lacdo, iremos adimensionaliza-las através das relagoes
abaixo:

A = Ahw,, (56)
20 = Zolo, Ri = Rilo, (57)
k= k/l, (58)
Q= Quw,, (59)
15N
p, = 1oNas (60)
lo
Portanto, teremos:
S0+ N2 — —2_[3FR. cos(RR
Zo+ \Zy — e [ . cos(kR,)
: - (61)
+ (KR - 3) sin(z%RZ)]M —0,
0%
= — PO 1
R, + R, — = — = =0, 62
R2R,R. R3 (62)
= — PO 1
R,+R,—=—=——=——==0, 63
Yy Yy R"ERZ%RZ Rg ( )
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- 105f(Z 735 kR kR
B M[(k?’fzﬁ — 15kR.) cos(kR.)

KR

+ (15 — 6k*R?) sin(kR.)] (64)
_ P 1

MR, - —2 =0

RRE R
com f(Zy,7) a depender do tipo de perturbacio
f(20,7) = Acos(kzo — Q7), (65)
f(20,7) = Acos(kzp) sin(Qr). (66)

Para encontrar as condigbes do BEC em equilibrio
antes da perturbagao, com zy = 0, devemos resolver o
sistema de equagoes acopladas:

Ry — === — = =0, 67
R2R,R. R® (67)
_ P 1
Ry— =——=— - = =0, (68)
R.R2R. R}
_ R 1
R, — =——— — — =0. (69)

5. Excitagoes no Condensado

Quando perturbamos um BEC confinado em uma ar-
madilha harmoénica, uma das manifestagoes mais in-
trigantes da superfluidez é sua capacidade de exibir
oscilagoes coletivas. Essas oscilagoes, de baixa energia
e com comprimento de onda comparavel ao tamanho do
proprio BEC, sdo conhecidas como modos coletivos e
ja foram previstos teoricamente [8] [15] [16] e observados
experimentalmente [I7) [I8] em diversos contextos. O es-
pectro de frequéncias desses modos pode ser obtido ao se
considerar perturbacoes de pequena magnitude ao redor
da solugdo estaciondria. As equacoes dindmicas obtidas
(Equacoes @ e neste contexto sao equacoes
diferenciais ordindrias ndo lineares e acopladas, cuja
solucdo analitica geral é, em regra, invidavel. Por essa
razao, uma descricdo mais completa da dindmica requer
o uso de métodos computacionais capazes de trata-las de
maneira auto-consistente. Essa abordagem ndo apenas
permite explorar a evolugao temporal do sistema, mas
também oferece uma oportunidade didatica: o leitor
pode escolher e implementar o método numérico de
sua preferéncia, ajustar os pardmetros do modelo e
verificar propriedades fundamentais, como a conservagao
da energia e do nimero de particulas. Tais atividades
enriquecem o processo de aprendizado ao combinar
teoria, simulagdo e andlise critica dos resultados. Neste
trabalho, a integragao temporal dessas equagoes diferen-
ciais foram obtidas a partir do método de Runge-Kutta
de quarta ordem [I9].

Dentro desse espectro de flutuagoes de densidade em
torno do equilibrio, o primeiro modo que identificamos é
o chamado modo dipolar. Ele corresponde ao movimento
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do centro de massa da nuvem condensada ao redor do
minimo do potencial, exatamente como um oscilador
harmonico. Dependendo da forma da excitacao externa,
esse modo pode ocorrer nas trés diregbes espaciais,
sendo que as frequéncias de oscilagdo correspondem as
frequéncias da armadilha em cada dire¢do. Embora o
modo dipolar esteja presente no espectro de excitagoes
do BEC, ele é geralmente considerado um modo de
natureza classica, pois nao depende das propriedades
quanticas intrinsecas do condensado. Por outro lado,
existem modos que surgem exclusivamente do carater
quantico do sistema, como é o caso dos modos mo-
nopolar (também conhecido como modo de respiracao
ou “breathing mode”, em inglés) e quadrupolar. Esses
modos descrevem oscilagoes nos raios do BEC. O modo
de respiracdo caracteriza-se por uma oscilacdo em fase
dos raios do condensado, onde os raios se expandem e se
contraem simultaneamente, evocando o movimento de
respiragdo. J4 o modo quadrupolar é definido por uma
oscilacdo fora de fase entre os raios, isto é, enquanto
uma direcao se expande, a outra se contrai. No nosso
caso, em que o potencial de confinamento possui simetria
cilindrica, o modo quadrupolar manifesta-se como uma
oscilagdo fora de fase entre os raios nas direcgoes radial
e axial. A Figura 2 ilustra a dinimica desses modos
coletivos discutidos aqui.

Os temas modos normais e linearizacdo aparecem
naturalmente em mecanica cldssica [20], assim como em
fisica quantica. A linearizacdo é o passo que permite
tratar um sistema de equagdes nao lineares como um
sistema linear de equagbes diferenciais acopladas. Sé
nesse regime linear é que os modos normais podem
ser identificados de forma clara. A fim de obter as
frequéncias exatas de oscilagdo dos modos coletivos,

(a) Modo dipolar

(b) Modo quadrupolar

Figura 2: Representac3o ilustrativas de alguns modos coletivos
de um condensado. (a) Modo dipolar, caracterizado pelo des-
locamento periédico do centro de massa da nuvem ao redor
do minimo do potencial. (b) Modo quadrupolar, evidenciando
oscilacGes fora de fase nos raios do condensado; setas vermelhas
indicam contracdo, enquanto setas pretas indicam expans3o.
(¢) Modo monopolar (ou de respiracdo), representado por
oscilacbes em fase, com os raios se expandindo e contraindo
simultaneamente.
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vamos linearizar as equagoes dindmicas (adimensionais)
do condensado Equagoes (62{{64) expandindo a solucao
da equagao diferencial em torno do valor de equilibrio

Ry; obtido nas Equacoes 1@ @)

R;(t) = Ro; + 6 R;(t), (70)
com i = x,y,z e 0R;(t) = 6R;e~"t. Obteremos entéo:
— W26R;e !t

B

(Rm‘ + 5Rie_iwt)2(R()j + 5Rj€_th)(Rok + 5Rke_iwt)
1
(Rm + (5Ri€_iwt)3

- /\12R01 — A?&Rie_iwt. (71)

Considerando os termos até primeira ordem em JR;,
obteremos o sistema de equagdes linearizadas para o
desvio dos raios em torno do valor de equilibrio

90 m POCSRZ Po(SRj P06Rk
waRi:273* = 52 D2 D N2 D P2
ROiROjROk ROiROjROk ROiROjROk
SR =
+ 3y AR, (72)

3

o qual pode ser expresso da forma matricial
(Azxs — w?zx3)0R = 0, (73)

com I sendo a matriz identidade. A solugdo nao trivial
para a equacdo acima ocorre quando o determinante
da matriz A — w2 é nulo. Os autovalores dessa matriz
fornecerao trés frequéncias w reais para o sistema do con-
densado, as quais correspondem aos modos de oscilagao
monopolar (ou de respiracdo), quadrupolar e quadrupo-
lar transversal. Este tiltimo nao sera considerado nesse
trabalho a medida que nao é sensivel ao nosso protocolo
de excitagao.

Dentro do regime de TF, temos que as frequéncias
dos modos monopolar e quadrupolar apresentam uma
aproximagao analitica, dada respectivamente por [8] 0]

3 1
Wy = \/2 + 522+ 5 V16— 16)2 + A1, (74)

1
wQ:\/g+;/\2_2 16 — 1672 + 9\4, (75)

na qual notamos a dependéncia explicita com a geome-
tria da armadilha de confinamento através do .

6. Resultados

Para realizarmos a simulagdo numérica da dindmica do
BEC perturbado, precisamos selecionar os parametros
adequados para excitacdo dentro do regime TF. Con-
sideraremos trés valores para o fator de anisotropia
da armadilha: A = 05, A = 1.0 e A = 1.4, para
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Figura 3: Variacdo do pardmetro P, para trés valores do fator de anisotropia: A = 0.5, A = 1.0 e A = 1.4. Os pontos representam os
valores exatos das frequéncias dos modos coletivos, obtidos a partir da equac&o ([73)); a linha tracejada corresponde a aproximac&o

dessas frequéncias, conforme descrito nas Equagdes (74]) e (75).

garantirmos uma andlise das trés geometrias possiveis
do condensado, conforme discutido anteriormente. Es-
colhemos o valor para a interacdo que nos fornecesse
os autovalores da matriz da linearizacao, equacao ,
que se aproximassem da solugdo analitica dada pela
equagao e . O grafico da Fig. |3| nos mostra a
evolucdo desses autovalores como fungdo do parametro
da interagao Py para as trés geometrias de confinamento
harmoénico. Podemos perceber que para Py =~ 100, os
valores das frequéncias dos modos tende para os valores
das predi¢oes analiticas do regime TF, de modo que
adotamos Fy = 200 como uma valor razoavel para as
nossas simulagoes.

Para frequéncia de perturbacio €, escolhemos a média
aritmética dos autovalores wg e wyy:

Q= M (76)
2
Isso garantird que ndo saiamos muito do regime de
ressonancias e, ao mesmo tempo, que ndo fiquemos
exatamente sobre alguma ressonancia, o que poderia
fazer um modo coletivo prevalecer sobre outro.

A magnitude do vetor de onda, porém, foi selecionada
com base nas dimensoes de equilibrio do BEC, com o seu
valor sendo fixado de acordo com a média geométrica dos

raios da nuvem:

2w

k= —— (77)
(RO$ROyROz)1/3
Essa é a escala relevante para os modos coletivos de
baixa energia do BEC. B

Quanto a amplitude da excitacdo A, iremos varia-la

levando em conta o potencial quimico do BEC:

G—__ 1o (78)
2R(Jw}%Oy}%Oz
A fim de nos mantermos no regime perturbativo, limi-
tamos a amplitude da excitacao até o valor maximo de
A =0.5.

Apés realizadas as calibragoes e observagdes inici-
ais, passamos a andlise dos resultados das simulagoes.

Um dos primeiros resultados relevantes, observado para
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Figura 4: Comparacdo da dindmica do centro de massa no eixo
z: a esquerda temos uma perturbacdo do tipo onda propagante;
a direita, uma perturbacdo estaciondria. Para excitacdo foram
usados Q = 1.41 e k = 1.98. Nossa armadilha possui o aspect-
ratio A = 0.5, e potencial quimico no equilibrio de i = 3.12.

todos os valores de A, foi a excitagdo de um modo
coletivo classico adicional — o modo dipolar — no caso
da perturbacdo com onda propagante. Esse modo cor-
responde a oscilagdo harmonica do centro de massa da
nuvem em torno do minimo do potencial, com frequéncia
igual a do confinamento radial, ou seja, wp = w, = 1
(em unidades adimensionais). E importante notar que
o modo dipolar nao foi observado quando utilizamos
parametros analogos na excitagao estacionaria, conforme
ilustrado nos gréaficos da Fig. 4l que mostram a evolucéo
temporal da coordenada z do centro de massa para
os diferentes tipos de perturbagdo, durante e apds
a aplicagdo da excitagdo externa. Ressaltamos que a
excitagdo é interrompida apés um periodo completo de
sua frequéncia caracteristica, isto é, Tepe = 27/ Q.
Outro resultado interessante se deve ao fato da aniso-
tropia da armadilha também influenciar na amplitude
da oscilagdo do centro de massa que, de acordo com
o termo da perturbacdo na equagdo dindmica para
direcdo z, equacgao , se refletird na modulacdo do
sinal da perturbacio externa sofrida pelo condensado. Os
valores de f(Zp, T) para onda propagante para diferentes
amplitudes da perturbagao sao mostradas pela Fig.
A seguir, apresentamos os espectros de Fourier obtidos
a partir do processamento dos sinais de oscilagao dos
raios da nuvem condensada, os quais resultam da solucao
das equagoes dinamicas acopladas, Equacoes , 7
(63) e . A andlise foi realizada durante a fase de
oscilag@o livre da nuvem, ou seja, apds o desligamento
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Figura 5: Evolucdo do sinal da perturbacdo para diferentes amplitudes da onda propagante. Os graficos inferiores ilustram a oscilacido

do centro de massa ao longo do eixo z, durante e apéds a aplicac3o da excitacdo. Os pardmetros utilizados foram: 2 = 2.17, k = 2.27
e A = 1.4. Para esse regime de confinamento, o valor do potencial quimico é i1 = 4.72.

da perturbacdo externa, tanto no caso da excitacao
por onda propagante (equacdo quanto no caso da
excitagdo por onda estaciondria (equagao .

Para A = 0.5, correspondendo a uma geometria
alongada (tipo charuto), os espectros sao mostrados na
Fig. [0l A Fig. [7] apresenta os espectros referentes a
anisotropia A = 1, que representa a geometria esférica.
Por fim, na Fig. [§ sdo exibidos os espectros para
A = 1.4, correspondente & uma geometria achatada (tipo

panqueca).
Observamos claramente que a geometria alongada
do tipo charuto (no nosso caso, A = 0.5) favorece a

excitacdo do modo quadrupolar, como evidenciado nos
espectros da Fig. [f] Esse efeito ¢ particularmente visivel
no espectro associado a diregdo z, que é justamente a
dire¢do em que o sistema foi perturbado. O pico do modo
monopolar aparece de forma bem discreta na posicao
correspondente da linha tarcejada. Para favorecer a
excitacdo do modo monopolar, seria necessaria uma
perturbacao simétrica nas trés diregoes espaciais, x, y
e z. Além disso, verificamos que a excitacao estaciondaria
proporcionou uma melhor defini¢do dos picos associados
as frequéncias dos modos monopolar (wys) e quadrupolar
(wgq), que se apresentaram mais intensos em comparacao
com o caso da excitagdo propagante. Para maiores am-
plitudes da excitacao, conseguimos inclusive identificar o
pico correspondente a um harménico superior do modo
quadrupolar, com frequéncia de 2wg.

Para o caso esférico (A = 1), ilustrado na Fig. [7]
observamos que os modos monopolar e quadrupolar
foram excitados com intensidades semelhantes, apesar
da direcionalidade da excitagdo. Esse comportamento
sugere um maior acoplamento entre os modos na geome-
tria esfericamente simétrica. Também é possivel notar,
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para maiores amplitudes de perturbacao, o surgimento
de picos esptrios relacionados a excitacdo de harmoénicos
superiores do modo quadrupolar. Esses modos adicionais
contribuem tanto para o alargamento dos picos dos
modos coletivos quanto para um desvio mais acentuado
em relag@o as previsoes do modelo linear.

Para a geometria do tipo panqueca (neste trabalho,
correspondente a A = 1.4), observou-se uma maior
instabilidade do sistema para altos valores de A, como
evidenciado nos espectros das Fig. |8| Nessas condigoes,
nota-se uma deformagao acentuada dos picos associados
aos modos coletivos, indicando a quebra do regime
perturbativo. Vale destacar que nossa abordagem baseia-
se na aproximagao de regime linear, enquanto os picos
observados nessas situacoes refletem dindmicas nao line-
ares de ordem superior, para as quais nao dispomos de
uma teoria analitica que os descreva com precisao.

Adicionalmente, é importante ressaltar que, no caso da
excitagdo com onda propagante, observa-se um desvio
e alargamento menor dos picos espectrais obtidos, em
comparacdo a excitagdo por onda estaciondria. Essa
diferenca é particularmente evidente para A = 1.4,
onde a amplitude do modo de centro de massa é mais
pronunciada e, consequentemente, a distor¢ao do sinal
de entrada, representado pela funcdo f(Zp,7), torna-se
mais significativa.

6.1. Interpretacao via modelo de niveis quinticos

Como discutido anteriormente, os modos coletivos em
um BEC s3o manifestagdes do cardter quintico do
sistema. Isso permite uma interpretacao alternativa
dos resultados neste regime: considerar esses modos
como estados quénticos de um sistema de niveis em
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Figura 6: Espectros associados ao eixo radial — (a) a (f) — e axial — (g) a (I) — para A = 0.5 e trés valores distintos da amplitude
de excitacido A (i = 3.12). Foram utilizados os parametros Q = 1.41 e k = 1.98. Os graficos superiores (curvas em laranja)
correspondem a excitacdo estaciondria, enquanto os inferiores (curvas em azul) referem-se 3 excitacdo propagante. As linhas
tracejadas indicam os valores exatos previstos para as frequéncias dos modos monopolo (M) e quadrupolo (Q).

cascata [2I]. A ideia central é que os modos coleti-
vos correspondem a perturbagoes lineares ao redor da
configuracdo estaciondria do sistema, o que justificou
a linearizacdo das equagoes dindmicas para
obtencao das frequéncias dos modos. Dessa forma, a
evolucao temporal desses estados quéinticos pode ser
mapeada utilizando o formalismo de Schrédinger.
Nesse modelo, os modos monopolar e quadrupolar
desempenham papel de destaque, uma vez que sao os
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modos efetivamente excitados no sistema. O estado
fundamental, denotado por |1), representa o BEC em
equilibrio, isto é, sem qualquer excitagdo. O primeiro
estado excitado, |2), corresponde ao modo quadrupolar,
enquanto o estado mais energético, |3), estd associado ao
modo monopolar.

A Figura [J] representa esse sistema de trés niveis,
analogo ao de um atomo sujeito a excitacao externa.
A medida que mais modos coletivos lineares passam
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Figura 7: Espectros associados ao eixo radial — (a) a (f) — e axial = (g) a (I) — para A = 1 (2 = 4.13). Foram utilizados os
pardmetros Q2 = 1.83 e k = 2.17. Os graficos superiores (curvas em laranja) referem-se a perturbagdo estaciondria, os inferiores

(curvas em azul), & propagante.

a ser excitados, o sistema pode ser descrito com um
nimero maior de estados quanticos contribuindo para

a dindmica. A configuragdo esquematizada na Fig. [J]
permite trés transi¢oes possiveis: |1) — [2), [1) — |3)
e [2) — |3). Cada transigdo estd associada a uma
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Qij =

(il Vose 1)

St =

frequéncia de Rabi, determinada pelos elementos de
matriz do operador do potencial externo

(79)
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Figura 8: Espectros associados ao eixo radial — (a) a (f) — e axial — (g) a (1) — para A = 1.4 (& = 4.72). Foram usados Q = 2.17

e k = 2.27. Os graficos superiores (curvas em laranja) referem-se 3 perturbacdo estaciondria, os inferiores (curvas em azul), a
propagante.

Frequéncias de Rabi mais altas indicam maior acopla- Observe que duas transi¢gdes contribuem para a popu-
mento entre o estado quéintico e a excitagdo externa, lacdo do modo monopolar: uma com frequéncia wg, e
revelando maior probabilidade de popular aquele outra com frequéncia w’ = wp — wgq. De fato, ao obser-
estado. varmos a Fig. [7| para o caso A\ = 1, o espectro de Fourier
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Figura 9: Sistema de trés niveis sob a influéncia de uma
excitacdo externa. O estado mais energético representa o modo
monopolar (modo de respiracdo), o estado intermediério repre-
senta o modo quadrupolar, e o estado fundamental representa
o BEC em repouso. Fonte: [21].

dos raios do BEC exibe picos nas frequéncias dos modos
monopolar e quadrupolar, além de um pequeno pico adi-
cional na frequéncia intermedidria w’ = wp — wg ~ 0.82,
exatamente como previsto pelo modelo de trés niveis.
Também para A = 1.4, vemos o pico adicional em
w' ~ 1.01, conforme evidenciado pela Fig. No caso
da geometria tipo charuto (A = 0.5), observa-se uma ex-
citagdo mais intensa do modo quadrupolar, o que sugere
que a frequéncia de Rabi Q15 domina a dindmica nessa
configuragdo. J4 para o caso esférico (A = 1), espera-se
que as frequéncias de Rabi associadas as trés transigoes —
Qy9, Q13 e Q93 — tenham importancias semelhantes,
como de fato é confirmado pelo modelo variacional.

A presenca do pico intermedidrio com frequéncia w’
torna-se mais pronunciada para valores maiores de A e da
amplitude de excitacdo A. Para A = 0.5, entretanto, esse
pico intermediario nao aparece claramente no espectro
de Fourier (ver Figs. @, sugerindo que a magnitude da
frequéncia de Rabi g3 é irrelevante para a dindmica
nesse caso. Assim, podemos concluir que a frequéncia
de Rabi depende da assimetria da armadilha A\ além da
amplitude de excitagdo A, ou seja, ;; = Q;;(\, A).

Outro ponto importante é o comportamento do sis-
tema quando a amplitude de excitagdo é aumentada.
Nessa situacao, o sistema deixa o regime linear, e modos
nao-lineares passam a influenciar significativamente a
dindmica. Como o modelo de niveis é baseado em
uma descri¢do linear e coerente, ele deixa de ser ade-
quado. De acordo com [2]], esse fenémeno pode ser
interpretado como o surgimento de frequéncias de Rabi
suficientemente altas para que as transigoes ocorram de
forma nao adiabatica, levando a decoeréncia, conforme
previsto pelo mecanismo de tunelamento de Landau-
Zener [22], 23]. Além disso, nesse regime onde o com-
portamento nao-linear do sistema desempenha um papel
significativo, podemos esperar que hajam deslocamentos
na frequéncia dos modos coletivos, como previsto nas
referéncias [24] 25]. Esse deslocamento de frequéncia em
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relacdo aquelas previstas pela linearizagao é claramente
observado nos graficos de maior amplitude de excita¢do
nas Figuras[7] e [§

7. Consideracoes Finais

Os resultados obtidos indicam que a escolha entre uma
perturbacdo propagante ou estacionaria deve ser feita
com base nos objetivos especificos do experimento. Para
uma maijor precisao na determinacao das frequéncias dos
modos coletivos, ou para o estudo da dindmica do centro
de massa, recomenda-se a utilizacdo de uma perturbacao
do tipo propagante. Por outro lado, quando o objetivo é
aumentar a intensidade dos picos no espectro de Fourier,
ou seja, melhorar a resolucdo na identificacdo dos modos
coletivos —, a perturbacdo estaciondria se mostra mais
eficaz.

A geometria da armadilha de confinamento também
desempenha um papel crucial na resposta do sistema.
Condensados com geometria do tipo panqueca tendem
a apresentar maior instabilidade frente a perturbacoes.
Para estudos focados exclusivamente no modo qua-
drupolar, a geometria alongada (tipo charuto) é mais
adequada do que a esférica. Quando se deseja investigar
simultaneamente os modos quadrupolar e monopolar, a
geometria esférica é a escolha mais apropriada. Ja para
estudos centrados no modo monopolar, a geometria tipo
panqueca pode ser utilizada, desde que a amplitude da
excitagdo seja mantida dentro de limites que preservem
o regime linear.

Quanto a intensidade da perturbacdo, amplitudes
entre 10% e 25% do potencial quimico revelaram-se
adequadas para excitar os modos coletivos sem romper
o regime linear. Amplitudes superiores a esse intervalo
podem levar o sistema a regimes nao lineares, exigindo
modelos tedéricos mais sofisticados, que extrapolam o
escopo deste trabalho.

8. Conclusoes

Neste trabalho, investigamos os modos coletivos de um
BEC confinado em um potencial harmoénico, por meio
de um protocolo de excitacdo baseado em perturba-
¢oes do tipo onda estacionaria e onda propagante. Os
resultados revelaram um comportamento distinto no
caso da excitagdo com onda propagante, a qual induz
nao apenas os modos de deformacdo (monopolar e
quadrupolar), mas também o modo dipolar, associado ao
movimento do centro de massa da nuvem. Analisamos a
resposta dos modos monopolar e quadrupolar diante da
presenca do modo dipolar e da variacdo da amplitude
da perturbacdo, considerando diferentes geometrias da
armadilha de confinamento.

O protocolo de excitagdo proposto demonstrou ser
promissor tanto para aprimorar a precisao na detecgao
dos modos de baixa energia do sistema quanto para
permitir a excitacao seletiva de modos especificos, em
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virtude da dependéncia do acoplamento entre os mo-
dos com a geometria da armadilha. A implementacio
experimental desses potenciais perturbativos, embora
vidvel, envolve alguns desafios praticos. Em muitos
experimentos, utiliza-se a interferéncia de feixes de
laser contrapropagantes para criar potenciais perio-
dicos. Essa técnica é bastante comum, pois permite
alcancar alta resolucao espacial e um controle preciso
da frequéncia dos feixes. Nessa configuracao, tanto a
modulacdo temporal da intensidade quanto a diferenca
de frequéncia entre os feixes podem ser ajustadas de
modo a gerar ondas estaciondrias ou propagantes, que
entao interagem com o condensado. Outra possibilidade,
embora mais complexa, é a utilizacdo de arranjos de
campos magnéticos. A partir de configuracoes adequadas
de condutores e bobinas, alimentados por correntes
elétricas dependentes do tempo, é possivel produzir
campos magnéticos conservativos que também variam
temporalmente, atuando como potenciais perturbativos
adicionais. Nesse caso, o potencial criado se sobrepoe ao
potencial da prépria armadilha magnética, induzindo o
efeito desejado. No entanto, essa abordagem apresenta
limitagdes: a resolugdo espacial é inferior a obtida por
meios 6pticos e o sistema tende a ser mais suscetivel a
ruidos nas correntes elétricas.

Através de um modelamento de trés niveis [21],
conseguimos mostrar que os modos coletivos podem
apresentar efeitos de interferéncia caracteristicos da
superposicido de estados quanticos. Assim, um andlogo
as técnicas de espectroscopia com feixes de luz coerente,
usualmente aplicadas em atomos, também podem ser
empregadas para excitar modos coletivos, abrindo novas
possibilidades de investigacoes experimentais. Para a
excitagdo seletiva de modos coletivos, a amplitude da
perturbacao deve ser cuidadosamente ajustada: suficien-
temente pequena em comparagdo ao potencial quimico
do sistema, de modo a mantermos o regime linear,
mas ao mesmo tempo grande o bastante para que seus
efeitos se distingam de ruidos intrinsecos. Alcancar esse
equilibrio exige um esfor¢o experimental consideravel,
pois a excitacdo de um tunico modo coletivo depende
tanto da simetria da perturbagdao imposta quanto da
separacao espectral entre as frequéncias dos diferentes
modos. Recentemente, propusemos uma técnica inova-
dora nesse contexto, baseada na chamada excitagdo
em dois perfodos [I4], 21], inspirada nos experimentos
de Ramsey. Essa abordagem mostrou-se eficaz para
aumentar a resolugao espectral na medida das oscilagoes
coletivas, além de abrir a possibilidade de investigar
transi¢Ges entre modos coletivos.
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