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Resumo. O objetivo dessa nota é mostrar que as variedades famulas
reais podem ser vistas como 6rbitas de uma acao do grupo ortogonal nas
matrizes simétricas reais. Apresentamos também um pouco da geometria
com que essas variedades estao envolvidas.

Abstract. The purpose of this note is to show that, the real flag manifolds
can be seen as orbit of an action of ortogonal group on the real symmetric ma-
trices. We also present a bit of Geometry with these manifolds are envolved
with.
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1 Introducao

Seja F(ny,...,n,) o conjunto de todas as decomposigdes ortogonais orde-
nadas do R", n = n; + - - - + n,, por subespacos vetoriais reais de dimensées
Niy...,Ng.

O grupo ortogonal O(n) atua transitivamente em F(n,.... .ng) de ma-
neira natural com subgrupo de isotropia O(n;) X ... x O(n,) e essa acao
nos permite concluir que F(ny,...,n,) e O(n)/O(n;) x ... x O(n,) sao ho-
meomorfos. Em outras palavras, F(ny,...,ns) é uma variedade homogénea,
compacta, conexa e com dimensao igual a () — 37 (%).

i=1

Chamamos F'(ny,...,n,) de variedade flimula real.

Convém observarmos que se {n,...,n,} = {my,...,m,}, isto é, que
se as s-uplas, dadas pela particdo de n, diferem apenas pela ordem entao
F(ny,...,ns) e F(my,...,m,) sio difeomorfas e esse difeomorfismo é in-
duzido pelo isomorfismo linear (de espagos vetoriais) que leva uma decom-
posicao na outra. Com isso sem perda de generalidade podemos fixar n; <
ng < --- < ng, isto é, podemos fixar apenas as particoes crescentes de n.

Afirmamos que as variedades flamulas reais F'(ny,...,n,) podem ser vis-
tas como odrbitas de uma agdo do grupo ortogonal nas matrizes simétricas
reais n X n.

Vamos trabalhar agora nessa diregéo e para isso, vamos introduzir alguma
notagao juntamente com alguns requisitos.

Lembremos que toda matriz A simétrica real n x n é diagonalizével por
matrizes ortogonais.

Sejam A, ..., A; os autovalores dessa matriz, autovalores esses com mul-
tiplicidades ny, ..., n,, respectivamente.

Observemos que para cada i =1,...,s, \i ER e, daf, A = (A1,.... \) €
R™.

Consideremos ), A o conjunto de pontos do R™ que sio obtidos por per-



mutagoes das coordenadas de A pela agao do grupo simétrico em n letras.

Schur, em [6], nos diz que se A ¢ hermitiana, isto é, A = A* entio, que a
diagonal de A estd no invélucro convexo de Do

Horn, em [4], apresenta uma reciproca desse resultado quando diz que
cada ponto do invélucro convexo de Y A é a diagonal de uma matriz her-
mitiana com autovalores \j,..., A,.

Vamos agora apresentar alguns requisitos da acio mencionada.

2 A Conjugacao por elementos do grupo or-
togonal

Seja M, o espaco vetorial das matrizes reais n x n.

Se fixarmos uma ordem linear para as coordenadas da matriz real n x n
o e . , o s 2
- por exemplo, a ordem do diciondrio nos indices - entdo M,, = R" onde =
denota um isomorfismo linear, dado por tal ordem.

Com isso, dim M,, = n?.

Além disso, se considerarmos em M, o produto interno dado por:
< A,B >= tr(AB") onde tr denota o traco da matriz em questdo, entio
o isomorfismo, mencionado acima, leva o produto interno de M, no produto

. o 5@ 2 . .
interno euclidiano do R™ e, portanto, vamos ter na verdade uma isometria
linear.

Sejam M3 e MZ os espagos vetoriais das matrizes simétricas e anti-
simétricas reais n X n, respectivamente.

Temos dim Mj, =n(n+1)/2 e dim M% =n(n—1)/2 = dim O(n).
Sabemos que M, = M; @ M (soma direta de espagos vetoriais).

Consideremos



p:O(n) x M, — M,
(X,A) — p(X,A) = XAX!

a conjugacao por elementos do grupo ortogonal O(n).

E facil verificar que 4 € uma isometria linear de M, que preserva os
subespagos M, e MZ. Em outras palavras, para cada X € O(n),

by s My — M
A px(A) = XAX!

px My — Mq
A pue(A) = XAX!

sao isometrias lineares, isso pois < X AX!, X BX! >=< A, B >.

Assim, a conjugacgdo u, por elementos do grupo O(n), preserva a decom-
posigao M, = M & M2 em soma direta.

Ainda, tr(XAX"') = tr(A) e, portanto, x preserva também o trago. Com
1ss0, 1 preserva os hiperplanos tr=*(c) com c € R e, em particular, preserva
tr=1(1).

Nosso interesse est4 na acéo

p:O(m) x M5 — M2
(X7A) = /’L(X7A) = XAX'

que nada mais é do que a restrigao da conjugacao M ao subespaco M: de M,,.

Observemos que essa agdo que também estamos denotando por u esta

bem definida pois (X AX?)! = (X?)!IALX! = XA X! = X AX?,
Consideremos D, o subespaco de M, formado pelas matrizes diagonais.

Como D,, = R" entao dim D, = n.



Ainda, como matrizes simétricas sao diagonalizaveis, as 6rbitas da agao
p encontram Dy, isto é, F(A) ND, # @,V A € M? onde F(A) denota a
orbita da matriz A pela agao p.

Observemos que se D é a matriz diagonal formada pelos autovalores
Mly..3As de A, N com multiplicidade n;, entio D = diag(Ai, ..., Ng) =
M, &...8 )\, onde I, é a matriz identidade de ordem n;, i = 1,...,s
esta na intersecgdo F(A) N D,. Mais ainda, FANnD, = 2oa A

Dada A € M;, se O(n)4 denota seu subgrupo de isotropia pela acao
entao € imediato que X € O(n) 4 se, e somente se XA = AX.

Além disso,se Y = Y, @ ... 8 Y, onde paracadai =1,...,s Y; é uma
matriz n; X n; isto é, se Y denota uma matriz formada por blocos Y; de
ordem n;, entao colocamos os seguintes resultados.

Lema 2.1 Sejam X € O(n) e D = diag(\y,...,\) = M, ®...8 X1, €
Dn com Ay, ..., A\ € R. Entdo no produto DX, as linhas da matriz X ficam
multiplicadas pelos \;’s e no produto XD, as colunas de X ficam multipli-
cadas por esses \;’s.

Demonstracao. Analisando o que se passa com os produtos DX e XD
com n = 2, temos:

A0 . ail aio
— X =
b ( 0 A ) ( a1 Qg2 >

DX:(/\lau )\1012> XD:</\1‘111 /\2@12>.

Az a1 A ag AlQ21 Agag

e dali,

No caso geral, se denotarmos a matriz X - que tem por linhas, ou colunas

Uy
Viss +0 505 - POr X = (
Un

V2
U1 A1
D( : ): < : ) & (UiywansyBn) B= g thss. ., Xav) O

Un An Up,

) ,ou X = (v1,...,V,), respectivamente, entio



Lema 2.2 Sejam X € O(n) e D = diag(\y, ..., As) =Aln, & ... & A, €
Dy. Entio X €O(n)p & X =X, &...6 X, onde para cada i = 1,...,s,
Xi € O(ny), isto é, para cadai=1,...,s, X € O(ny) x O(ny).

Demonstragao. Se X = (ai;) entdo DX = XD, pelo Lema anterior, nos
leva a A;ai; = Ajai; e daf, (\; — \j)ai; = 0. Logo, para \; # \; devemos
ter a;; = 0 e com isso, tal matriz X é formada por blocos. Assim, para
que X’ comute com D, isto ¢, para que X € O(n)p, X deve ter o formato
X1 @...8 X, onde para cada i = 1,...,s X; € O(n;). O

Com esse lema, chegamos ao resultado dado a seguir.
Teorema 2.3 Para cadai =1, ... » 8, seja A; um autovalor de multiplicidade
n; de uma matriz A simétrica real n x n. Se D = diag(A1,...,As) € ME
entao a drbita de A pela agdo p, que é a drbita de D por essa mesma agado,
€ 0 quociente O(n)/O(n;) x --- x O(n).

Demonstragdo. A aplicacio

pa: O(n) — M;,
X = pa(X) = XAX!

se fatora através do diagrama:

O(n) F(A) = F(D)

[ia

O(n)/0O(ny) x -+ x O(ng).

onde F(A) = {XAX"' € M}/ X € O(n)} é a érbita de A pela acdo. Dai, fig
é bijetora e diferencidvel. Como seu dominio é compacto, concluimos que é
homeomorfismo e difeomorfismo. Portanto, a érbita £ (A) de A, pela acao i
considerada, ¢ difeomorfo ao quociente O(n)/O(n;) x - - - x O(ngs). ]



Com esse resultado, concluimos que todas as variedades flimulas reais
que vem da partigao do mesmo n, mergulham em M = RH+D/2,

E mais, a érbita pela agio p de cada matriz A que tomamos em M
nos da um mergulho de alguma variedade flimula real F(n, ... ,Ns) em M3
onde n =n; +---+n,. Assim, M, esta estratificado por todas as variedades
que vem da particao de n.

Vejamos agora um pouco da geometria que est4 associada a essas varie-

dades.

3 Aplicagoes Geométricas

Comegamos colocando alguns conceitos clissicos para fixarmos uma notacao.

Chamamos de poliedro ao sélido limitado por superficies planas. As
por¢oes de planos que formam a superficie do poliedro sio poligonos que
chamamos de faces (F) desse poliedro. Os lados e vértices desses poligonos
denominam-se, respectivamente arestas (A) e vértices (V) do poliedro. Um
poliedro é regular quando suas faces sao poligonos regulares congruentes e os
angulos, em cada vértice, sdo também congruentes.

Sabemos que existem apenas 5 poliedros regulares. Sao eles: o tetraedro,
o hexaedro (cubo), o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.

tetraedro hezaedro (cubo)



octaedro

dodecaedro

A seguir apresentamos uma tabela contendo os elementos V, A, F dos

mesmaos.

icosaedro

l poliedros I \Y% ’ A | F1
tetraedro | 4 | 6 | 4
hexaedro | 8 | 12| 6
octaedro 6 |12 8

dodecaedro | 20 | 30 | 12
icosaedro | 12 | 30 | 20

Se considerarmos n = 4 entao Dy = R* e, com isso, temos {ei, €2, €3, €4},

a sua base canonica.




No, R?, as extremidades desses vetores bésicos nos dio um tetraedro
(cheio) que nada mais é do que o invélucro convexo de > 4Aonde A =
(0,0,0,1). Esse simplexo bésico é dado por: Z?:l Ai€; com Zle A=1e
Ai>20,Vi=1,2,34.

€4

€2

Observemos que quando:

® apenas um \; = 0, estamos numa das faces do tetraedro, a saber: na
face oposta ao ¢;;

® \; = \; =0 com ¢ # j, estamos na aresta oposta a face determinada
por g; € €4

e tres \;’s sao iguais a zero, estamos num dos vértices do tetraedro.

Além disso, temos a seguintes e apenas essas possibilidades de particoes
crescentes de n = 4:

l.ni4+n,=2+2;
2. n1+n2:1+3,



3m+no+ng=1+1+2

4 ny4+no+nyg+ng=1+1+141.

Vejamos cada uma delas separadamente.

1.

n+n,=2+2

Tomamos A; e Ay com multiplicidade 2 cada um deles e dai, a matriz
diagonal:

A 0 0 0
(o x o0 0|
D = 0 0 /\2 0 - dz'a’g(/\l:)‘l»/\% /\2)
0 0 0 X

Cada permutagao da quadrupla A = (A1, A1, A2, A2) nos da um ponto
do invdlucro convexo de 4 A € portanto, um vértice de um poliedro.

Como temos 6 possibilidades de permuta, nosso candidato é um poliedro
com 6 vértices.

Teorema 3.1 Os 6 pontos da intersec¢ao F(2,2) N Dy podem ser os
vértices de um octaedro regular, quando fazemos a escolha adequada de
/\1 e /\2.

Demonstragao. Escolhamos ); e Ay no tetraedro cada um deles com
multiplicidade 2. Vamos considerar \; = 0 e Ay = 1 /2. Entao o ponto
A=(0,0,1/2,1/2) € R* é um ponto do tetraedro. Na verdade, o ponto
médio da aresta determinada por e3 e e4. Esse ponto corresponde a
matriz diagonal:

0
= diag(0,0,1/2,1/2).

(o i o= Y o Y e

0
0
1/2
0

o
Il
cooco

0
0
1/2

E essa nos d4 a érbita F(2,2).



Observemos que quando permutamos as coordenadas de A, isto é,
quando tomamos todos os pontos médios das arestas do tetraedro, per-
corremos todos os 6 vértices do octaedro. Unindo, entio esses pontos
médios, obtemos o poliedro desejado. O

2. n1+n2:1+3,

Com o mesmo raciocinio, tomamos \; com multiplicidade 1 e Ay com
multiplicidade 3 e, dai, a matriz diagonal:

A 0 0 O
o xo0 0]
D= 0 0 A2 0 - dzag(/\ly )‘27 )‘2v /\2)
0 0 0 X

Cada permutagao da quadrupla A = (Ay, Ay, A2, A2) é um vértice do
invélucro convexo de ), A\. Como temos 4 possibilidades de permuta,
nosso candidato a tal invélucro convexo é um tetraedro.

Teorema 3.2 Os 4 pontos da intersec¢do F(1,3) N D, podem ser os
vértices de um tetraedro, quando fazemos a escolha adequada de A, e
Ao.

10



Demonstragao. Escolhamos ); e Ay no tetraedro com multiplicidades
3 e 1. respectivamente. Vamos considerar A1 =0e Xy = 1. Entao o
ponto A = (0,0,0,1) é um ponto do tetraedro.A ele, fazemos corres-
ponder a matriz diagonal:

= diag(0,0,0,1)

O O O o
[ (e I s i o
S O O o
O O O

que nos da a érbita F(1,3). Permutando as coordenadas de A, temos
> 4 X e, dai, obtemos todos os 4 vértices do tetraedro. ]

3. ny+ne+nyg=1+4+1+42;

Tomamos A; com multiplicidade 1, Ay com multiplicidade 1 e A3 com
multiplicidade 2. A matriz diagonal:

A0 0 0
0 X% o0 0]
D= 0 0 )\3 0 - dzag(/\l, /\2, /\3a /\3)
0 0 0 X

11



nos da a quadrupla A = (A1, Ag, A3, A3) que é um ponto de Do A Aqui,
para esse ponto A temos 12 possibilidades de permuta.

Teorema 3.3 Os 12 pontos da intersec¢do F(1, 1,2) N Dy podem ser
0s vérlices de um cuboctaedro, quando fazemos a escolha adequada de
/\1, AQ € /\3.

Demonstragao. Consideremos A; e A, no tetraedro cada um deles
com multiplicidade 1 e A3 com multiplicidade 2, respectivamente. Va-
mos escolher A; =0, A\ =1/2 e A\3 = 1/4. Tomando \ = (0,1/2,1/4,
1/4), observamos que esse ponto estd no tetraedro. A ele, fazemos
corresponder a matriz diagonal:

0 0 0 o0

~ 0172 0 o0 . !

D = 0 0 1/4 0 = diag(0,1/2,1/4,1/4)
0 0 0 1/4

que nos dé a érbita F(1,1,2). Quando permutamos as coordenadas
de A, em cada face vamos obter um triangulo equildtero, homotético a
face com razao 1/4 e lados paralelos aos da face.

Desse modo, quando permutamos as coordenadas de A, obtemos 4

12



triangulos equildteros, um em cada face do tetraedro original. O invé-
lucro convexo desses 4 tridngulos equiléteros est4 no tetraedro truncado
na altura 1/2. que é o octaedro.

Para chegarmos ao invélucro convexo devemos truncar novamente o
octaedro na altura 1/2 das arestas. O corte de cada ”bico” (vértice
de encontro de 4 arestas) do octaedro produz uma face quadrada e
entao em cada uma de suas faces deve restar um triangulo. Como,

no octaedro, temos 6 "bicos”, temos 12 vértices. Assim chegamos ao
) 7

cuboctaedro. m]




4. ny4+not+ng+ng=14+1+1+1.

Aqui, tomamos A, A2, A3 e Ay todos com multiplicidade 1, a matriz
diagonal associada D onde

A0 0 0
0 X 0 O )

D= 0 02 As O = diag(A, Ao, A3, \g),
0 0 0 M\

e a quadrupla A = (A1, Ag, A3, Ay). Cada permutacio dessa tiltima é um
candidato a vértice de um poliedro. Observemos que aqui, temos 24
possibilidades de permuta.

Teorema 3.4 Os 24 pontos da intersecgdo F'(1,1,1,1)NDy podem ser
0s vértices de um octaedro truncado, quando fazemos a escolha ade-
quada de A1, Ay, A3 e \4.

Demonstragao. Consideremos A\; = 0, Ay = 1/6, \3 = 1/3e Xy =
1/2. Observemos que o ponto A = (0,1/6,1/3,1/2) est4 no tetraedro
e que a matriz diagonal associada,

= diag(0,1/6,1/3,1/2),

O O O o

0
1/6
0
0

IO DD

0
0
1/3
0 1/2

nos da a érbita F(1,1,1,1).

Quando permutamos as coordenadas de )\, em cada face, vamos obter
um hexagono e quando permutamos todas as coordenadas de ponto
A, obtemos 4 hexdgonos, um em cada face do tetraedro original. O
invélucro desses 4 hexdgonos estd no tetraedro truncado na altura de
1/2 de cada aresta, isto é, no octaedro.

14



Para chegarmos ao invélucro convexo devemos entio truncar o octaedro
na altura de 1/3 de cada aresta. O corte de cada "bico” do octaedro
produz uma face quadrada e, sendo assim, em cada face do octaedro
deve restar um hexdgono. Como no octaedro temos 6 bicos, chegamos
aos 24 vértices do octaedro truncado. O




O aparecimento desse poliedro é, bastante curioso pois, juntamente
com o hexaedro e o dodecaedro rombico, é um dos trés tnicos sélidos
que tecem o R3.

Observagao 3.5 O caso F(1,3) = RP® nos diz que essa variedade mergulha
em M5 = R, Mais geralmente, F(1,n) = RP" pode ser mergulhado em
M; .| quando usamos a particio 1 + n. Além disso, |RP*ND,| =n+1
pontos e esses pontos nos levam a um simplezo bdsico do R™.

4 Consideracoes Finais

Vimos que Mg = R™"+1)/2 ¢ folheado por flamulas de diferentes dimensoaes,
cada uma delas compacta proveniente de uma particao (crescente) desse

n. Além disso, R® = D, é atravessado vdrias vezes por cada flamula.
E, mais, se n = n; + ...n, entdo a intersecgao F(ny,...,ns) N D, tem
n!/myt...ng! pontos. Isso porque, cada ) (i = 1,...,s) da matriz diago-

nal D = diag(Ay, ..., As) - cuja érbita F/(D) é a flamula F(ny, ..., n,) - tem
multiplicidade n;.

Lema 4.1 Se D = diag(\,...,)\s) € Dp (N com multiplicidade n;, 1 =
1,...,s) entdo o espago tangente & variedade flimula F(ni,...,ns) no ponto

D ¢€ dado por: TpF(D) = {XD — DX/X' = -X}.

Demonstragao. Vejamos que a imagem do espago vetorial real das matrizes
n X n anti-simétricas, pela derivada da aplicagao up no ponto I, é o espaco
tangente & flamula F(ny,...,n,) no ponto D = diag();,..., \,).

O diagrama comutativo:

X € 0O(n) = pp(X) = XDX* = (X, Xt) € M2

£(X) =(X,X") € O(n) x O(n)
nos da:

d¢(Xo)Y = (Y, YY);
dp(Xo, Yo)(X,Y) = XoDY' + XDY}

16



d,U,D(.Xo)(){) = .XroDXt + XDX(t) 5

Logo. a derivada de pup em Xy = I, é dada pordup(l,)(X)=XD-DX,
j4 que X* = —X. Desse modo, a imagem de dup(I,) é o subespaco das
matrizes do tipo XD — DX com X tangente a O(n) na identidade e D dia-
gonal fixa. Como pp é a projecao de O(n) — F(n,,... . M) €, portanto, tem
derivada sobrejetora entao a imagem de du p(I») é o espaco tangente & flimula
F(ni,...,n,) no ponto D = diag(\y, ... ,As) onde cada A\;, i = 1,...,s tem
multiplicidade n;. O

Observagao 4.2 O resultado apresentado nesse Lema, € vdlido para qualquer

matriz simétrica A. Nesse caso, TAF(A) = {XA - AX/X' = - X}.

Teorema 4.3 A flimula F(D), por D = diag()y, ..., ) € D, - onde para
cada i = 1,...,s, \; tem multiplicidade n; e n = ny +---+n, - corta D,
ortogonalmente, i.¢, D, é um n-plano perpendicular a flimula em cada ponto
de F(D)ND,.

Demonstragao. Em M, espaco vetorial real das matrizes n x n, temos o
produto interno dado por < A, B >= tr(AB!) que preserva a decomposicao
My = M; @M?E onde M8 = T1,0(n) é o subespaco vetorial de M,, formado
pelas matrizes anti-simétricas.

Consideremos Y; € D, e dai, Yo(XD — DX).

Observemos que como D € D, entdo DX e XD tem a mesma diagonal
e, portanto, a diagonal de dup(I,)(X) é nula. Entao tr(Yo(XD — DX)) =
tr((XD - DX)Y{) =< XD — DX,Y, >=0, i.é, < dpp()(X), Yo >=0.

Logo, pelo Lema anterior, concluimos que F(n, ..., ns) corta D, ortogo-
nalmente. |
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