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PARÂMETROS DE SISTEMAS DINÂMICOS NÃO-LINEARES
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Abstract— In this paper an estimation technique parameters for nonlinear dynamical systems is presented.
The estimation methodology is based on the trajectory sensitivity which uses the partial derivative of outputs
with respect to parameters to update the parameters. The methodology developed in this paper is applied to
identification of the mass-spring system parameters. At first, the model structure (input and output variables,
differential and algebraic equations) and the parameters to be estimated are chosen. Then, the parameter
adjustment is performed to minimize the difference between the actual system output and the model system.
In order to optimize the performance of the estimation process parameters and improve its robustness with
respect to the initial conditions, it is further proposed the trajectory sensitivity methodology combined with the
logarithmic barrier method and the synchronization “master-slave”. It raised a comparative analysis between
the traditional sensitivity method and the approaches proposed. The results show that the logarithmic barrier
ensures convergence until 100% within the limit of restricted parameters, beyond optimize the error minimization.
Futhermore, with the synchronization, obtained optimization is even better with a great robustness in relation
to the initial conditions of the parameters.
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Resumo— Este artigo apresenta uma técnica de estimação de parâmetros para sistemas dinâmicos não-
lineares. A metodologia de estimação baseia-se na sensibilidade de trajetória que utiliza as derivadas parciais das
sáıdas em relação aos parâmetros para realizar o ajuste dos parâmetros. A metodologia desenvolvida neste artigo
é aplicada para identificação dos parâmetros de um sistema de segunda ordem. Inicialmente, é feita a escolha da
estrutura do modelo (variáveis de entrada e de sáıda, equações diferenciais e algébricas) e dos parâmetros a serem
estimados. As sáıdas do sistema real são obtidas via simulação utilizando os valores verdadeiros dos parâmetros.
Em seguida, é realizado iterativamente o ajuste dos parâmetros de forma a minimizar a diferença (erro) entre
as sáıdas do sistema real e do sistema modelo. Com vista a otimizar o desempenho do proceso de estimação
dos parâmetros e torná-lo robusto em relação às condições iniciais, propõe-se ainda o método de sensibilidade de
trajetória combinado com o método barreira logaŕıtmica e com a sincronização “mestre-escravo”. É feita uma
análise comparativa entre o método de sensibilidade tradicional e as abordagens propostas. Os resultados mos-
tram que a barreira logaŕıtmica garante até 100% de convergência dentro do limite de restrição dos parâmetros,
além de otimizar a minimização do erro. Além disso, caso se tenha sincronização, a otimização obtida é ainda
melhor com uma grande robustez em relação às condições iniciais dos parâmetros.

Palavras-chave— Sensibilidade de trajetória, estimação de parâmetros, sistema dinâmicos não-lineares.

1 Introdução

A estimação de parâmetros de sistemas dinâmicos
não-lineares é muito importante para representar
um modelo nas diferentes áreas do conhecimento
(elétrica, mecânica, qúımica, dentre outras). Este
processo, consiste em encontrar um conjunto de pa-
râmetros que melhor descrevem o sistema real em
análise. Assim, a estimação de parâmetros está
contida na área de identificação de sistemas, em
que modelos matemáticos são levantados de forma
a representar adequadamente as sáıdas observadas,
isto é, os dados experimentais do sistema.

Neste trabalho, o método de estimação dos pa-
râmetros de um sistema de segunda ordem é base-
ado na técnica de sensibilidade de trajetória para
sistemas dinâmicos lineares e não-lineares, con-
forme abordado em (Cari, 2009).

À variação das soluções das equações diferen-
ciais em relação aos seus parâmetros chama-se de
funções de sensibilidade de trajetória. O estudo das
funções de sensibilidade é justificado pela necessi-
dade de conhecer os efeitos da variação dos parâ-
metros nas soluções das equações diferenciais.

Em relação a outras técnicas de estimação de

parâmetros (método dos gradientes, algoritmos ge-
néticos, etc), o metódo de sensibilidade de trajetó-
ria possui algumas vantagens: rapidez de converg-
gência (erro de convergência quadrático), pode ser
facilmente implementada para a maioria dos siste-
mas não-lineares, permite a estimação de parâme-
tros em intervalos de tempo relativamente peque-
nos e pode ser utilizada para estimar as condições
iniciais das variáveis de estado.

A grande desvantagem deste método é que o
sucesso de convergência aos valores verdadeiros dos
parâmetros depende que os valores iniciais (chute
inicial) estejam próximos dos valores reais.

A contribuição deste artigo são duas técnicas
que combinadas com a sensibilidade de trajetória
contornam o problema de convergência do método
de sensibilidade. A primeira técnica consiste na
restrição dos parâmetros usando o método de bar-
reira logaŕıtmica, enquanto que a segunda consiste
na sincronização entre as sáıdas do sistema real e
do sistema modelo. Estas serão empregadas em um
sistema-teste de 2a ordem.

A sequência dos caṕıtulos pode ser descrita
como segue. Na seção 2 é apresentado o método de
estimação de parâmetros baseada na sensibilidade



de trajetória. Nas seções 3 e 4 são apresentados
a sincronização mestre-escravo e o método de bar-
reira logaŕıtmica, respectivamente. Na seção 5 é
apresentada a modelagem do sistema massa-mola.
Os resultados são apresentados na seção 6, e na
seção 7 apresenta-se as conclusões deste trabalho.

2 Metodologia de Sensibilidade de
Trajetória

Considere o sistema não linear modelado por

ẋ(t) = f(x(t), p, u(t))

y(t) = g(x(t), p, u(t))
(1)

onde x(t) é o vetor de estados (soluções), u é o
vetor de entrada, p é o vetor de parâmetros e y(t)
é o vetor de sáıda.

Admite-se que as funções f e g sejam diferen-
ciáveis em relação a cada componente pi do vetor
de parâmetros, para i = 1, . . . , p. As sensibilida-

des de trajetória ∂x(t)
∂pi

e ∂y(t)
∂pi

dos estados x(t) e

da sáıda y(t), obtidas diferenciado-se o conjuntos
de equações dado por (1) em relação a pi, são as
equações de sensibilidade dadas por:

d

dt

∂x(t)

∂pi
=

∂f(x(t), p, u(t))

∂x

∂x(t)

∂pi
+

∂f(x(t), p, u(t))

∂pi
(2)

∂y(t)

∂pi
=

∂g(x(t), p, u(t))

∂x

∂x(t)

∂pi
+

∂g(x(t), p, u(t))

∂pi
(3)

Se f ou g não são diferenciáveis com relação
ao parâmetro pi, as funções de sensibilidade podem
ser obtidas de forma aproximada procedendo da se-
guinte maneira. Sejam p◦ e p1, respectivamente, o
vetor de parâmetros inicial e o vetor cuja i-ésima
componente é p1i = p0i + ∆pi, em que ∆pi é uma
pequena pertubação no parâmetro. A resposta no
tempo obtida com os parâmetros p0 e p1 são da-
das por y0(t) e y1(t), respectivamente. Assim, as
funções de sensibilidades de trajetória podem ser
aproximadas por:

∂x(t)

∂pi
≈ x1(t)− x0(t)

∆pi

∂y(t)

∂pi
≈ y1(t)− y0(t)

∆pi

(4)

Com o intuito de aproximar o comportamento
do modelo em relação ao sistema real, faz-se uso de
um algoritmo ou técnica de ajuste de parâmetros.

A atualização dos parâmetros é feita com base
no cálculo das funções de sensibilidade de trajetó-
ria. O ajuste no vetor de parâmetros p é efetuado
no sentido de minimizar a diferença entre as sáıdas
do sistema real e as sáıdas do sistema modelo. Em
geral, procura-se minimizar a função objetivo J(p)
dada pelo quadrado das diferenças entre as sáıdas.
Neste artigo, utiliza-se a função objetivo baseada

na norma 2, mais conhecida por método dos mı́-
nimos quadrados. A formulação matemática desta
função é dada por:

J(p) =
1

2

∫ T0

0
(yr(t) − ym(t))T (yr(t) − ym(t))dt (5)

sendo yr(t) o vetor de sáıda do sistema real (va-
lor medido), ym(t) é o vetor de sáıda do sistema
modelo e [0, T0] o intervalo de tempo analisado.

O valor ótimo para o funcional J(p) é obtido
por meio da aplicação do operador gradiente de sen-
tido contrário em relação ao vetor p quando igua-
lado a zero:

∇J(p) = −∂J(p)

∂p
= 0 (6)

A partir de (5) e (6), obtém-se:

G(p) = −
∂J(p)

∂p
=

∫ T0

0

(
∂y

∂p

)T

(yr(t) − ym(t))dt (7)

Realizando a expansão em série de Taylor para
G(p) no ponto p = p(k) e desprezando os termos de
segunda ordem, obtém-se a expressão de ajuste dos
parâmetros na k-ésima iteração, dada por:

p(k+1) = p(k) − Γ−1(p)G(p)p=p(k) (8)

sendo Γ(p) a matriz Jacobiana, expressa por:

Γ(p) ≈
∫ T0

0

(
∂y

∂p

)T (
∂y

∂p

)
p=p(k) (9)

Para a implementação numérica, a sáıda yr(t)
do sistema real é amostrada em intervalos de tempo
discreto, de forma que as integrais (5), (7) e (9)
transformam-se em somatórios.

O algoritmo do método está sintetizado na Fi-
gura 1 e consiste nos passos enumerados a seguir:

1. Obtenção da sáıda do sistema real a partir de
medidas do sistema com os parâmetros reais;

2. Obtenção da sáıda do sistema modelo a partir
de equações matemáticas do modelo;

3. Comparação entre as sáıdas do sistema real e
do sistema modelo por intermédio do cálculo
de J(p(k));

4. Obtenção das equações de sensibilidade numé-
ricas a partir da derivação (variação numérica)
das equações em relação aos parâmetros;

5. Interrupção, caso J(p(k)) seja menor que uma
tolerância especificada. Caso contrário, pros-
siga com o passo 6;

6. Resolução da equação ∂J(p)
∂p = 0 por intermé-

dio do método de Newton e cálculo da função
Γ(p(k));

7. Calculo do ∆p - Método de Newton;

8. Atualização dos parâmetros, iteração do algo-
ritmo para k = k + 1 e retorno ao passo 2.
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Figura 1: Diagrama de blocos do procedimento de
estimação de parâmetros baseado na técnica de sen-
sibilidade de trajetória.

A grande desvantagem do método de estimação de
parâmetros baseada na técnica de sensibilidade de
trajetória está associada à elevada sensibilidade, ou
falta de robustez, em relação às condições dos parâ-
metros (Cari et al, 2006). Isto é, a convergência dos
parâmetros depende que os valores iniciais estejam
suficientemente próximos dos valores verdadeiros.

Este problema pode ser contornado por meio
do aumento da região de convergência dos parâ-
metros, de forma que a correta estimação ocorre
mesmo que os valores iniciais dos parâmetros se-
jam relativamente distantes dos valores verdadei-
ros. Neste artigo, isto é conseguido combinando a
metodologia de sensibilidade de trajetória tradicio-
nal com a sincronização mestre-escravo no processo
de estimação.

3 Sincrozinação Mestre-Escravo

O acoplamento mestre-escravo consiste em acoplar
algumas sáıdas do sistema mestre (sistema real)
com o sistema escravo (sistema modelo) em forma
unidirecional, isto é, o sistema mestre acopla o sis-
tema escravo. Em resumo, durante o processo de
estimação, o ajuste dos parâmetros é realizado de
forma que as sáıdas dos sistemas real e auxiliar
sincronizem, ficando suficientemente próximas du-
rante um intervalo de tempo finito (Cari, 2009).

4 O Método de Barreira Logaŕıtmica

A otimização é um ramo da matemática aplicada e
tem como objetivo encontrar a melhor solução para
um determinando problema. Neste artigo, utiliza-
se o método de barreira logaŕıtmica para otimizar
o processo de minimização do erro quadrático mé-
dio entre as sáıdas do sistema real e do sistema
modelo na estimação dos parâmetros do sistema
massa-mola.

Considere o problema otimização P com res-

trição de desigualdade representado por:

P : Minimizar f(x)

sujeito a: gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

x ∈ <n,

cuja região de factibilidade é expressa por:

F := {x ∈ <n|gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}

em que f(x) é a função objetivo e gi(x) é a restrição
de desigualdade do problema.

A função barreira logaŕıtmica do problema P
é dada por:

P (x, µ) = f(x)− µ
m∑
1

log gi(x) (10)

onde µ ≥ 0 é o parâmetro barreira.

As funções barreira tem como propriedades: (i)
são infinitas em todo lugar, menos em F ; (ii) são
suaves dentro de F ; (iii) seu valor tende a +∞ à
medida que x se aproxima da fronteira de F .

5 Modelagem do Sistema Massa-Mola

Como referência, será utilizado um sistema de 2a

ordem. Seja o sistema massa-mola representado
pela Figura 2, cuja equaçãodemovimento é dada
por

ÿ =
1

m
u(t)− k

m
y . (11)

Figura 2: Esquema do sistema Massa-Mola

Definindo x1 = y e x2 = ẏ como sendo posi-
ção e velocidade lineares, respectivamente. Desta
forma, obtém-se:


ẋ1 = x2

ẋ2 = − k
mx1 + u

m ,

x1(0) = x2(0) = 0

(12)
sendo u a força externa aplicada (constante de en-
trada), [x1, x2] as variáveis a serem medidas e [k,m]
os parâmetros de constante elástica e de massa,
respectivamente. As condições tanto para posi-
ção quanto para velocidade são consideradas ini-
cialmente nulas.



6 Resultados da Estimação

Os resultados apresentados a seguir, para a estima-
ção dos parâmetros, referem-se a medidas obtidas
por simulação, considerando os valores reais dos pa-
râmetros.

6.1 Estimação de parâmetros com o método de
sensibilidade tradicional

A metodologia de sensibilidade de trajetória pro-
posta foi aplicada para estimação dos parâmetros
do sistema massa-mola. O procedimento adotado
para tal pode ser resumido no diagrama de blocos
da Figura 3.
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Figura 3: Diagrama de blocos do procedimento de
estimação de parâmetros baseado na técnica de sen-
sibilidade de trajetória tradicional.

Vale destacar que os dados da sáıda yr do sis-
tema real foram obtidos via simulação, utilizando
como valores verdadeiros dos parâmetros [kr,mr] =
[6, 3] e condições iniciais [y1(0), y2(0)] = [0, 0].
Os valores dos parâmetros iniciais foram adotados
como [k(0),m(0)] = [9, 5/2], isto é, com erro associ-
ado de 50% e −16, 67%, respectivamente.

Na Tabela 1, mostra-se a convergência a valo-
res corretos dos parâmetros após 8 iterações. Nas
Figuras 4 e ?? são ilustradas a sáıda x1 (posição li-
near) antes e depois da estimação dos parâmetros,
respectivamente.

Tabela 1: Resultados com a metodologia de sensi-
bilidade trajetória tradicional.

Iteração k m Jp (%)
0 9 2,5 3,6027
1 13,7526 4,4321 2,2041
2 9,3376 5,2498 0,6012
3 4,5043 1,5447 4,0061
4 6,7009 2,5520 1,0523
5 7,2053 3,0358 0,1603
6 5,9261 3,0358 0,0075
7 6,0064 3,0032 0,0000

8 (final) 6 3 0
real 6 3 —
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Figura 4: Resposta da posição linear do bloco de
massa m antes e depois da estimação de parâme-
tros.

As funções de sensibilidade ∂y
∂m e ∂y

∂k são mos-
tradas na Figura 5. A análise do comportamento
destas funções revela algumas observações impor-
tantes. De fato, ∂y

∂m indica que a resposta do sis-
tema é mais senśıvel à variação do parâmetro m
quando comparado à variação em relação ao parâ-
metro k (isto é, o parâmetro m possui uma maior
influencia sobre a resposta do sistema).
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Figura 5: Funções de sensibilidade de trajetória
após a estimação de parâmetros.

Para avaliar a máxima incerteza e, portanto,
a sensibilidade em relação às condições iniciais dos
parâmetros, levantou-se a região de convergência
mostrada na Figura 6, em que os valores iniciais
dos parâmetros foram sucessivamente incrementa-
dos ou decrementados até atingir valores limitantes
do processo de convergência.
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Figura 6: Região de convergência dos parâmetros
da metodologia de sensibilidade de trajetória tra-
dicional.

6.2 Estimação de parâmetros com os métodos de
sensibilidade tradicional e de barreira logaŕıt-
mica

A função barreira logaŕıtmica do problema associ-
ado ao sistema massa-mola é dada por:

P (p, µ) = J(p)− µ
∑

i=min,max

log(k− ki) + log(m−mi)

(13)

sendo 〈kmin,mmin〉 = 〈0, 0〉 e 〈kmax,mmax〉 =
〈16, 10〉 restrições ligeiramente abaixo/acima dos
valores mı́nimos/máximos dos parâmetros encon-
trados na região de convergência da Figura 6.

A convergência dos parâmetros é apresentada
na Tabela 2. Na Figura 7, mostra-se o erro qua-
drático médio J(p) entre as sáıdas do sistema real
e do sistema modelo ao longo do processo itera-
tivo. Com base nestes resultados, constata-se que o
método de sensibilidade de trajetória com barreira
logaŕıtmica apresenta melhor desempenho de con-
vergência em relação ao método de sensibilidade de
trajetória tradicional, uma vez que o erro quadrá-
tico médio passa a ter um comportamento estrita-
mente descendente. Como consequência, o número
de iterações foi reduzido de 8 para 6.

Tabela 2: Resultados com a metodologia de sensi-
bilidade de trajetória tradicional e barreira logaŕıt-
mica.

Iteração k m Jp (%)
0 9 2,5 12,5560
1 9,3746 2,5516 4,2823
2 5,9660 2,5983 0,3508
3 5,7798 2,7939 0,0284
4 6,0052 2,9915 0,0005
5 6,0008 3,0004 0,0001

6 (final) 3 0 0
real 6 3 —

Avaliou-se ainda a região de convergência dos
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Figura 7: Erro de convergência com a metodologia
de sensibilidade trajetória tradicional e barreira lo-
gaŕıtmica.

parâmetros para este caso, de forma que obteve-
se essencialmente a mesma região de convergência
com o método de sensibilidade de trajetória tradi-
cional. Assim, com método de barreira logaŕıtmica
nenhum efeito foi conseguido no aumento da região
de convergência.

6.3 Estimação de parâmetros com o método de
sensibilidade tradicional e a sincronização
mestre-escravo

Agregou-se ao método de sensibilidade de trajetória
tradicional, o acoplamento da váriável de estado y1
medida no sistema real, que passa a ser utilizada
como entrada do sistema modelo. O procedimento
de estimação dos parâmetros está apresentado no
diagrama na Figura 8.
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Figura 8: Diagrama de blocos do procedimento de
estimação de parâmetros baseado na técnica de sen-
sibilidade de trajetória tradicional com sincroniza-
ção mestre-escravo.

A estimação de parâmetros com o método de
sensibilidade tradicional e a sincronização mestre-
escravo revelou um melhor desempenho de con-



vergência, isto é, de minimização do erro quadrá-
tico médio em relação ao métodos apresentados nas
duas subseções anteriores, como mostra a Tabela 3
e a Figura 9.

Tabela 3: Resultados com a metodologia de sen-
sibilidade de trajetória tradicional e acoplamento
mestre-escravo.

Iteração k m Jp (%)
0 (inicial) 9,0000 2,5000 167,2617

1 6,4896 2,9116 3,3408
2 6,0084 2,9904 0,0024
3 5,9950 2,9925 0,0001

4(final) 5.9950 2,9926 0,0000
real 6 3 —
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Figura 9: Comparação entre os erros de convergên-
cia para os métodos propostos.

Por fim, avaliou-se ainda o efeito do acopla-
mento mestre-escravo na metodologia de sensibi-
lidade de trajetória tradicional no que se refere à
máxima incerteza em relação às condições iniciais.
Para a região de convergência obtida, ilustrada na
Figura 10, observou-se um limitante de convergên-
cia apenas em relação aos valores máximos e mı́-
nimos do parâmetro m com incertezas de +90% e
−90%, respectivamente. Em relação ao parâmetro
k, a convergência para o valor verdadeiro ocorre in-
dependentemente do seu valor inicial. Desta forma,
o acoplamento mestre-escravo contribuiu para uma
diminuição da sensibilidade em relação às condições
iniciais dos parâmetros.

7 Conclusões

Neste trabalho, a metodologia de sensibilidade de
trajetória foi aplicada para estimação dos parâme-
tros de um sistema de segunda-ordem. Para este
objetivo, foram ainda propostas novas metodolo-
gias que combinam a técnica de sensibilidade tra-
dicional com o método de barreira logaŕıtmica e

Figura 10: Região de convergência dos parâmetros
da metodologia de sensibilidade de trajetória tra-
dicional com sincronização mestre-escravo.

a sincronização mestre-escravo. O efeito da inclu-
são do método de barreira logaŕıtmica é a otimi-
zação do erro quadrático médio entre as sáıdas do
modelo matemático e do sistema real, acelerando
o processo de convergência dos parâmetros e a ga-
rantia de 100% de convergência dentro da região de
factibilidade, o que o método tradicional não conse-
gue garantir. Com relação a sincronização mestre-
escravo, além da otimização do erro, foi conseguido
um aumento considerável na região de convergên-
cia, garantindo robustez em relação a valores inici-
ais dos parâmetros. Os parâmetros foram estima-
dos a partir de medidas do sistema real obtidas via
simulação considerando os valores verdadeiros dos
parâmetros. Por fim, embora a técnica de sensibi-
lidade de trajetória tenha sido aplicada neste tra-
balho para estimação dos parâmetros do sistema
massa-mola, sua utilização se estende para esti-
mação de parâmetros de sistemas dinâmicos não-
lineares em geral.
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