


A DINAMICA DE DIFEOMORFISMOS DE SUPERFICIES

ANDRE SALLES DE CARVALHO

1. INTRODUGAO

O meu trabalho trata da dindmica de homeomorfismos e difeomorfismos de superficies. A
énfase estd no estudo de familias de tais transformagdes — tais como aquelas introduzidas por
Hénon [HénT76] e Lozi [Loz79] — e um dos principais objetivos é dar uma descrigio completa das
possibilidades topolégicas para uma tal familia que passa de dindmica trivial a cadtica. Familias de
difeomorfismos de superficies t8m sido estudadas extensivamente nos Gltimos anos. Em [BC91,
MV93], foi mostrado que, sob hipbteses razodveis, tais familias possuem atratores ‘estranhos’
e que, além disso, estes sdo abundantes, no sentido de que hi um conjunto de medida posi-
tiva de pardmetros para os quais tais atratores existem. As propriedades estocdsticas de atra-
tores de Hénon foram estudadas em [BY93b, BY00], por exemplo. Outros autores (por exem-
plo, [BS99, HOV95, BF96, FS01]) estudam a familia de Hénon complexa. Entre outras coisas,
foram exibidas semelhancas e diferengas interessantes entre a famflia de Hénon complexa e a sua
andloga em dimensio 1, a familia quadritica. Em [Pal00], v4rias conjecturas e resultados recentes
sobre o comportamento genérico de sistemas dinamicos em dimensdo 2 sio enunciados. Este §,
certamente, um sumédrio bastante incompleto dos resultados na drea: uma pesquisa bibliogréfica
para artigos contendo a palavra ‘Hénon' produz centenas titulos.

Muitas questdes centrais sobre famflias de transformaces de superficies estdo em aberto, fazendo
com que esta seja uma 4rea ativa de pesquisa. Meu trabalho lida com aspectos topolégicos e
geométricos da dindmica de tais fam{lias e um dos principais objetivos é dar uma descrigio completa
da sua dindmica topoldgica. Além disso, é também importante descrever geometricamente estas
transformagdes. Um modelo tedrico a ser emulado é o da teoria de kneading desenvolvida por
Milnor e Thurston. Grosso modo, o lado topolégico desta teoria consiste de duas partes, uma que
constréi sinteticarnente modelos de endomorfismos do intervalo, e a outra que mostra que estes
modelos de fato descrevem os sistemas dindmicos em consideragio. A teoria também mostra que é
possivel geometrizar o8 modelos, para o que é necessario introduzir técnicas de anilise complexa.

Cvitanovié introduziu poda (pruning) como um andlogo bidimensional para a teoria de kneading
e mostrou numericamente como os modelos de poda sdo capazes de descrever acuradamente as
transformagdes de Hénon. Em [dC99], poda foi estabelecida de maneira matematicamente rigorosa
e, por meio de exemplos, foi observado que a famiflia de poda pode mesmo ser grande o suficiente
para conter modelos topol6gicos para todas as transformagses de Hénon. Esta afirmagéo é tornada
rigorosa na Conjectura do Frente de Poda (CFP): a familia de poda contém a fam@ia de Hénon a
menos de semi-conjugacdo. A teoria de poda foi desenvolvida em [dCHO1], onde foi apresentada
uma relagio explicita entre poda e uma teoria de kneading generalizada para endomorfismos de
arvores e grafos e, usando esta relacéo, foi apresentada um demonstragao algoritmica do teorema
de classificacdo de Thurston para homeomorfismos de superficies.

Poda pode ser vista como uma tentativa de descrever famflias de homeomorfismos de superficies
de fora, isto é, de maneira construtiva, apresentando modelos topolégicos para todas as trans-
formagoes da familia. Vindo no sentido oposto, é possivel também tentar entender restrigies na
maneira em que dindmica é criada em familias que passam de comportamento dinamicamente tri-
vial a cadtico. Aqui, o estudo de implicagdo entre drbitas, isto €, de quando e como a presenca de

certa 6rbita periédica implica a existéncia de outras érbitas, faz um papel central. O problema de
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implicagdo em dimenséo 1 foi bastante estudado e hoje existe uma teoria bem desenvolvida para
este caso. Em dimens&o 2 o problema é mais complicado, j& que mesmo a especificagdo topolégica
de 6rbitas periddicas é mais elaborada. Os artigos [ACHO02a, dCHO04, dCHO3a] tratam do problema
de implicacdo entre Grbitas periédicas da ferradura de Smale. A motivago destes resultados vem
frequentemente da teoria de poda. Por outro lado, a teoria de implicagio sugere técnicas para
atacar o problema central da teoria de poda, a CFP.

Os artigos [dC02, dCHO3b] tratam de modelos geométricos em dimenséio 2. Transformagées
pseudo-Anosov generalizadas que, como diz o nome, generalizam a classe de transformagdes pseudo-
Anosov de Thurston, séo introduzidas e a familia de transformagtes pseudo-Anosov generalizadas
unimodais é descrita. Esta famflia fornece uma ‘complexificaciio’ da familia unimodal de endomor-
fismos do intervalo diferente da usual, isto é, como a parte real de endomorfismos holomorfos da
esfera da Riemann. Aqui as transformagGes sao automorfismos quase-conformes da esfera complexa.

Juntas, as idéias acima e outras descritas abaixo formam o contorno de uma teoria topolégico-
geométrica para homeomorfismos em dimenséo 2, do ponto de vista de dinAmica topolégica.

O texto esté organizado do seguinte modo. Na Segio 2 séio introduzidos conceitos preliminares
que serdo utilizados no decorrer do artigo: a ferradura, a familia de Hénon, a ordem unimodal, tipos
de tranca e implicacSes entre trangas e o teorema de classificacio de Thurston de homeomorfismos
de superficies a menos de isotopia. A Segéo 3 descreve poda: sio definidos discos de poda, & enunci-
ado o Teorema de Poda, ¢ definida a familia de poda, uma versio preliminar da CFP é apresentada
e evidéncias para esta conjectura sio discutidas. A Sec@o 4 contém uma descrigio da relagéio de
equivaléncia de entropia nula, que é um ingrediente técnico importante nas idéias apresentadas.
Ela permite dar um enunciado preciso da CFP e faz também um papel central na ‘geometrizacio’
dos modelos de poda. A Segdo 5 apresenta a relagdo entre poda e uma generalizacio da teoria de
kneading para endomorfismos de &rvores. Isto é utilizado para estabelecer uma correspondéncia
entre certas subfamflias da familia de poda e famflies unimodais de endomorfismos de Arvores e
para indicar as consequéncias mais relevantes para o que é discutido aqui da demonstracio al-
goritmica do teorema de Thurston usando poda. A Secio 6 descreve uma conjectura sobre como a
ordem parcial de implicagio organiza os tipos de tranga da ferradura. A conjectura particiona as
érbitas peribdicas da ferradura em famflias linearmente ordenadas por implicacio e fatora a ordem
parcial em uma parte totalmente ordenada dentro de.cada famflia e a ordem parcial entre érbitas
homoclinicas. O célculo de implicagéio entre trangas é, em geral, bastante longo e trabalhoso. No
caso de tipos de tranga da ferradura, essa conjectura trivializa este cilculo dentro das famflias
linearmente ordenadas: basta comparar as representagdes simbélicas das 6rbitas usando a ordem
unimedal. A Secio 7 contém uma descricio da construgio de transformagdes pseudo-Anosov ge-
neralizadas, que s&o exemplos de modelos geométricos para homeomorfismos em dimensdo 2. A
Secéio 8 apresenta um apanhado do que foi apresentado e discute tépicos de pesquisa em andamento
e problemas para pesquisa futura.

2. CONCEITOS PRELIMINARES

Aqui sdo introduzidos os conceitos e a notagio utilizados ao longo da monografia. Esta secio
pode servir como uma se¢ao de referéncia se surgirem dividas durante a leitura das segOes seguintes,

Observagdo 1. Todas as superficies consideradas aqui serio orientadas e todos os homeomorfismos
e difeomorfismos preservardo esta orientagio.

2.1. A ferradura. A ferradura é um difeomorfismo da esfera introduzido por Smale [Smab7]
como exemplo paradigmético de um difeomorfismo estruturalmente estdvel que, no entanto, possui
dinémica cadtica. A ferradura serd usada repetidas vezes aqui e a descrevemos brevemente para
estabelecer a notacéo.

A ferradura é um difeomorfismo da esfera, denotado por Fy: §2 O, cuja dindmica interessante
est4 contida na regifo em forma de estddio denotada por I na Figura 1. Fg leva I dentro de si mesmo
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em forma de uma ferradura. Denotando por S o quadrado dentro de I (folheado por segmentos
verticais na figura), segmentos horizontais e verticais de S N F;}(S) sdo levados, respectivamente,
em segmentos horizontais e verticais em S. Em cada uma das duas componentes de SNF; 1(S) (que
530 retdngunlos se extendendo de cima a baixo de S), Fp € linear, expandindo segmentos horizontais
por um fator u > 2 e contraindo segmentos verticais pelo fator 1/u. H4 um pogo fixo (indicado
por w) no semi-disco da esquerda e duas selas fixas (indicadas por e e o) em S. O ponto no infinito
é fixo e repulsor e sua bacia contém todos os pontos no complemento de I. O conjunto A de pontos
que permanecem em S sob todas as iteradas futuras e passadas de F é um conjunto de Cantor com
uma estrutura produto onde a dinimica é conjugada & transformaggo de shift o: £ = {0,1}%2 .
A conjugacéo é dada, como de costume, pelo homeomorfismo de infinerdrio h: A — ¥ definido
associando o sfmbolo 0 (respectivamente, 1) a pontos na metade esquerda (respectivamente, direita)
de S, como indicado na Figura 1. E um fato conhecido sobre a ferradura que A = W*(p) N W (p),
para qualquer ponto periédico p € A, onde W#(p) e W*(p) denotam, respectivamente, as variedades
estével e instdvel de p.

Note que, contraindo cada segmento vertical em S e os dois semi-discos a direita e esquerda
a pontos, I se torna um intervalo I e Fy se projeta & uma transformagio unimodal fy: I ® cuja
imagem cobre o intervalo por completo duas vezes, como indicado na figura.

| Y

FIGURE 1. A ferradura e seu quociente unidimensional.

O homeomorfismo h é usado para identificar cada ponto z € A com sua representagio simbdlica
h(z) =...8_28-1-805182... € L. Pontos periédicos correspondem 1-1 a sequéncias periddicas com
o mesmo perfodo. Utiliza-se uma barra para indicar repeticao infinita de uma palavra (finita) em Os
e 1. Assim, a representagio simbdlica de um ponto periédico de perfodon é @ = ... www-www...
para algum w € {0,1}".

Uma 6rbita periédica P de perfodo n é representada por seu cddigo cp € {0,1}", que consiste dos
primeiros n simbolos do itinerrio do ponto p da érbita que se encontra mais & direita: portanto
h(p) = ép. Por exemplo, a érbita que contém o ponto cujo itinerdrio é 00101110 tem cédigo
10001011 (veja a Secdo 2.3).

Orbitas homoclinicas H ao ponto fixo de cédigo 0 também serdo consideradas. Tais érbitas serdo
identificadas pelo seu cerne cy, que é o segmento ndo identicamente zero do itinerdrio de seus
pontos: por exemplo, o cerne da érbita do ponto de itinerdrio 011 - 1010 € 11101.
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2.2. A familia de Hénon. A familia de Hénon, que ser4 mencionada repetidas vezes no que se
segue, ¢ a familia de difeomorfismos polinimiais de R? dada pela férmula

Ha,b =i (a = 22 [ by,a:)
onde a, b sio pardmetros reais. Uma familia similar é a famflia de Lozi:
Ln,b = (1 - a|a:| L= byiz)

Ser4 assumido que b > 0, fazendo com que as duas familias preservem a orientacéio do plano.

E possivel mostrar [DN79] que, se o pardmetro a é grande o suficiente, entfio a transformagéo
de Hénon H,j é conjugada & ferradura. Por outro lado, para valores pequenos de a, é ficil ver
que H, s tem dindmica trivial. A questdo que hd muitos anos interessa tanto matematicos quanto
fisicos é: o que exatamente acontece enire um extremo e outro?

A Figura 2 mostra as variedades estdvel e instével do ponto fixo ‘de fora’ (isto &, aquele cujos
autovalores sdo sempre positivos) de familia de Hénon, para trés escolhas de valores dos pardmetros.
Em a) (onde a = —0.3,5 = 0.5), nfio h4 intersecio homoclinica e a dinimica recorrente consiste
apenas de dois pontos fixos. Em ¢) (onde a = 5.5,b = 0.8) vemos variedades invariantes que, a
menos de uma troca de coordenadas, sio como aquelas do ponto fixo de cédigo 0 da ferradura. Em b)
(onde a = 1.26,b = 0.8) a situagio é claramente bastante mais complicada. Em particular, a figura
parece conter tangéncias homoclinicas e a dindmica complicada que normalmente as acompanha.

a) . | b})

FIGURE 2. Variedades estéveis e instdveis na familia de Hénon.

Note que a férmula que define a famflia de Hénon também pode ser considerada em C2. Este é o
ponto de vista adotado por vérios autores, o que levou & descoberta de estruturas ricas na familia
de Hénon complexa.

2.3. A ordem unimodal. A ordem unimodal é uma ordem linear no conjunto {0,1}N definida
da seguinte forma. Uma palavra finita w € {0,1}™ ¢ par (#mpar) se a soma de seus sfmbolos é
par (fmpar). Sejam s = s¢s818;...,t = tglyls... € {0,1}N e assuma que s; = ¢; para0<i<ne
8n # to. Entdo s <t se e somente se sg. . . 3, & par (e, portanto, tg.. . t, é fmpar).

Para o modelo da ferradura apresentado acima, nao é dificil ver que a ordem unimodal reflete
8 posigdo relativa de pontos do conjunto invariante A do seguinte modo: se T,y € Ae hiz) =
+++8-28_1-8081 ..., h(y) =...t_at_y-tot1 ..., entdo z estd A esquerdade y se e 86 58 308y . .. < fot; ...
e z estd abaixo de yse e 86 8 5_18-2... < t_1t_3.... Assim, uma palavra cp € {0, 1}" é o cédigo
de uma 6rbita periédica de periodo n da ferradura se e somente se a sequéncia semi-infinita cp é
extritamente maior, na ordem unimodal, do que as sequéncias o*(c¥) paratodo 1 <i <n (onde o
¢é a transformagfo de shift).
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2.4. Isotopias, tipos de tranca e implicagio entre trangas. Uma isotopia é uma trans-
formagéio continua #: X x [0,1] — X tal que, para cada t € [0,1] fixo, a transformacdo fatia
%¢: X — X é um homeomorfismo. Uma isotopia é relativa a um conjunto A se %(t,z) = ¥(0,z),
para todo t € [0,1],z € A. Seja F: § > um homeomorfismo e A um conjunto F-invariante, isto
é, A = F(A) = F~(A). O tipo de tranga t1(F, A) é a classe de isotopia de F relativa a A a
menos de mudangas de coordenadas topoldgicas. Assim, se F e G sdo homeomorfismos da mesma
superficie, A é F-invariante e B é G-invariante, entdo tt(F, A) = tt(G, B) se e somente se existe
um homeomorfismo A tal que h(A) = B e h~! 0 G o k € isotépico a F relativo a A.

Aqui consideraremos somente tipos de tranga de homeomorfismos que preservam orientagio do
disco ou do plano. O nome ‘tipo de tranga’ vem daf: o grupo de classes de isotopia de homeomor-
fismos que preservam orientagéo do disco com n-furos € isomorfo ao grupo de trangas de Artin B,
médulo o seu centro.

Se F' é um homeomorfismo de superficie, denota-se tt(F) = {tt(F, P); P é uma érbita periédica
de F}. Quando o homeomorfismo F for claro pelo contexto, o que serd o caso quando estivermos
falando de tipos de tranga da ferradura, usaremos a notagéo tt(A) para tt(F, A).

Diz-se que um tipo de tranga « forga ou implica um tipo de tranga G, denotado por a > 3, se e
somente se, para todo homeomorfismo F tal que & € tt(F'), segue-se que 3 € tt(F).

Boyland [Boy94] mostrou que, se restringimos atengiio a tipos de tranca de érbitas periédicas,
entdo implicagio é uma ordem parcial. Entender como esta ordem parcial organiza o conjunto de
tipos de tranga é um dos problemas centrais desta drea de pesquisa. As técnicas principais que
permitem estudar este problema sdo aquelas introduzidas por Thurston em sua classificagio de
classes de isotopia de homeomorfismos de superficies, que séo descritas a seguir.

2.5. O teorema de Thurston. O teorema de Thurston classifica as classes de isotopia de homeo-
morfismos de superficies de tipo topoldgico finito, isto é, superficies compactas com um ndmero
finito de furos e com bordo com um nimero finito de componentes. Um homeomorfismo de su-
petficie & é de ordem finita se existe n > 0 tal que ™ é a identidade. Um homeomorfismo &
é redutivel se existe um conjunto C de curvas fechadas simples essenciais (isto &, disjuntas, nao-
homotGpicas entre si, no-triviais em homotopia e ndo-homotépicas a um furo ou a uma componente
do bordo) que é d-invariante (enquanto conjunto). O homeomorfismo ® é pseudo-Anosov se existe
um nimero real A e um par de folheagGes transversas com singularidades (dos tipos que mostra a
Figura 3) e com medidas transversais (equivalentes & medida de Lebesgue em segmentos transver-
sais) (7, p°), (F*, u%), tais que:

o(Fu") = (F' M%)
O(F,uf) = (F,31°)

FIGURE 3. Singularidades das folheagBes invariantes de uma transformagdes pseudo-Anosov.

O exemplo mais simples de uma transformagdes satisfazendo a defini¢io acima é um Anosov do
toro, como aquele induzido pela matriz (% }

Teorema 1 (Teorema de classificagiao de Thurston). Todo homeomorfismo de uma superficie de tipo
topolégico finito € isotdpico a uma transformagdo de ordem finita ou redutivel ou pseudo-Anosov.
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As classes de isotopia se ddo entdo 08 mesmos nomes: uma classe de isotopia é de tipo finito se
contém um representante de tipo finito e assim por diante. Se a classe de isotopia é redutivel, corta-
se a superficie ao longo do conjunto de curvas invariante e aplica-se o teorema as transformages de
primeiro retorno a cada componente. Apés repetir este processo um nimero finito de vezes, chega-
se a transformagdes que sio de ordem finita ou pseudo-Anosov. Colando-se os pedagos, obtém-se
entdo um representante na classe de isotopia em considergdo.

Observagdo 2. Outra maneira de falar de classes de isotopia em uma superficie com furos {P1,---,x}
é considerar os furos como pontos da superficie e s6 permitir isotopias nao os mova, isto é, isotopias
relativas a {py,...,px}. Este é o ponto de vista adotado aqui, onde iremos considerar classes de
isotopia da ferradura relativas a érbitas periédicas e érbitas homoclinicas. Como a classificagio de
Thurston é invariante por conjugacdes, pode-se, portanto, utilizar o teorema acima para classificar
tipos de tranga do disco em ordem finita, redutivel e pseudo-Anosov.

Em [Hal94b], Hall mostrou que transformagdes pseudo-Anosov realizam implicagao entre trangas
no seguinte sentido: se & € um tipo de tranca pseudo-Anosov e &, é uma transformagio pseudo-
Anosov na classe de o, entéio {8; 8 < o} = tt(®,). Transformagoes pseudo-Anosov, na realidade,
minimizam a ‘quantidade’ de dinémica em suas classes de isotopia em vérios outros sentidos. Por
exemplo, elas minimizam a entropia topolégica e séo também justas, como serd visto na Secao 4.

O resultado de Hall, associado com uma demonstracao algorftmica do teorema de Thurston [BHS5,
Los93, FM93, dCHO1], permite, em princfpio, decidir, dados dois tipos de tranca, se um forca o
outro. Na prética, no entanto, isto leva muito tempo, j4 que a comparacio envolve a solugéo do
problema de conjugagio no grupo de trangas. Além disso, sermos capazes de decidir se e como
implicagio relaciona dois tipos de tranca nio fornece quase nenhuma informagéo global sobre como
implicacio organiza o conjunto de todos os tipos de tranga. Esta discussiio serd aprofundada na
Secdo 6.

3. Popa

Nesta segéo sao definidos discos de poda e frentes de poda e & enunciado o teorema de poda que
permite destruir de maneira controlada, por uma isotopia, parte da dinimica de um homeomor-
fismo de superficie. O conceito de poda foi introduzido por Cvitanavié {Cvi91] como um andlogo
bidimensional da teoria de kneading de Milnor e Thurston para endomorfismos do intervalo. Poda
tenta explicar transformagtes de Hénon ou de Lozi como ferraduras das quais se destruiu — podou
— parte da dindmica.

A idéia de poda é a seguinte. Do ponto de vista de entropia topolégica, por exemplo, segue-se
de resultados de Katok [Kat80] que a dinimica de um difeomorfismo de superficie est4 no fecho
das intersecgbes entre variedades estéveis e instéveis de selas ndo-errantes. Se se deseja entender
a dinimica de uma familia como a de Hénon, que passa de dinimica trivial a castica quando
se variam os parametros, precisa-se portanto entender como estas intersecgGes se criam (ou se
destréem) quando os parimetros variam. Poda parte de uma transformagao conhecids, e.g. a
ferradura de Smale, e produz isotopias que destréem intersecgdes entre variedades invariantes. A
familia de todas as podas possiveis da ferradura forma entfo uma famflia de modelos topolégicos
com 0s quais as transformagbes de Hénon ou Lozi podem ser comparadas. A Conjectura da Frente
de Poda (CFP) diz que, a menos de semi-conjugacio, as familias de Hénon e Lozi estdo contidas
na familia de podas da ferradura.

Definicao 1 (Discos de poda). Seja F': $? © um homeomorfismo de uma superficie. Um disco de
poda para F' é um disco topolégico D, cujo bordo pode ser representado como uma uniio de dois
arcos que 86 se intersectam nos extremos, 8D = CUE, satisfazendo as seguintes condi¢des de poda:
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i)
diam(F™*(C)) =0 quandon — oo
diam(F~"(E)) -0 quandon — .
i)
F*C)nInt(D) =0  paratodon >0
F™E)NInt(D)=@ paratodo n > 0.
Os arcos C, E s&o chamados, respectivamente, lados C e E do disco de poda D.

Observagoes 3. a) Esta definigdo se aplica se F é um difeomorfismo, enquanto que a definigdo para
homeomorfismos em geral é mais técnica. Veja [dC99)] para maiores detalhes.

b) O disco D é um disco de poda para F se e somente se também o sdo todas as suas iteradas
F*(D),neZ.

Exemplo 1. A Figura 4 mostra dois discos de poda para a ferradura. Em a), o bordo do disco de
poda consiste de segmentos das variedades estdvel e instdvel do ponto fixo de cédigo 0 (indicado
por e na Figura 1), enquanto que em b) a outra sela fixa, de cddigo 1 (indicado por o na mesma
figura) é utilizada. Em ambos 0s casos a condigio de poda i) € satisfeita trivialmente. A condigdo ii)

N\,

0 N

a) b)

F1GURE 4. Discos de poda para a ferradura.

se verifica em a) pois as iteradas positivas de C, indicadas na Figura 4 por segmentos verticais em
negrito, sdo disjuntas de D; um argumento similar se aplica as iteradas negativas de E. Em b),
as iteradas positivas pares de C estdo contidas em C, enquanto que as fmpares est@o contidas em
Fy(C) que é disjunto de Int(D); algo anslogo acontece com as iteradas negativas de E.

E possivel agora enunciar o teorema de poda, demonstrado originalmente em [dC99}:
Teorema 2 (Teorema de poda). Seja F: S um homeomorfismo uniformemente continuo que
preserva orientacdo da superficie orientada S e seja D um disco de poda para F'. Entdo eziste uma
isotopia, suportads em U = |, cz F™(Int(D)), comegando em F e terminando em um homeomor-
fismo Fp tal que o conjunto nao-errante de Fp € disjunto de U.

Porque a isotopia tem suporte em U, F e Fp tém a mesma dinémica em S\ U. Por outro lado,
toda a dinidmica de F em U é destruida ao fim da isotopia.

E possfvel generalizar este teorema para unides finitas de discos de poda satisfazendo algumas
condigbes adicionais [dC99]. Estas unides sio chamadas frentes de poda e as transformagdes obtidas
ao fim da isotopia sdo chamadas podas de F ou, mais geralmente, transformagdes podadas ou modelos
podados.
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Observacdo 4. Como foi observado acima, imagens e preimagens de discos de poda séo também
discos de poda. O teorema de poda aplicado a qualquer iterada do disco D produz o mesmo
resultado. Isto serd utilizado a seguir para retringir atengdo a discos de poda da ferradura que se
extendem até o lado direito do quadrado e sio simétricos com relago & sua linha central horizontal.

Definigao 2 (Familia de poda). Seja F': S S um homeomorfismo de superficie e seja D o conjunto
de sequéncia finitas (Dy,...,Dy) de discos tais que D; é um disco de poda para F e Djy1 é um
disco de poda para Fp,,..p;, paracada 1 < j <n—1. A femilia de poda associada a F é

P(F) = {FD1,...,D"; {Dly ave )Dﬂ) (3 D}

onde o fecho ¢ tomado na topologia uniforme.

Apresentamos agora um enunciado preliminar da CFP. Abaixo, apés ser definida a relagio de

equivaléncia de entropia nula, possibilitando assim explicitar a semi-conjugacio mencionada, um
enunciado mais preciso serd dado.
Conjectura da Frente de Poda (Imprecisa). Seja Fy a ferradura de Smale e {H, 3} a familia
de Hénon. Para cada escolha dos pardmetros a,b existe uma transformagdo F, ) € P(Fy) tal que,
a menos de semi-conjugagdo, H,p e F,y sdo topologicamente conjugados. Em outras palavraus, a
Jfamflia de poda contém a familia de Hénon, a menos de semi-conjugagao.

Note que este é um enunciado possivel, entre outros. Um enunciado mais forte, provavelmente
falso em geral, é obtido omitindo meng8o & semi-conjugagio. Esta versao forte, no entanto, pode
ser verdadeira — e, de fato, o ¢, como serd mencionado a seguir — em vérios casos especiais.

£ natural perguntar que tipo de evidéncia hd para a validade da conjectura. Qutra questdo
relacionada é qudo grande é a familia de poda: qual a sua cardinalidade? que tipo de sub-famflias
‘interessantes’ ela contém?

Para pequenos valores do pardmetro b, a famflia de Hénon & uma perturbagso da familia unimodal
fa(z) = a — 2. Para valores de a para os quais f, é hiperbélica e para b pequeno o suficiente,
ndo ¢ dificil dar uma demonstragic da conjectura acima, sem sequer ser necessério considerar
semi-conjugagcoes.

Hé também considerdvel evidéncia computacional para a CFP. Em [CGP88], Cvitanovié, Gu-
naratne e Procaccia usaram modelos de poda e foram capazes de calcular com grande precisio
quantidades como o nimero de érbitas periédicas de baixo perfodo (< 16) e a entropia topolégica
de transformagoes nas familias de Hénon e Lozi. Em trabalho nfo publicado, James Dillon usou um
programa que desenha variedades invariantes para transformacdes de Hénon para calcular frentes
de poda correspondentes a varios valores dos parametros, todos eles aparentemente apresentando
tangéncias homoclinicas e, portanto, nao-hiperbélicos. Ele foi capaz de predizer com precisdo quase
completa o mimero de drbitas periédicas de perfodo < 8 destas transformagdes. Em [dCH02b], hé
um modelo de poda para a transformagio de Hénon com a = 5.4,b = 1. Em [DMS91}, foi sugerido
que esta transformagio ¢ hiperbélica e uma particio de Markov para o seu conjunto nio-errante
foi encontrada. Embora esta partigio e a particio obtida para o modelo podado sejam diferentes,
os subshifts de tipo finito associados sdo equivalentes. Note que, para b =1, as transformacGes de
Hénon preservam drea e ndo recaem nos casos hiperbélicos perturbativos mencionados acima.

Em trabalho conjunto com M. Lyubich e M. Martens em preparacio, damos uma demonstragio
da verséo forte da CFP - isto é, sem tomar semi-conjugages — para. transformagbes de Hénon
que sdo infinitamente renormalizdveis. Embora estas transformagGes formem um conjunto unidi-
mensional no espago de parametros, esta é a primeira demonstracio da CFP para transformagbes
nao-hiperbdlicas.

As questdes sobre o tamanho e as subfamflias interessantes da familia de poda serdio tratadas
na Secéio 5, apés a introdugdo da relagio de equivaléncia de entropia nula na préxima segio. Esta
iltima nos permitird, entre outras coisas, dar um enunciado preciso da CFP.
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4. A EQUIVALENCIA DE ENTROPIA NULA

A relagBo de equivaléncia de entropia nula foi introduzida em [dC02] e explorada em [dCP04].
O seu objetivo é colapsar a parte da dindmica que é irrelevante do ponto de vista da entropia
topolégica, sem descaracterizar demais o sistema dindmico. Aplicada a transformagoes de su-
perficies, esta equivaléncia produz uma classe interessante de homeomorfismes em dimensao 2 onde
é natural comparar 0s modelos podados com os sistemas dindmicos que estamos tentando modelar.
Como veremos, estes modelos fazem um papel anélogo ao dos modelos lineares por partes com
inclinagdo constante da teoria de endomorfismos do intervalo.

Comecamos com a definicdo de Bowen de entropia topolégica [Bow71]. Seja (X, d) um espago
métrico e F: X © um homeomorfismo. Para cada n € N, define-se a métrica

dn(®,y) = max d(F(z), F'(y))

e, dado € > 0, dize-se que o conjunto E é (n,e€)-separado se E é e-discreto na métrica d,,, isto
é, para todo par de pontos distintos z,y € E, dn(z,y) > ¢. Dado um compacto K C X (nao
necessariamente F-invariante), seja s(n,¢, K) a cardinalidade méxima de um subconjunto (n,€)-
separado de K, e
o 1
h(F, K) = }Enoll'IPjip - In s{n,¢, K).

Se K é F-invariante, entdo h(F, K) = h(F~!, K), embora estes niimeros sejam diferentes em geral.
Definimos a entropia (topoldgica) de F em K como hy(K) = max{h(F, K), h(F~1, K)}.

Um conjunto é ndo-degenerado se néo se reduz a um ponto. Um continuo é um subconjunto
conexo e compacto de um espago métrico.

Definigdo 3 (Relagio de equivaiéncia de entropia nula). Seja F: X > um homeomorfismo de um
espago métrico. Dois pontos z,y € X sdo entropia-0 equivalentes se existe um contimuo C' 3 z,y
tal que A+ (C) = 0.

Nao é dificil ver que isto de fato define uma relagio de equivaléncia, equivaléncia esta que parece
ser mais interessante em dimensdes 1 e 2. A Figura 5 mostra o quociente da ferradura de Smale pela
relacao de entropia nula. O espago quociente é uma esfera, que é obtida identificando pontos unidos
pelas linhas pontilhadas na figura. As variedades invariantes do conjunto hiperbdlico tipo sela da
ferradura se projetam a duas folheagBes com singularidades da esfera. A transformacio quociente
preserva ambas as folheagdes, contraindo a folheaghio estdvel (indicada por linhas interrompidas)
e expandindo a folheagio instdvel (indicada por linhas continuas), de forma similar ao que faz a
ferradura. Esta transformacio é um exemplo de uma transformagdo pseudo-Anosov generalizada,
como serd descrito na Segdo 7.

Podemos agora apresentar uma versio precisa da CFP:

Conjectura da Frente de Poda (Precisa). Seja Fo a ferradura de Smale € {H,3} a familia de
Hénon. Para cada escolha dos pardmetros a,b eziste uma transformagdo Fop € P(Fp) tal que os
quocientes H, p/~ € Fyp [~ pela equivaléncia de entropia nula sdo topologicamente conjugados. Em
palavras, a menos da relagdo de equivaléncia de entropia nule, ¢ familia de poda contém o familia
de Hénon.

Antes de voltarmos a discutir as questdes relacionadas com evidéncia para a CFP, continu-
amos um pouco explorando as consequéncias da defingéo acima, enunciando o resultado principal
de [dCP04].

Definigio 4 (Homeomorfismo justo). Um homeomorfismo F': X ® ¢é justo se h+(C) > 0 para todo
continuo ndo-degenerado C C X.



10 ANDRE SALLES DE CARVALHO

FIGURE 5. O quociente da ferradura pela relacio de equivaléncia de entropia nula.
A esfera quociente é obtida indentificando-se os extremos dos arcos pontilhados na

figura.

Exemplos de homeomorfismos justos sio: o Anosov do toro, as transformacdes pseudo-Anosov
introduzidas por Thurston e as transformagdes pseudo-Anosov generalizadas que serao discutidas
abaixo. Segue-se do préximo teorema [dCP04] que transformacoes justas sdo relativamente abun-
dantes.

Teorema 3 (Quociente justo de um difeomorfismo). O quociente pela equivaléncia de entropia nula
de um difeomorfismo C'*® de uma superficie fechada & um homeomorfismo justo de um cactéide
generalizado. Além disso, as fibras da projecio tém entropia igual o zero.

Sem entrar em detalhes técnicos, um cactdide generalizado & uma superficie com singulridades
como mostra a Figura 6, cujas componentes sio superficies fechadas €, com um nimero finito de
excessoes, todas sdo esferas.

FIGURE 6. Um cactéide generalizado.
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A demonstragio deste teorema usa resultados técnicos sobre a dindAmica no espaco de contfnuos,
parecidos com salguns resultados de teoria ergédica para transformagdes suaves. O espago de
continuos pode ser pensado como uma versio fraca do fibrado tangente e a entropia de um continuo
como uma versao fraca do expoente de Lyapunov. A parte topolégica da demonstragio usa um
teorema de Moore [Moo62] sobre decomposigdes semi-continuas superiores da esfera, e sua gener-
alizacdo por Roberts e Steenrod [RS38] para superficies.

5. QUAO GRANDE E A FAMILIA DE PODA?

Nesta segio poda é relacionada com uma teoria de kneading generalizada para endomorfismos de
4rvores: os homeomorfismos (em dimenséo 2) em questio se projetam a endomorfismos de drvores e
poda se projeta & eliminacio de segmentos cuja imagem ¢ ‘dobrada’ pelo endomorfismo. A descri¢do
que se segue é bastante resumida; descri¢cdes detalhadas podem ser encontradas em [dCHO2b,
dCHO1].

A relacdo entre poda e endomorfismos de drvores é importante por vérias razdes. No nivel mais
geral, ela mostra de maneira especffica como relacionar teorias em dimensdes 1 e 2 que explicam
como dindmica é criada em familias que passam de dindmica trivial a cadtica. Ela é também instru-
mental na demonstragio algoritmica do torema de Thurston de classificagio de homeomorfismos
de superficies usando poda. Finalmente, é também esta relagio que motivou a conjectura que seré
discutida na Segio 6 que organiza as érbitas periédicas da ferradura pela relagio de implicagdo
entre tipos de tranca.

5.1. Poda e a familia unimodal. Comegamos descrevendo os discos de poda mais simples da
ferradura e relacionando as transformacgdes podadas com endomorfismos unimodais do intervalo.
Como foi observado na Segdo 2.1, a ferradura se projeta ao endomorfismo unimodal fo: I ©. H4
uma familia de discos de poda especiais cujas transformagbes podadas associadas tém como quo-
ciente uma famflia unimodal completa (full), isto é, que tem todos os invariantes de kneading
possiveis. Estes discos sfio aqueles que vao de cima a baixo da ferradura como mostra a Figura 7,
o0s quais chamamos discos de poda verticais. Para tais discos a condigio de poda i) é satisfeita
trivialmente. A condigéo ii), no entanto, ndo se verifica para qualquer disco que v4 de cima a baixo
na ferradura: néo é dificil mostrar que esta condigio se verifica exatamente quando o ponto v ao
qual se projeta o lado C' do disco satisfaz f}(v) < v para todo n > 0. Na linguagem da teoria
de transformacles unimodais, isto é equivalente a dizer que a representagdo simbélica de v (em
{0,1}N) é um invariante de kneading, isto 6, é méximal, na ordem unimodal, entre todos os seus
shifts. Deste fato se segue a resposta & uma das questSes do final da Secio 3: como ha um uma
quantidade n&o-enumerdvel de endomorfismos unimodais dinamicamente distintos, segue-se que a
familia de poda contém uma quantidade nio-enumerdvel de homeomorfismos dinamicamente dis-
tintos. Veremos a seguir que, na verdade, a famflia de poda contém um nimero infinito de famflias
anilogas 4 que acabamos de descrever.

5.2. Interlidio notacional. Diagramas envolvendo variedades invariantes e dicos de poda como,
por exemplo, os da Figura 4, se tornam rapidamente incompreensiveis. Para simplificar tais dia-
gramas, o conjunto invariante A da ferradura sera representado como um quadrado: um conjunto
de Cantor com uma estrutura produto no qual 08 gaps complementares foram colapsados. Isto gera
uma ambigiiidade na representagio de pontos das variedades invariantes do ponto fixo de cédigo 0
(que é o vértice inferior esquerdo do quadrado), ambigiiidade esta que n#o ser4 relevante no que se
segue. Nesta representago, os discos de poda da ferradura sao retidngulos que se extendem até o
lado direito do quadrado, simétricos com relagio a linha horizontal passando pelo seu centro. Por
exemplo, os discos de poda da Figura 4 s8o representados como na Figura 8.
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F1GURE 7. Disco de poda vertical.

a) : b)

FI1GURE 8. Representagio esquematica dos discos de poda da Figura 4.

5.3. Poda e familias unimodais em &rvores. Apés a discussio dos discos de poda verticais,
ndo deve parecer surpreendente que transformagdes podadas associadas a discos de poda que ndo se
extendem de cima a baixo da ferradura, ndo se projetam a endomorfismos unimodais do intervalo.
O que acontece nestes casos é que o quociente unidimensional da transformacio podada é um
endomorfismo de uma (outra) drvore. A explicagio de porqué e como isto se dé & demasiado longa
para ser apresentada aqui: ela pode ser encontrada em [dCHO2b, dCHO1). As Tabelas 1 e 2 mostram
exemplos de discos de poda que n#io sdo verticais (com excessio do primeiro) e os endomorfismos
de Arvores correspondentes.

O primeiro disco de poda € o disco vazio: continuamos portanto com a ferradura e o endomorfismo
correspondente é a transformagéo unimodal fo. Esta transformagcio é um dos extremos da familia
unimodal, que é obtida variando, em diregéio ao extremo esquerdo do intervalo, a posigio do valor
critico. Na familia de poda, isto corresponde a podar discos verticais cujo lado C varia em direciio
80 lado esquerdo do quadrado.

Um endomorfismo de uma érvore é chamado unimodal se hé exatamente um ponto onde o
endomeorfismo néo ¢ um homeomorfismo local. As outras transformagdes de drvores mostradas nas
tabelas sfo unimodais ¢ sio também extremos de famflias unimodais nestas drvores. As familias
associadas séo obtidas variando a posigio dos valores criticos ao longo das drvores, em diregio
808 seus extremos esquerdos. Aqui também, na linguagem de poda, isto corresponde a podar (a
transformagéo obtida apds a primeira poda, correspondente aos discos da tabela) discos verticais
com lado C variando em diregfio ao lado direito do quadrado. A Figura 9 mostra, para a segunda
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w | qn | Frente de poda Arvore Imagem
* | 1/2 -
g |1/3 ’ ‘ I U

' . A =
0 |1/4 l 7N\ 7
1 |12 T - UI .

l i\
00 | 1/5 7N 743
|‘ ] !

11| 2/5 PN N

TABLE 1. Frentes de poda e endomorfismos de drvores correspondentes.

13

linha da Tabela 1, a correspondéncia entre a transformagao podada e o endomorfismo unimodal do

T, isto é, a drvore com exatamente um vértice de valéncia trés e trés vértices de valéncia um.

QOutros aspectos das tabelas serao discutidos nas préximas segoes.
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w | Gy Frente de poda Arvore
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TABLE 2. Frentes de poda com endomorfismos de érvores equivalentes.

5.4. Poda e o teorema de Thurston. A referéncia [dCHO1] contém uma demonstragio do
teorema de Thurston usando poda. Esta demonstracio consiste em utilizar a relacio entre poda e
endomorfismos de drvores para traduzir e adaptar & linguagem de poda a demonstragao algoritmica
do teorema dada por Bestvina e Handel [BH95]. Enunciamos abaixo um teorema que se segue dos
resultados de [dCHO1] e que se adapta melhor ao presente contexto.

Suponha que aplicamos o teorema de Thurston a uma classe de isotopia, tendo chegado a uma
transformagio com um conjunto de curvas invariante, algumas componentes de ordem finita e ou-
tras pseudo-Anosov. Do ponto de vista dindmico, transformagdes de ordem finits sao triviais, j4 que
todos os pontos sio periddicos com o mesmo perfodo. Colapsando a pontos o conjunto de curvas
invariante e as componentes de ordem finita, chega-se a um homeomorfismo de um cactéide que pode
ser visto como o ‘representante’ dinamicamente relevante na classe de isotopia, embora ndo seja
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FIGURE 9. Uma transformagao unimodal do T e os discos de poda correspondentes.

realmente um representante na classe, j4 que o espago mudou. Chamaremos estes homeomorfismos
de representantes candnicos. Se F': § © é um homeomorfismo de uma superficie, denotamos por
T (F) a familia de todos os representantes candnicos de F' relativos a conjuntos F-invariantes finitos.

Teorema 4 (A familia de poda contém os representantes de Thurston). Se Fy denota a ferradura de
Smale, entdo T(Fy) C P(Fp)/~, onde P(Fp)/~ denota a familia de quocientes de transformagées
da familia de poda pela relagdo de equivaléncia de entropia nula. Em palavras, a famdlia de repre-
sentantes candnicos associada a ferradura estd contida na familia de poda, a menos da equivaléncia
de entropia nula.

Como foi mencionado, o representante candnico de Thurston minimiza a quantidade de dindmica
em sua classe de isotopia. Se deseja-se provar o teorema algoritmicamente usando poda, esta
propriedade do representante candnico indica o que fazer: como poda somente destréi dindmica
por isotopias, deve-se achar e podar discos de poda repetidas vezes, até que n&o haja mais tais
discos. Em outras palavras, trata-se de encontrar uma poda maximal do homeomorfismo inicial.
Com sorte, teremos entdo chegado, a menos de entropia nula, ao representante candnico. Eestan
idéia do algoritmo contido em [dCHO1]; para demonstrar que o algoritmo é fato finito é necessério
usar a correspondéncia entre poda e endomorfismos de arvores.

Os diagramas de poda das tabelas também contém dois tipos de érbitas: uma Srbita homoclinica
(na realidade, mais que uma, dada a ambigiiidade da representagao de 6rbitas homoclinicas ao ponto
de cédigo 0), indicada por m» e uma ou duas érbitas periédicas, indicadas por o e 0. As érbitas
periédicas correspondem aos vértices periédicos de valéncia > 3 nos endomorfismos de drvores
correspondentes. As érbitas homoclinicas sao dérbitas relativas as quais as podas nos diagramas sdo
maximais, isto é, para cada disgrama, apés podar da ferradura o disco indicado, ndo é possivel
podar nada mais a nfo ser que se pode também a érbita homoclinica. Os pontos m no interior
dos quadrados representam quatro érbitas homoclinicas ao vértice inferior esquerdo do quadrado,
o ponto fixo de c6digo 0. O cerne destas érbitas é do tipo 17wil, onde w é uma palavra finita. No
primeiro diagrama, que s6 possui pontos ao longo do bordo do quadrado, as érbitas representadas
séo duas, com cernes 1]1. Esta ambigiiidade pictérica tem, na realidade, um sentido dindmico:
em [dCHO02a], é demonstrado que as quatro (ou duas, no segundo caso) érbitas tém o mesmo tipo
de tranca. Esta discussio deixa de lado as 6rbitas homoclinicas da ferradura de cernes com dois ou
menos simbolos. Estas sio exatamente as érbitas de tipo de tranca de translagdo, que nao implicam
nenhuma outra 6rbita homoclinica ou periddica. A palavra w é chamada a decoracio da 6rbita
homeoclinica, enquanto que a decoragio da 6rbita de cerne 171 é definida como #. A primeira coluna
das tabelas contém as decoracoes das drbitas homoclinicas mostradas nos diagramas de poda na
mesma linha. Refletindo o fato de que as érbitas com a mesma decoragéo tém o mesmo tipo de
tranca, os seus cernes serdo escritos 1Jwil



16 ANDRE SALLES DE CARVALHO

A Tabela 2 contém exemplos de podas distintas com quocientes equivalentes. As duas primeiras
e as trés viltimas linhas da tabela mostram discos de poda que sio evidentemente diferentes, en-
quanto que os endomorfismos quocientes sdo 08 mesmos. A razio é que as 6rbitas homoclinicas
correspondentes t8m o mesmo tipo de tranga. Enquanto que a equivaléncia de érbitas com a mesma
decoragdo é bastante simples e intuitiva, as equivaléncias da Tabela 2, isto ¢, equivaléncias entre
érbitas homoclinicas com decoragbes diferentes, sio bastante mais complicadas de se entender. Esta
dificuldade é uma das razdes principais pelas quais a conjectura que ser4 discutida na Sego 6 ndo
é um teorema.

5.5. Conclusoes. Vimos que hé razodvel evidéncia computacional para a CFP e que, no caso
infinitamente renormalizdvel, é possivel demonstré-la rigorosamente. Vimos ainda que a familia de
poda ¢ grande o bastante para conter um ndmero infinito de famflias distintas anglogas & familia
unimodal do intervalo, e também para conter a familia de todos os representantes canénicos de
Thurston que é razodvel esperar, isto é, aqueles em classes de isotopia da ferradura relativas a
conjuntos invariantes finitos. A famflia de poda depende de um ntdmero infinito de parametros:
podemos podar um niimero finito, mas arbitrério, de discos de poda e os lados C e E destes discos
formam um conjunto de pardmetros, que, embora nio seja independente, é ainda assim infinito. Se
a CFP é verdadeira, a familia de Hénon forma um subconjunto bidimensional da familia de poda.

6. IMPLICAGAO ENTRE TIPOS DE TRANCA DA FERRADURA

Nesta segiio é descrita uma conjectura, introduzida originalmente em [dCHO2a], sobre como
implicacéo entre trancas organiza os tipos de tranca de érbitas periédices da ferradura. Para que
seja possivel descrever a conjectura, é necessdrio introduzir alguns conceitos.

O tipo de tranga tt(P, Fp) de uma érbita periddica da ferradura serd denotado simplesmente
por tt(P) nesta secio. £ um fato bem conhecido que duas érbitas periddicas da ferradura cujos
cédigos difiram apenas no iltimo sfmbolo tém o mesmo tipo de tranga. Assim, por exemplo, as
duas 6rbitas com cédigos 10010 e 10011 t8m o mesmo tipo de tranca (intuitivamente, isto se segue
de que duas tais 6rbitas sio criadas numa bifurcagio sela-né) e, refletindo este fato, o cédigo para
ambas é escrito 10017,

A conjectura é baseada na divisfio do c6digo das érbitas periédicas da ferradura, cujos tipos de
tranga néo séo de ordem finita, em duas partes: o prefizo e a decoragdo. Para explicar como isto
é feito, é necessdrio introduzir certas palavras ¢, € {0,1}"*!, uma para cada racional g = m/n €
Qn(0,1/2], e entdo usé-las para definir a altura g(P) € QN (0,1/2] da érbita periédica P. A altura
¢é um invariante de tipos de tranca [Hal94a] que faz um papel central na conjectura.

Dado ¢ = m/n € QN (0,1/2], define-se a palavra ¢, € {0,1}™! da seguinte forma. Seja Ly o
segmento de reta em R? que liga os pontos (0,0) e (n,m). Para cada 0 < i < n, definese 8; = 1 se
L, cruza uma linha horizontal y = inteiro no intervalo (i — 1,4 + 1); caso contrério s; = 0, Entdo
cq = 80...3n.

Por exemplo, c3/10 = 10011011001 como mostra a Figura 10.

(10,3)

l

L/..»"'

!
|
1

(0,0)
]

6 0 1 o 1. 1 0 0 1
FIGURE 10. cy/39 = 10011011001

Outros exemplos s30 ¢/n = 10771 € ¢3/9n41 = 10771110""11. Um algoritmo para calcular as
palavras ¢, pode ser encontrado em [Hal94a, dCHO02a, dCHO4]. Sdo também fatos [Hal94a] que as
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palavras ¢, sao ambas maximais na ordem unimodal (e, portanto, sao c6digos de érbitas periédicas
da ferradura) e que se ¢ < r € QN (0,1/2] entdo (c,1)™ < (,1)*, isto &, a splicagio g ~ (c,})™
reverte ordem.

Definigio 5 (Altura). Seja c € {0,1}N. A altura ¢(c) € [0, 3] de c é dada por
q(c) = inf{g € QN [0, §];¢ = } ou (c,0)™ < c}
A altura de uma érbita periédica P da ferradura de cédigo cp é ¢(P) = ¢(c¥).

Um algoritmo para calcular altura pode ser encontrado em [Hal94a, dCH022, dCHO4] e um
programa implementando-o em [Hal].
Os seguintes fatos sobre a altura, cuja demonstragio aparece em [Hal94a), séo necessérios:
e A altura de uma érbita periédica da ferradura é sempre racional e estritamente positiva.
¢ Seja P uma 6rbita periédica da ferradura com altura ¢(P) = m/n, onde m,n néo tém
fatores comuns. Se P tem perfodo n entdo tt(P) é de ordem finita, isto &, a ferradura é
isotdpica, relativa a P, a uma rotagio de dngulo 2am/n. Caso contrério, o perfodo de P é
no minimo n + 2 e o cédigo cp comega com a palavra Cy/p-
e Se tt(P) > tt(R), entdo g(P) < ¢(R). Em particular, altura é um invariante de tipos de
tranca.
Portanto, exceto pelas orbitas periddicas de ordem finita (que formam um conjunto bem enten-
dido, havendo exatamente um par delas para cada racional m/n), o cédigo de toda 6rbita periédica
P da ferradura pode ser escrito ¢(P) = cypyv, para uma palavra nio-vazia v.

Definigao 6 (Prefixo e decoragio). Seja P uma 6rbita periédica da ferradura de perfodo N e altura
g = g(P) = m/n e assuma que P ndo é de ordem finita. O prefizo de P é ¢4 e a decoragdo de P &
* se N =n+2 ou é a palavra w € {0,1}”-"=3 tal que cp = ¢ luf.

As quatro orbitas de cédigos cgiw] sao agrupadas porque elas tém o mesmo tipo de tranga.
Como foi mencionado acima, o fato de que duas érbitas periédicas de mesmo periodo cujos cédigos
difiram somente no iiltimo simbolo tém o mesmo tipo de tranga é uma trivialidade. O resultado
principal de [dCHO03a] consiste em provar que mudar o simbolo antes da decoracéo nao muda o tipo
de tranga.

Por exemplo, a 6rbita periédica P de periodo 17 e cédigo cp = 10011011001011010 tem altura
q(P) = 3/10 (pelo algoritmo contido em [dCHO02a]). Entéo P tem prefixo 10011011001 e decoragao
1101 e todas as quatro érbitas de cédigos 1001101100191101} tém o mesmo tipo de tranga.

Seja w € {0,1}™ uma decoragdo. Nem todas as alturas ¢ sdo compativeis com w no sentido
de que as palavras c,jw} podem nfo ser maximais. Estd demonstrado em [dCHO2a] que, dada w,
exite g, € (0,1/2] tal que cada c,lw? é maximal de altura g se 0 < ¢ < gy e nenhuma o é se
gw < q < 1/2. Para ¢ = ¢, nenhuma, alguma ou todas as palavras cgjwi podem ser maximais
de altura ¢q. A segunda coluna nas Tabelas 1 e 2 contém os valores de g, para as decoragbes
correspondentes.

Denotemos por P’ as (quatro ou duas, caso w = *) 6rbitas da ferradura de altura g e decoragéo w
e seja

DY = {F}';0 < ¢ <= qu}
onde o sfmbolo <= quer dizer que g = g,, é possivel para algumas, mas nao todas as decoragbes w.
Podemos agora enunciar ums. primeira conjectura sobre implicagdo entre tipos de tranga da fer-
radura:

Conjectura 5 (Famflias linearmente ordenadas). Para cada decoragdo w, a familia D* € linear-
mente ordenada por implicagio inversamente & altura, isto €, tt(Fy") 2 tt(FY) se e somente se
g<r.
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Note que, como a altura e a ordem unimodal sdo ordens reversas no conjunto de sequéncias
simbélicas, esta conjecturs trivializa o problema de implicacio dentro das familias D*: a ordem
por implicagio e a ordem unimodal coincidem dentro de cada familia.

E facil ver que ¢,2w} — 01%9w?10 quando ¢ — 0, isto &, a representagio simbdlica das érbitas
Py converge aquela das rbitas homoclinicas de cernes 1Jwf1 quando g tende a zero. E natural,
portanto, denotar estas iltimas por Fy’. Dizemos que a decoragio w forga a decoracdo v, denotado
por w > v, se Fy’ forca P§. Enunciamos agora uma conjectura mais geral a Conjectura 5:

Conjectura 6 (Implicagio entre 6rbitas da ferradura). Sejam P, P’ érbitas periddicas da ferradura
que ndo sdo de ordem finita e sejam q,q' s alturas e w,w’ as decorugées de P, P’ respectivamente.
Sew>w eq< ¢, entdo tt(P) > tt(P’). Isto é, se Py forca PY e g < ¢, entio P forca Pq‘,"'

As conjecturas acima fatoram a ordem parcial de implicacio entre tipos de tranca da ferradura
em uma parte linear dentro de cada familia D* e a ordem parcial entre as érbitas homoclinicas By
no topo de cada famflia. Embora esta iiltima nio seja nada mais simples de calcular, ainda assim
a conjectura esclarece a estrutura da ordem parcial, como ilustrado na Figura 11. Cada 6rbita
periédica da ferradura € parametrizada por sua altura e sua decoragio. Cada famflia D¥ é repre-
sentada por uma linha vertical: as 6rbitas em cada familia séo criadas monotonicamente de baixo
para cima durante a criacdo de uma ferradura. A complexidade da ordem parcial de implicacio foi
transferida para a implicagao entre érbitas homoclinicas, representada (inacuradamente) na figura
como o eixo horizontal de decoragdes (a representagio seria fiel se, por exemplo, nos restringissemos
& uma cadeia linearmente ordenada de decoragdes). Assumimos que w > w’ se w estd 4 esquerda
de w' na figura. Portanto, se a altura g foi atingida em uma dada familia D* durante a formagao
de uma ferradura, isto implica que chegou-se ao menos & mesma altura em todas as familias a
direita de D¥. Assim, uma ferradura parcialmente formada pode ser representada por uma linha
com inclinagio positiva ao longo do gréfico da figura.

o — - e s
—
]
il
! ——
s N
i
!
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1/2

FIGURE 11. Uma ilustragio esquemstica das conjecturas. A linha pontithada rep-
resenta uma ferradura parcialmente formada.

E interessante notar que, do ponto de vista prético, se se demonstra que érbitas periédicas
U7 P;"' de baixo perfodo tém o mesmo tipo de tranca, segue-se que Py, P;"', para todo 0 < r <=
Quw = Qu'-

Evidéncias para as Conjecturas 5 e 6 sio abundantes. O caso mais simples da Conjectura 5, onde
w = %, foi demonstrado por Hall em [Hal94a]. O artigo [ACH04] contém uma demonstracio para
a familia (infinita) de decoragdes cujas drvores quocientes associadas sdo estrelas. Neste caso, faz
sentido considerar implicacdes entre familias, o que também é tratado no artigo. Com excessio da
quarta linha, todas as decoragbes da Tabela 1 pertencem & esta familia. E provével que as técnicas
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utilizadas em [dCHO4] se adaptem a muitas outras familias de decoragdes. Isto, no entanto, além de
ser extremamente trabalhoso, ndo nos parece uma maneira muito proveitosa de atacar o problema.

H4 também evidéncia computacional para a conjectura: usando a implementacao por Hall do
algoritmo de Bestvina-Handel, ela foi confirmada para as 15.566 érbitas periédicas da ferradura
com decoragbes de comprimento < 8 e alturas com denominador < 10. Para uma descrigdo de
como isto & feito, veja [dCH02a)

H4 ainda uma heurfstica, baseada em poda, para justificar as conjecturas. Explici-la aqui nos
levaria longe demais e referimos o leitor a [dCHO02a).

7. TRANSFORMAGOES PSEUDO-ANOSOV GENERALIZADAS

Explicamos nesta secdo a construgio de transformacgdes pseudo-Anosov generalizadas, trans-
formagGes que, como diz o nome, generalizam a classe de transformagbes pseudo-Anosov intro-
duzida por Thurston. Usando-as, é possfvel construir uma espécie de complexificagio da familia
unimodal, diferente da usual que a v& como a parte real de uma familia de endomorfismos holo-
morfos da esfera de Riemann. Aqui, a complexificagiio é por automorfismos quase-conformes da
esfera. Transformagdes pseudo-Anosov generalizadas e sua construgdo foram descritas em [dC02|
¢ a famflia de transformagdes pseudo-Anosov generalizadas unimodais foi descrita em [dCHO3b].
No espago de homeomorfismos justos, transformagSes pseudo-Anosov generalizadas fazem papel
andlogo ao de difeomorfismos de superficies satisfazendo Axioma A.

A definigfio é essencialmente a mesma que a de transformagGes pseudo-Anosov dada na Segéo 5.4,
com excessao de que se permite um ndmero infinito de singularidades, mas apenas um nimero finito
de pontos de acumulagao destas.

Definigéio 7 (Transformagio pseudo-Anosov generalizada). Um homeomorfismo de superficie ®: S

é uma transformacdo pseudo-Anosov generalizada se existe:

a) um nimero real \;

b) um conjunto finito $-invariante A C S e

¢) um par de folheacGes (F?, u®), (F¥, u%) em S\ A, transversas com uma cole¢io enumerivel de
singularidades (dos tipos que mostra a Figura 3) que tém como pontos de acumulagio todos
o6 pontos de A, e com medidas transversais (equivalentes & medida de Lebesgue em segmentos
transversais), tais que:

O(F™, p") (F*, ")
B(F i) = ()

Note que esta definigio se reduz aquela da Segéio 5.4 quando A = @.

Em [dCH04], construimos uma transformacio pseudo-Anosov generalizada associada a cada
transformacio unimodal que tenha uma particio de Markov e matriz de transi¢do irredutivel e
aperiédica. Isto inclui todas as transformagGes unimodais do tipo tenda (com inclinagdo constante)
cujo invariante de kneading (isto 6, o itinerdrio do ponto critico) seja periédico ou pré-periédico e
seja maior que 101,

7.1. A construgdo. Os detalhes da construgéo séo muitos e aqui vamos passé-la como um filme,
com poucas palavras e muitas imagens. O exemplo usado abaixo comega com uma transformagao
unimodal, mas a construgio pode ser adaptada a qualquer endomorfismo de um grafo que possa ser
realizado em uma superficie, isto €, que preserve a ordem ciclica nos vértices herdada da superficie, e
que tenha uma particdo de Markov cuja matriz de transi¢éo associada seja irredutivel e aperiédica.

Comegamos com uma transformagéo unimodal f: I ® com as propriedades mencionadas e a
consideramos restrita ao seu intervalo dindmico, isto é, 20 intervalo entre a imagem do valor critico
e o valor critico I = [f?(c), f(c)]- ‘Engordamos’ entdo o intervalo e transformamos f em um
homeomorfismo F': I  de um ‘intervalo gordo,” como mostra a Figura 13. Neste examplo, o ponto



20 ANDRE SALLES DE CARVALHO

critico ¢ periédico e o invariante de kneading de f ¢ (1001011)*. Qs retingulos em branco da
figura, chamados faizas, séo folheados por segmentos horizontais e verticais, folheacdes estas que
sdo preservadas por F, a horizontal sendo expandida e a vertical contrafda uniformemente. Os dois
semi-discos nos extremos direito e esquerdo e os retdngulos hachurados sio chamados jungdes e
contém uma 6rbita periédica atratora cuja bacia contém todos os pontos das jungoes.

- -

FIGURE 12. Uma transformagiio de um intervalo gordo associada & uma trans-
formagdo unimodal. O ponto crftico é periédico de cédigo 1001011, e sua érbita é
indicada por o. N

O préximo passo é voltar a uma transformagio em dimensio 1. Ao invés de inverter o processo
acima, que levaria de volta ao intervalo e & mesma transformagio unimodal, 0 que se faz & um pouco
mais sutil. Tomamos segmentos horizontais, um em cada faixa, chamados arestas, e construfmos
uma pseudo-isotopia que contrai cada segmento vertical das faixas ao seu ponto de interseccdo com
a aresta dentro da faixa. Aplicamos o homeomorfismo s arestss, aplicamos as pseudo-isotopias
que colapsam as faixas A3 arestas, mas tomamos o cuidado de deixar os detalhes dentro das JjungGes
intocados. Fazendo isto um ndmero infinito de vezes produz a Figura 13: um grafo infinito T,
chamado trilho de trem genemalizado, com uma aresta dentro de cada faixa, chamadas arestas
reais de 7, e um nimero (possivelmente) infinito de arestas dentro das jungdes, chamadas arestas
infinitesimais de 7. Note que a transformacio de intervalo gordo induz um endomorfismo p:7 D,

&€ 0969

Ficurg 13. O tritho de trem generalizado associado & transformagio da Figura 12.

A Figura 14 mostra detalhes dentro de uma junggo.

Consideramos agora a matriz de transicio N associada 3 transformagéo unimodal ou, o que
dé no mesmo, & transformagdo de intervalo gordo. Esta é uma matriz irredutivel e aperiédica
por hipétese e, pela teoria de Perron-Frobenius para tais matrizes, N tem um autovalor positivo
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FIGURE 14. Vista detalhada das bolhas dentro das jungdes.

A de valor absoluto igual ao raio espectral de N. As coordenadas de autovetores de N é NT
correspondentes a A fornecem as dimensdes horizontais e verticais de retangulos R; que pomos lado
a lado no plano como mostra a Figura 15, 8o longo das arestas reais de 7.

r -

000001 0.5427 0.3676
000010 0.1036 0.2909
100010/, | 0109 | ., | 05089
N=|100100| =189 X=1 20 |'Y=] 0535
010100 0.1747 0.4904
001100 0.3219 06198 |

Ry Ry Rs
FIGURE 15. Os retangulos colocados ao longo das arestas reais de 7.

Utilizamos entdo as arestas infinitesimais para identificar segmentos de mesmo comprimento ao
longo dos lados verticais dos retdngulos R;, como mostra a Figura 16. Os comprimentos destes seg-
mentos vém do autovetor associado a A da matriz de transigio aumentada (possivelmente infinita)
para incluir as transicfes entre lados infinitesimais.

Obtemos assim, como quociente dos retangulos, o disco toplégico R mostrado na Figura 17.
Considerando os retdngulos folheados por segmentos horizontais e verticais, note que, apds tomar-
mos o quociente, as folhas da folheagio horizontal, chamada instdvel, com algumas poucas excegGes
(as que encontram singularidades), sio todas imersdes de R.

Até este momento utilizamos apenas o trilho 7. A transformacdo ¢: 7 © induz uma trans-
formagao ®: R ©: folhas instéveis sio expandidas pelo fator ), folhas estéveis (vindas da folheagio
vertical dos retangulos) sfo contraidas pelo fator 1/, os retingulos (sua projegdo) sao mapeados
de acordo com a agho de ¢ nas arestas reais de 7 e as identificagies sdo mapeadas de acordo com
a acdo de ¢ nas arestas infinitesimais de 7. Isto é mostrade na Figura 19. A transformagio @ é
um homeomorfismo em todo R, exceto no arco indicado por 4 na Figura 19, que é dobrado em
dois no ponto indicado por c. Na figura, a imagem &(y) é indicada ligeiramente separada para que
seja possivel ver 0 que acontece; na realidade, os pontos ligados pelos pequenos arcos verticas sio
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FIGURE 16. As identificages de segmentos de lados verticais dos retangulos R3 e
R4 sdo indicadas por linhas pontilhadas.

FIGURE 17. O quociente R dos retdngulos pela identificagio ditada pelas arestas infinitesimais.

0 mesmo ponto. Para fazer de & um homeomorfismo, identificamos pontos de v que séo levados a0
mesmo ponto por $. Temos entdo que fazer o mesmo com todas as pre-imagens de 4, ou terfamos
apenas transferido o problema para ®~!(v). Na figura, os arcos fora de R indicam as identificagdes
em v e suas pre-imagens ®!(7), $~2(y). A Figura 20 mostra todss as identificagdes. O quo-
ciente de R por estas identificagdes é uma esfera topolégica S e  se projeta a um homeomorfismo
®: §5. As folheagbes horizontal e vertical dos retdngulos se projetam &s folheagdes instével e
estdvel invariantes por ®. As medidas transversais sdo aquelas induzidas pela medida de Lebesgue.
A descrigéio das acumulagdes de singularidades envolve & altura do invariante de kneading de f e
referimos o leitor a {dCHO3b] para detalhes. No exemplo que estamos tratando, as acumulagGes
de singularidades consistem de uma 6rbita periédica correspondente & drbita periédica contida nas
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FIGURE 18. Vista detalhada das regides hachuradas na Figure 17.

7N

c

q

FIGURE 19. R e sua imsgem por ®. _Os arcos fora de R indicam as primeiras
identificacbes necessérias para fazer de & um homeomorfismo.

junges € o ponto no infinito, que vem de uma 6rbita periédica de & de perfodo trés, como indicado
na Figura 20. Este fato est4 intimamente relacionado com o fato de que a altura de 1001011 ¢ 1/3.

7.2, A estrutura complexa. A estrutura Euclideana dentro dos retingulos R; induz uma estru-
tura complexa no complemento das singularidades de S. Utilizando as transformagdes z — z2/*
introduz-se estruturas complexas em vizinhancas das singularidades com k separatrizes (Figura 3).
Para mostrar que S é uma esfera complexa, é necessdrio mostrar que esta estrutura complexa vé as
acumulagdes de singularidades como furos e néo como buracos, e portanto se extende sobre elas. E
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/@\

FI1GURE 20. Todas as identificagoes necessdrias para fazer de R uma esfera S e de
® um homeomorfismo &: § — S.

possfvel fazé-lo utilizando a teoria de comprimento extremal (extremal length). Mostra-se assim que
a superficie § produzida durante a construcso acima é uma superficie de Riemann compacta e que
a transformagio pseudo-Anosov generalizada ¢ é uma transformagio de Teichmiiller que preserva
a diferencial quadrética cujas trajetdrias horizontais e verticais sao, repectivamente, as folheacdes
instével e estivel. Esta é uma diferencial integrével que é meromorfa em S\ 4, onde A é o conjunto
de acumulagBes de singularidades. Novamente referimos o leitor a [dC02, dCHO3b] para detalhes.

8. CONCLUSOES E PROBLEMAS DE PESQUISA

Mostramos como fazer sentido de poda e como construir, usando o teorema de poda, a familia
de poda: uma familia de modelos topolégicos, conjecturalmente completa, passando de dindmica
trivial a cadtica. Um enunciado preciso da CFP — a conjectura que diz que a familia de poda
contém modelos para todas as transformagSes da famflia de Hénon — foi apresentado. A famflia de
poda depende de um niimero infinito de pardmetros e portanto, se a CFP é verdadeira, a familia
de Hénon é uma subfamilia de dimenséo 2 numa familia de dimensao infinita.

A CFP ¢ um objetivo unificante e serviu, direta ou indiretamente, para motivar a maior parte do
trabalho descrito nesta monografia. Uma demonstragso da conjectura em geral parece, no entanto,
ainda distante. Ao contrério da teoria para endomorfismos do intervalo, onde os pontos criticos
fornecem a partigdo natural do espago necessdria para se fazer dindmica simbélica, a famflia de
Hénon, sendo uma familia de difeomorfismos C¥, nio possui nenhuma caracteristica 6bvia que
a distinga como uma familia de automorfismos ‘unimodais’ de R2 Isto tarna a abstragio de
caracteristicas topolégicas distintivas bastante dificil. A Conjectura do Tipo de Tranca discutida
abaixo é uma tentativa de superar esta dificuldade. Observe que a situagio & diferente com a familia
de Lozi, cujo locus de nao-diferenciabilidade faz o papel de ponto critico. Ishii [Ish97), usando isto
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e a sua natureza linear por partes, den um enunciado preciso e uma demonstragio da CFP para a
familia de Lozi.

Descrevemos também como relacionar poda a uma teoria de kneading generalizada para endo-
morfismos de rvores e grafos. Isto permitiu mostrar que a familia de poda contém subfamflias
que correspondem a familias unimodais de endomorfismos de 4rvores, entre elas a familia unimodal
usual do intervalo. Foi ainda observado que é possivel usar poda para dar uma demonstracio
algorftmica da classificagio de Thurston e como disto se segue que a familia de poda contém &
familia de representantes candnicos de Thurston nas classes de isotopia da ferradura relativas a
seus conjuntos invariantes finitos. Além da evidéncia computacional apresentada por Cvitanovié,
Dillon e outros, estes fatos também suportam a conjectura, mostrando que a familia de poda &
‘grande o bastante.’

Um ingrediente técnico importante para vérios dos itens discutidos é a relagio de equivaléncia
de entropia nula, que colapsa a pontos continuos maximais que tém entropia igual a zero. Esta
equivaléncia permitiu precisar s natureza da semi-conjugacgéo no enunciado da CFP. Além disso,
foi mencionado o teorema que afirma que o quociente de um difeomorfismo de superficie de classe
C' por esta equivaléncia é um homeomorfismo justo {isto & um homeomorfismo sob o qual
todo continuo nao-degenerado possui entropia maior que zero) de um cactdide generalizado. Para
difeomorfismos de superficies satisfazendo Axioma A e tais que quaisquer dois de seus conjuntos
bésicos (que néo se reduzam a érbitas periédicas) néo sdo relacionados pela ordem de Smale, este
quociente € um homeomorfismo de um cactéide generalizado com um niimero finito de componentes
tal que as transformagdes de primeiro retorno a cada componente sio transformages pseudo-Anosov
generalizadas. O exemplo apresentado foi a ‘ferradura justa,’ isto é, o quociente da ferradura
pela equivaléncia de entropia nula. O espago quociente é uma esfera, o quociente das variedades
invariantes do conjunto bdsico tipo sela sio folheagSes transversas com singularidades e o quociente
da medida de entropia maximal é uma medida que se decompde em um produto de medidas
transversais para as folheagdes.

Discutimos também restrigdes na maneira em que érbitas periédicas sdo criadas durante a
formacio de uma ferradura, estudando implicago entre tipos de tranca. Foi apresentada uma
conjectura sobre como a ordem parcial de implicagio organiza o conjunto de tipos de tranca da
ferradura. Dada a enorme complexidade do célculo de implicagéio entre trangas em geral, a conjec-
tura torna este cdlculo surpreendentemente simples: familias de érbitas periédicas com a mesma
decoragéo sdo totalmente ordenadas e a ordem é simplesmente a ordem unimodal. Entre familias, o
célculo de implicago é também bastante simples: o elemento maximal da familia com decoragio w
é a 6rbita homoclinica Py e se uma tal érbita homoclinica Py implica outra P, entdo implicagdo
entre as duas famflias associadas é novamente dada pela ordem unimodal. Esta conjectura & su-
portada por provas de casos particulares, a saber, aqueles nos quais os trilhos de trem associados
880 estrelas, isto é, drvores com exatamente um vértice de valéncia maior que dois. H4 também
evidéncia computacional € uma heuristica usando frentes de poda.

Vale mencionar que em 2003, T. Hall ganhou o Prémio Whitehead, um prémio dado a mateméticos
ingleses com menos de quarenta anos de idade, em parte pelo nosso trabalho em colaboragao sobre
implicagSes entre trancas (citagdo em anexo).

O dltimo assunto discutido foi a construggo de transformagdes pseudo-Anosov generalizadas.
Estas transformaces generalizam as transformagdes pseudo-Anosov introduzidas por Thurston
e fazem um papel andlogo, no universo das transformagdes justas, dquele feito por difeomorfis-
mos de superficies satisfazendo Axioma A. Transformacdes pseudo-Anosov generalizadas s&o trans-
formagtes de Teichmiiller com respeito a uma diferencial quadrética cujas trajetérias horizontais
e verticais sdo precisamente as folheacdes invariantes. Em particular, elas sio homeomorfismos
quase-conformes da esfera com dilatagio constante. Conjecturalmete, todo difeomorfismo de su-
perficie suficientemente suave (C1*®) é semi-conjugado & uma transformagio no fecho do espago de
transformacdes pseudo- Anosov generalizadas na topologia uniforme, por uma semi-conjugacio que
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néo destdi dindmica ‘demais,’ por exemplo, que preserva entropia. Além disso, as transformagdes
quociente s3o transformagbes de Teichmiiller com respeito a diferenciais quadraticas em L!, mas
que tém, possivelmente, conjuntos ‘densos’ de zeros e pélos. Em particular, sdo transformactes
quase-conformes com dilatagio constante.

Agora sao descritos alguns problemas de pesquisa relacionados aos assuntos discutidos.

8.1. A Conjectura da Frente de Poda e a Conjectura do Tipo de Tranga. Uma maneira
de tentar caracterizar a famflia de Hénon topologicamnete é a

Conjectura do Tipo de Trancga (CTT). Todo tipo de tranga da famdlia de Hénon é um tipo de
trange da ferradure, isto é, para todos os valores dos pardmetros a,b, e para cada conjunto H, ;-
invariante finito P existe um conjunto Fy-invariante finito Q tal que tt(Hyp, P) = tt(Fp, Q), onde
Fy & a ferradura e {Hqap} € a familia de Hénon.

Por seu cardter combinatdrio-topoldgico, é provivel que a CTT seja de mais facil acesso. Expli-
caremos abaixo como uma demonstracio da CTT pode levar a uma demonstracio da CFP.

8.2. Completamento do conjunto de tipos de tranga. Uma questio que surge naturalmente
dos problemas discutidos aqui é o de como tomar limites de tipos de tranga. Por exemplo, se exau-
rimos sistematicamente as 6rbitas periédicas de um homeomorfismo, é possivel, de alguma forma,
reconstruir o homeomorfismo no limite? Parece natural tentar reponder esta pergunta usando os
representantes candnicos de Thurston e considerando limites deles. Um problema relacionado é o
de como completar a familia de transformagdes pseudo-Anosov generalizadas unimodais para obter
uma familia ‘continua’ (ndo-enumerével, portanto) passando de dinémica trivial a cadtica. Parece
ser possfvel responder esta tltima questdo, para o qué é necessério obter estimativas uniformes
a0 longo da familia para o médulo de certas coleges infinitas de anéis. Além disso, também séo
necessérios alguns resultados técnicos sobre o operador de transferéncia associado a transformagdes
unimodais, que aparecem em [BY93a, Gal97].

Como os representantes de Thurston sio homeomorfismos justos, é razosvel esperar que o limite
de uma sequéncia deles também o ser4d. N&o devemos, portanto, esperar reaver o homeomorfismo
original atravéz do processo de exaustdo mencionado acima, mas, possivelmente, o seu quociente
pela equivaléncia de entropia nula.

Seria interessante estabelecer condigGes sobre-o homeomorfismo de superficie F': S ® que garan-
tam que, a menos de semi-conjugagio, F' pertence ao completamento dos seus préprios tipos de
tranga.

8.3. A CFP e a CTT. Uma demonstragéo da CTT levaria a uma, possivel demonstragio da CFP
como se segue. Sob as hip6teses corretas, tomando uma exaustio das érbitas periédicas e dos
correspondentes representantes candnicos de Thurston de um difeomorfismo H deveria produzir o
quociente H/~ no limite. Se H é uma transformagio de Hénon e todos os tipos de tranca de Hénon
sdo tipos de tranca da ferradura, entdo os mesmos representantes canénicos podem ser obtidos
como podas da ferradura, pelo Teorema 4. Portanto, & menos de entropia nula, o limite destes
representantes estd contido na familia de poda.

8.4. Implicagdo entre tipos de tranca. Durante a elaboragio de [¢CHO3b] ficou claro que é
essencial o entendimento da dindmica no infinito ou a dindmica do lado de fora: como trans-
formagdes do intervalo gordo sio homeomorfismos do plano cuja dinamica est4 contida em um
compacto, faz sentido considerar a dinidmica no circulo de fins primos (prime ends) do disco no
infinito. Este entendimento faz um papel central na descrigio da familia de psendo-Anosovs gen-
eralizados unimodais e parece também ser a chave de uma possivel demonstracio da Conjectura 6.
Entrar em detalhes nos levaria longe demais, mas vale mencionar que a dinimica no infinito da
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imerséo usual de transformagbes unimodais como & parte real de endomorfismos da esfera de Riem-
mann ¢ de grande importancia naquela teoria e este parece ser o caso aqui também, embora os dois
‘infinitos’ e suas dindmicas sejam bastante diferentes.

8.5. Renormalizagao na familia de Hénon. Em trabalho conjunto com M. Lyubich e M.
Martens, comecei a estudar renormalizacio na familia de Hénon. Descobrimos algumas simi-
laridades e varias diferengas surpreendentes entre transformagoes de Hénon infinitamente renor-
malizdveis e suas anflogas unimodais: elas néo sio topologicamente rigidas — h4 uma quantidade
nao-enumerdvel de tais transformagbes que néo séo topologicamente conjugadas — nem tampouco
geometricamente rigidas — o conjunto de Cantor obtido tomando o fecho do conjunto ‘pés-critico’
nao é rigido e pode ter geometria ilimitada (unbounded geometry). Observamos também que &
possivel provar a CFP para tais transformagdes. H4 ainda muitas questes a serem estudadas neste
contexto. Em particular, seria interessante investigar a possibilidade de usar estas técnicas para
demonstrar a CFP para transformagdes infinitamente renormalizdveis de periodos diferentes de 2.

8.6. A familia de Hénon complexa. Existe hoje uma teoria bastante rica da famflia de Hénon
complexa, desenvolvida por vérios autores: veja [HOV94, HOV95, BS99, FS01, BF96] e referéncias
citadas. A CTT é um enunciado sobre uma ‘constancia’ conjectural da familia de Hénon: érbitas
periddicas podem aparecer e desaparecer quando parmetros sio variados, mas sempre tém tipos de
tranga dentro de uma familia fixa. Constancia tende a ser uma caracterfstica do mundo complexo,
o exemplo mais bem conhecido disto sendo o Teorema Fundamental da Algebra. Seria interessante
relacionar as técnicas e resultados da teoria de Hénon complexa com as questdes discutidas aqui e
explorar a possibilidade de, com eles, ter uma maneira efetiva de atacar a CTT.

8.7. Dindmica e geometria e topologia simpléticas. Tanto sistemas dindmicos quanto topolo-
gia e geometria simpléticas nasceram do mesmo problema considerado por Poincaré. Estas dreas
cresceram e desenvolveram técnicas e teorias poderosas, mas, com isso, os pontos de contato pare-
cem ter-se tornado gradativamente mais escassos. Seria interessante explorar a possibilidade de
que sejam aplicadas técnicas, por exemplo, de dinamica topolégica descritag aqui para o estudo de
problemas de topologia simplética e vice versa.
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