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Resumo
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Preliminares

Definica

S andl_l A ¢é mansa se para todo natural d € N, existe uma familia finita M, M,

‘méd‘:l(it(), ; A — k[t]-bimédulos, livres de posto finito sobre k[t] e tais que para quase todo

k{t]- { indecomponivel de dimensao d, M ¢ da forma: M 2 M; ®xjt) S onde Sy 6 um
mébdulo simples. *

Definica
1Ga0 1.2 A ¢é selvagem se existe M um A-k<zY >-himédulo, livre de posto finito

Sobre
k<azy >, tal que o funtor

F =M @kpag) — : k(@ ¥) — mod — A —mod
Preservy, j
a e
indecomponiveis e reflete isomorfismos.

Teor,
e . ]
ma 1.3 (Drozd) Se A é uma k-dlgebra de dimensdo finita, entao A é mansa ou sel-

Vagem -
» INas nao simultaneamente.

Associ

ciadas a A, podemos definir duas formas quadraticas.

pois gldimA é finita) e
temos a forma bilinear
(de Euler)

Definjes
1 .
€80 1.4 Seja (4 a matriz de Cartan de A (que ¢ inversfvel

seiam T

i 4 ;

em gery] Y vetores no grupo de Grothendieck TKo(A) de A. Entao
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A forma bilinear <, > tem a seguinte interpretacio homolégica.

Lema 1.5 (Ringel) < dimX, dimY >= T i50(—1)'dimyExt} (X,Y).

Definigao 1.6 Sabemos por outro lado, que a forma de Tits é dada por: Bzt (i S5)
ar (@1, T2, - 21) = Tieqq ¥ — Lijeqo 0.7 ik Bty (S, S;)+ X jeqq Ti-j-dimu BTt (50 O3

Teorema 1.7 (Bongarzt) Para A com gldimA < 2 temos xa = ga.

- , ” » . » nao negativa
Teorema 1.8 (de la Pefia) Se A ¢ uma élgebra mansa entio gy ¢ fracamente no neg
(isto é, qa(z) > 0, para z vetor de coordenadas nio negativas).

A reciproca do teorema 1.8 é vélida nos seguintes casos:
1. A ¢é hereditéria (Dlab e Ringel),
2. A éinclinada (Kerner),
3. A € quase-inclinada (Skowronski), B .
4. A ¢ extensdo por um ponto de uma algebra mansa oculta, livre de A, (de la Peiia).
Existem duas conjeturas 4 famosas: ) ente
Conjetura 1 (Skowronski) vale para A fortemente simplesmente conexa (A € fortem_o)
simplesmente conexa se toda subcategoria plena convexa tem a propriedade de sgpara(;a ] a
Conjetura 2 (de la Pena) vale para A boa édlgebra (A é boa dlgebra se A ¢ Schurian, tem
propriedade de separacio e é livre de f\n).

2 Categorias Vectorespaciais

v . , . . or que
Definicao 2.1 Uma categoria vectorespacial IK ¢ uma k-categoria (onde vamos sup

. ; : e &
idempotentes cindem) aditiva, com um funtor fiel [ |: IK — mod k. Em particular K(X,Y)
Hom(|X], |Y)).

s o soe objetos
Definimos a categoria U(IK) de subespacos de K, como sendo a categoria cujos obj 0Os

sao dados por ternas: (X, Uyp), com X € K, U ck-mod e o : U = |X| k‘m}el‘r’,‘;'mr ¢

morfismos (X,U, ) — (X',U",¢') sio dados por um par (a, §) com a : U — U’ lin€

B:X = X"em K e tal que o seguinte quadrado comuta;
U 4 x|
al 418
U 5 x|

Claramente, todo objeto de U(IK) ¢ isomorfo a uma soma direta de uma terna (X, U, eb
com ¢ injetora e vérias copias de (0,k,0).
A categoria vectorespacial IK ¢ dita Schurian se Endy(X) = k. relagao
Definimos uma relagio < em indK, dada por X <V se e s6 se K(Y, X) # 0 (esta
1ao ¢ transitiva em geral). : te
Se para todo X € indIK, tem-se dimg|X| < 1, entdo K é um conjunto parcialme?
ordenado e vale o importante teorema seguinte.

44



T .

co‘:;rema 2.2 (Nazarova) Seja IK um poset. Entao U(IK) é mansa se ¢ s6 se IK nao contém

i 2o(ssubca,tegona plena um dos posets da lista: (1,1, 1,1,1), (1,1,1,2), (2,2,3), (1,3,4),
12,6), (N, 5). Além disso, se IK ndo é mansa entao K é selvagem.

a caracterizagao de cate-

N . ‘ y
0 caso em que IK ndo é um conjunto parcialmente ordenado,
guinte teorema.

orias mansas ainda é ;
gorias mansas ainda ¢ um problema em aberto. Porém temos o se

T g I 3 .
eorema 2.3 (Ringel) Seja IK uma categoria vectorespacial e suponha que K contém como

subcategoria plena uma das subcategorias abaixo:
L {X} com dim| X| > 3.
§' {X,Y} com dimy|X| = 2, dimy]Y| < 2 ¢ Homi(X,Y) = Homy (Y, X) = 0.
Bt {)’(,,Y} com dimg|X| = 2, dimg]Y| = 2e¢ dimgHomp (X, Y) = dimHomy (Y, X) = 1.
ntao K ¢ selvagem.

3 Extensdes por um ponto

D ot ) =
efinigao 3.1 Sejam B uma k-dlgebra e M um B-médulo. Chama-se extensao de B por

M a gdlgebra
A:B{M]z(g ’f)

com ~ . 5
as operagoes usuais de matrizes.

vet(i(')d]emf)s identificar os B[M]-médulos as ternas da forma (X, V, @) onde V é um k-espaco
o Al 7\. um B-médulo e ¢ : V — Hom(M, X) é k-linear. Os correspondentes morfismos
20 identificados de forma Gbvia.
Observagges
;' Se gldimB < n entdo gldimB[M} <n+1.
- B — mod é subcategoria plena, convexa e fechada por extensdes de B[M] — mod.
repi 0 t’ip? de representacio de B[M] depende do tipo de representagao de B e do tipo de
4 Sesntagao da_F categoria de subespagos U (H om(M,B — qu)l;
(@ - Suponha X um B[M]-mdédulo, X = (X,V,y). Entdo dimX = (21,22, ey Ty Tnbl) =
L, L2 ..., Ty, 0) + Zp41.(0,0, ...y 1)= dimX + $n+1‘d_i_msn+l‘
mB < 2e M um B-médulo. Com a

P _—
roposi¢do 3.2 Sejam B uma k-dlgebra com gldi
= .'Cn+1.d1:mkE.’Et%;(M, X)

n = . - pny
otagao acima, temos XH[M(!QIILX) = q,,W](gﬂmX)

4 i 2 o« o
Categorias Imersas em Componentes Dirigidas
S . F
;%3113 uma dlgebra sem circuitos orientados. Seja K = Hom(M, B — mod), onde M é um
Ay ]u 0 indecomponivel pertencente a uma componente dirigida e standard C do quiver de
é ﬁ:ﬂdlder-Reiten de B, que contém injetivos e tal que IK = Hom(M, B—mod) = Hom(M, C)
ita. Se B é uma 4lgebra inclinada e C ¢ a componente de conexao ou é uma componente

Preinjetiva definimos:



i iver-orbita (isto ¢
Definigao 4.1 Dizemos que C é uma componente de tipo 4rvore se seu qulverf (:fd Co[flp]eta
3 ’ . . . . ’ ] 1,
o quiver das 6rbitas dos injetivos se C é preinjetiva ou o quiver das orbitas da fa:
se C é a componente de conexao) é uma arvore.

< : - araveis se
Definigao 4.2 Dois conjuntos L e L' de indIK sdo chamados de caminho-incompara
para todo |X| € L e |Y| € L' nao existe caminho em C entre X ¢ Y.

Temos entdao o seguinte teorema.

Teorema 4.3 (Marmaridis) Seja C uma componente preinjetiva de tipo érvort;. S(lgpgng)‘t
que mdIK contém uma subcategoria plena L da forma: (1, 1,.1,],1’), {1 1,;', )’|Y\ )<’2 .
(1,3,4), (1,2,6), (N,5), {X} com dimy|X| > 3, {X,Y} com dims|X| = 2, ‘l‘mk‘ s
Homg(X,Y) = Homg (Y, X) = 0. Suponha também que as componfmtes. conexas
caminho-incompardveis. Entdo a forma de Euler xnim) ¢ fortemente indefinida.

, fvel
Proposigao 4.4 Sejam B uma 4lgebra inclinada mansa e M um B-médu.lo mdecom‘;l):;l(;‘e/i
em C onde C ¢ uma componente dirigida e standard de tipo arvore do quiver de Aus“ o
Reiten de B, que contém injetivos ¢ tal que IK = Hom(M, B — mod) = Hom(M,C) ¢ Iluexab‘
Suponha que K contém uma subcategoria plena I da lista acima e as compo.nenteS.CiO :
de L sio caminho-incompardveis. Entao a forma de Tits qpim ¢ fortemente indefinida.

Além disso temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5 (de la Pefia, Marmaridis) Sejam B uma algebra mansa € ’M um 111()‘(/1;2;)
relativamente preinjetivo (isto é, M é um médulo preinjetivo sobre a subdlgebra Coél ];H‘
By(M) de B) de tipo 4rvore. Suponha que dimgHomp(M,N) < 1 para tf"lo N
Entdo B[M] é mansa se e s6 se a forma de Tits qpim) ¢ fracamente nao negativa.
Algumas observagdes sobre os teoremas acima: onfveis
1. No artigo [4] os autores provam o teorema 4.5 também para médulos decomp
com certas condigdes sobre a categoria vectorespacial.
2. De qualquer modo as categorias do teorema 4.5 sio todas de tipo posets, e 'nd ,
restricdo quanto & dimensio global de B nem hipdtese de caminho-incomparabilida :(;,ma
3. Sdo conhecidas outras categorias selvagens que niio constam da lista dada no t€0

a0 hé

4.3.

e
g g é claro qu
4. No teorema que veremos abaixo perdemos os posets novamente (a menos

eles sejam caminho incompardveis) | que K =
5. Se B ¢ uma 4lgebra inclinada mansa e M ¢ um médulo dirigido tal d

i 4 fortemente
Hom(M, B — mod) ¢ infinita entdo B[M] é selvagem e a forma de Tits gapm) € for
indefinida.

{vel em
Teorema 4.6 Sejam B uma dlgebra inclinada mansa ¢ M um médulo indecomponl):l!)]d;-
C onde C é uma componente dirigida ¢ standard de tipo arvore do quiver de AuSé finita.
Reiten de B, que contém injetivos e tal que K = Hom(M, B — mod) = Hom(M, €)
Suponha que KK contém uma subcategoria plena da lista abaixo :

L. {X} com dimi|X| > 3. F i

2. {X,Y} com dim|X| = 2, dimy|Y| < 2 e Homy(X,Y) = Homg (Y, X) = v X

3. {X, Y} com dimy|X| = 2, dimy|Y| = 2 e dimy Homu (X, Y) = dirn Horm (Vs
Entdo a forma de Tits apium) ¢ fortemente indefinida.

)=1-
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Mais um pouco de observagoes:

1. A demonstracio do teorema acima €
em C entre X e Y e a férmula dada pela proposi¢ao 3.2.

2. Exemplos mostram que nao podemos omitir a hip6t

3. Mesmo que B seja fortemente simplesmente conexa
teremos B[M] fortemente simplesmente conexa.

4. Infelizmente ainda estamos muito longe de provar que
a correspondente forma quadratica fortemente indefinida.

feita por indugao no comprimento dos caminhos

ese de tipo drvore.
e M indecomponivel nem sempre

se B[M] é selvagem entdo temos
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