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Abstract. The accurate prediction of the mechanical behaviour of solids and structural systems has fundamen-
tal importance in structural engineering. This task has been handled by numerical methods, such as the Boundary
Element Method (BEM). In this method, integral equations written over the body’s boundaries represent the mecha-
nical behaviour. Then, in three-dimensional analyses, the BEM mesh is composed of two-dimensional elements.
Nevertheless, the mesh construction depends on the position of the distributed loads and displacements over the
boundary. This is a disadvantage when the geometric modelling is performed on Computer Aided Design software,
once the boundary conditions representation leads to additional and inconvenient modifications. To overcome such
drawback, this study presents a BEM formulation which handles distributed boundary conditions non-coincident to
the boundary element mesh. The overlapping element is required, which overlaps the BEM mesh. Both distributed
loads and supports are accounted by the proposed scheme. A numerical application demonstrates the accuracy of
the proposed scheme, in which its responses are compared against numerical data of an equivalent finite element
model. The results demonstrate remarkable accuracy and robustness.

Keywords: Boundary Element Method, Overlapping mesh, Three-dimensional modelling.

1 Introducao

O dimensionamento estrutural 6timo consiste em garantir a maxima economia e a seguranga dos compo-
nentes. Assim, € fundamental que a andlise mecanica dos elementos projetados seja robusta e precisa, de modo
que o engenheiro possa promover os ajustes necessarios em busca dos aspectos desejados. Nesse sentido, é co-
mum que abordagens analiticas sejam limitadas para boa parte das andlises correntes da engenharia, dado que é
impraticdvel efetuar tais formulacdes em sélidos de geometria, condi¢des de contorno e comportamento material
complexos. Essa problematica é ainda mais evidente para s6lidos tridimensionais. Diante desse cendrio, o advento
dos métodos numéricos permitiu um primoroso avango para a engenharia estrutural, pois assim tornou-se possivel
efetuar anélises robustas e eficientes de componentes mecanicos complexos, com o rigor necessario.

Dentre os métodos numéricos, destaca-se o0 Método dos Elementos de Contorno (MEC), em que se utiliza
apenas uma malha sobre o contorno do sélido para que sejam determinadas as grandezas mecanicas de interesse,
como deslocamentos e tensdes. Com isso, ha a redu¢io na dimensionalidade da malha, isto ¢, andlises tridimensi-
onais requerem malhas de superficie, o que reduz o empenho executado em geracdo da discretizagdo. No entanto,
a constru¢do da malha, para o MEC, ¢ vinculada a distribuicdo das condi¢des de contorno. Por isso, € exigido que
as superficies estejam previamente segmentadas para a aplicacdo das vinculacdes e carregamentos. Essa questio
emerge como uma desvantagem quando hd o interesse em utilizar malhas oriundas de desenhos efetuados em
software CAD Computer Aided Design, pois exige uma atencdo adicional na etapa de desenho da peca.

Nesse panorama, este trabalho propde uma formulagao para aplicag@o das condi¢des de contorno distribuidas,
de modo a reduzir a exigéncia sobre a malha pré-construida. Tal estratégia consiste em adicionar um comporta-
mento mecanico esperado ou conhecido ao problema a partir do acréscimo de parcelas nas aproximacdes dos
campos mecanicos. Essa abordagem, para o MEC, € recente e bastante promissora, tendo sido aplicada com su-
cesso para a elasticidade bidimensional em problemas da mecénica da fratura, como nos trabalhos de Simpson e
Trevelyan [1], Alatawi e Trevelyan [2] e Hattori et al. [3], por exemplo. Dessa forma, é objetivo deste trabalho
desvincular a correlagdo existente entre a construcdo da malha e a aplicag¢@o das solicitagdes e vinculos, o que se
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mostra um avanco nas funcionalidades do MEC.

2 Meétodo dos Elementos de Contorno

O problema da elasticidade linear € definido para um sélido de dominio €2 e contorno I', em que sdo co-
nhecidos os deslocamentos no contorno I', e as for¢as de superficie no contorno I'p, tal que I', UT, = T' e
I'y NI, = . No entanto, os deslocamentos e forgas de superficie sdo incégnitos para I',, e I',,, respectivamente.
Adicionalmente, deslocamentos, deformagdes e tensdes no interior do dominio 2 também sdo desconhecidos.
Nesse panorama, o MEC é um método numérico que determina os campos mecanicos incégnitos no contorno do
solido e, com base nessa resposta, o método permite descrever mecanicamente todas as grandezas de interesse
também para o dominio. Para o equacionamento do MEC, € utilizada a Identidade Somigliana [4] sobre a qual
¢ aplicado o processo limite, conforme apresentado em Aliabadi [5], para que seja obtida a equacdo integral em
deslocamentos:

g (X%) ug (x°) —1—][ Pg*kude:/Ug‘kpkdI‘—i—/ Ujy, bid§) (1)
r r Q

em que ayy (x°) € o termo livre, que assume valor 0,5 §g; quando o ponto de colocagdo x* estd sobre contorno
suave (com versor normal n definido), e dgx quando o ponto de colocagéo estd interno ao dominio, com dg, sendo
o Delta de Kronecker. Ja uy e py representam os deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente. by se
refere as for¢as de dominio atuantes, que serdo consideradas nulas no presente trabalho. Além disso, a integral do
lado esquerdo da Equagdo 1 € imprépria e avaliada no sentido do Valor Principal de Cauchy, conforme discutido
em Guiggiani e Gigante [6]. Adicionalmente, Uj; e P;;, correspondem a Solugdo Fundamental de Kelvin, que,
para sdlidos tridimensionais, € escrita como:

. 1
. 1 or
Pfk‘ = W {&1 [(1 - 21/) 5Zk; + 37"757”]@-} — (1 - 2V) (T’fnk; + T’knz)}

em que 7 é a distancia entre o ponto de colocacdo e o ponto campo x/ sobre o contorno. J4 p e v representam as
propriedades eldsticas do material, sendo, respectivamente, o Médulo de Elasticidade Transversal e coeficiente de
Poisson.

O MEC utiliza-se de elementos lagrangianos isoparamétricos para a representacao aproximada da geometria
e dos campos mecanicos no contorno do sélido. Neste trabalho, utilizam-se elementos quadrilaterais lineares. Sao
utilizados elementos continuos, descontinuos de aresta e descontinuos, ilustrados na Figura 1. A utilizacdo de
elementos descontinuos é necessdria para que os pontos de colocacdo estejam sempre sobre contornos suaves, o
que permite a utilizagdo de . (x°) = 0,5 dg, em toda a anélise.

&1 &1 0,2 & 0.2

&2 &2 v &
024 Xl X
Elemento continuo Elemento descontinuo Elemento descontinuo
de aresta
, o . Aresta de
® N6 geométrico
g % Ponto de colocagao descontinuidade

Figura 1. Elementos quadrilaterais lineares isoparamétricos utilizados.
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O tipo de elemento utilizado para a aproximacdo da geometria do sélido € ilustrado na Figura 1(a), em que a
fungdo de forma correspondente ao né i é:

M (€1,6) = ¢} + ché1 + chéa + cié16o 3)

em que &; e & sdo as coordenadas adimensionais de um ponto pertencente ao elemento, enquanto os coeficientes
ci, k = 1,..,4 sdo calculados pela propriedade do Delta de Kronecker. Dessa forma, a fungdo de forma i calculada
sobre 0 né j do elemento é M( {,{g) = 0;5. Ja a aproximag@o dos campos mecanicos € efetuada por meio de ele-
mentos descontinuos de aresta e descontinuos, apresentados na Figura 1(b) e (c). Para tais elementos, a construgdo
da fungdo de forma N%(&1,£>) € andloga, mas considerando o reposicionamento dos pontos de colocagdo. Desse
modo, a aproximagdo da geometria e dos campos mecanicos para um dado elemento e € expressa como:

i, (&1,&2) = M™ (&1,62) xf
uf (€1,62) = N (€1,62) ujf (4)
i (61.62) = N* (&1.&2) pif

Os elementos sdo convenientemente definidos em um espago paramétrico A = [—1;1] x [—1; 1], pois neste
espago € possivel aplicar quadraturas convencionais de integracdo. Dessa forma, a relacdo entre o diferencial de
drea entre os espacos fisico e paramétrico é efetuada por dI'. = J¢(&1,£2)dA.

Assim, aplicando a aproximacdo dos campos mecanicos na equagdo integral em deslocamentos para uma
discretizacdo com N, elementos, e posicionando todos os pontos de colocacio sobre o contorno, tem-se:

NC 4 )
0,5 ue (x°) + ][PZ*kNw (1,62) J°(€1,62) A uf“(e”)
</

e=1 i=

5 5)
=SS [ @ e e an | e
e=1 \ Li=1

em que con(e,i) é uma relagdo de conectividade que retorna a numeracéo global referente ao né local ¢ do elemento
e. Dessa forma, a aplicacdo da Equacdo 5 para todos os pontos de colocacdo permite a obtengdo de um sistema
matricial no formato Hu = Gp. A imposicdo das condi¢cdes de contorno conhecidas é efetuada por meio da
substitui¢do desses valores nas suas devidas posi¢des dos nds, e, na sequéncia, é efetuada uma operacao de troca
de colunas. Assim, obtém-se um sistema algébrico Ax = b, em que x armazena todas as grandezas incognitas.
A solu¢do do referido sistema obtém os campos mecéanicos em todo o contorno do sélido. Para a obtengdo das
grandezas internas, utiliza-se a Equacgdo 1 com ponto de coloca¢ido no dominio.

3 Condicoes de contorno em pequenas areas

A aplicacdo de condigdes de contorno no MEC requer a prévia distingédo entre I',, e I'), na geracdo da malha.
Devido a isso, € necessaria a constru¢do da malha ja considerando as descontinuidades na aplicagdo das condi¢des
de contorno. Além disso, a presenca de pontos de colocacdo proximamente posicionados pode ocasionar insta-
bilidades numéricas no sistema algébrico. Isso ocorre pois as equacdes geradas para cada ponto de colocagdo se
tornam semelhantes, ja que a distancia entre ponto fonte e pontos campos € avaliada para a construgdo do sistema.
Nesse cendrio, esta pesquisa propde a aplica¢do de condi¢cdes de contorno distribuidas sobre a malha pré-existente.
Para isso, a Figura 2 apresenta o elemento de sobreposi¢do, responsavel pela imposi¢ao das condi¢des de contorno.

As condic¢des de contorno do elemento de sobreposi¢do sdo incorporadas ao campo mecénico de forca de

superficie. Denota-se por M funcdo de forma do né 3 do elemento de sobreposicdo €, calculada analogamente
ao apresentado na Equacgao 3 para o caso quadrilateral linear, utilizado neste trabalho. Dessa forma, a contribui¢ao
a aproximacao da forca de superficie (Equagao 4) se torna:

D5 (€1,62) = N (€1,6) pif + M"° (€,.6,) B (©)
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Elemento de
sobreposicao

Figura 2. Elemento de sobreposi¢do quadrilateral linear.

quando ha intersec¢do entre o elemento e e o elemento de sobreposicdo e. Ja ﬁf indica a forga de superficie em
€. O elemento de sobreposicdo incorporado a aproximacio das forcas de superficie gera um acréscimo sobre a
integral que possui o niicleo Uy},. Dessa forma, a substitui¢do de Equacdo 6 na Equagdo 5 resulta em:

Ne 4 )
0.5u¢ (x*) + Z][ P N* (€1,€2) J°(€1,€2) dA u;""(e”)
e=1  Li=1/7
NG 4 ) 4
= Z-/AUZ*IC N’Le (51752) J€(£1,£2) dA p(];on(E,l) (7)
e=1 i=1
Nz 4 o o B
EY S [ Ui (€ 8) I @0E) an | 7
e=1 | |B=1

em que Nz é o total de elementos de sobreposigdo e con(€,3) é a incidéncia relativa este elemento. Destaca-se que
também € utilizada uma transformacdo de varidveis para que a integracdo numérica do elemento de sobreposicao
seja efetuada por quadratura de Gauss. Quando o ponto de colocagdo estd contido em €, uma quase-singularidade
¢é observada, em que a aplicacdo de coordenadas polares € suficiente para a regularizacdo do ndcleo. Assim, a
aplicacdo da Equagdo 7 para a imposicdo de forcas de superficie resulta em um vetor adicional b que é acrescido
ao sistema algébrico, que se torna Ax = b + b.

Quando se aplicam deslocamentos prescritos u sobre o elemento de sobreposicdo, o campo mecanico de
forcas de superficie na dire¢do k£ do deslocamento aplicado se torna uma incégnita adicional do problema. Nesse
contexto, uma equagdo de compatibilidade em deslocamentos € aplicada para manter o sistema determinado:

(5) = N (6765 wit ®)

em que se associam os deslocamentos incégnitos do problema u;° com os deslocamentos conhecidos do elemento

de sobreposi¢do. As coordenadas adimensionais & f e {5 sdo associadas as coordenadas que o n6 3 do elemento de
sobreposi¢@o e possui no elemento e da malha pré-existente. Assim, o sistema algébrico é expandido, tornando-se:

A A° X b
= ©)
N o0 P a

em que o vetor p armazena as forgas de superficie incégnitas do elemento de sobreposicao, U se refere aos deslo-
camentos prescritos, N é a matriz que organiza a contribui¢io referente a Equac@o 8 e A® armazena as informacdes
da integral adicional referente 2 Equagdo 7, com o sinal trocado devido a troca de lado na equagio. E importante
mencionar ainda que pontos de colocacao internos a elementos de sobreposicdo também recebem a condicdo de
contorno do elemento sobreposto.

4 Exemplo de aplicacao

O exemplo de aplicagdo da formulacdo proposta envolve a andlise mecanica de um sélido bi-engastado, em
que a geometria e condigdes de contorno estio apresentadas na Figura 3. Os deslocamentos prescritos sdo aplicados

CILAMCE 2020
Proceedings of the XLI Ibero-Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering, ABMEC.
Foz do Iguacu/PR, Brazil, November 16-19, 2020



M. Rocha, E.D. Leonel

a partir do elemento de sobreposi¢iio nas direcdes o e x3 ao longo da drea sombreada, de valor 1,0.1072 A
solicitac@o aplicada é essencialmente tridimensional, de flexo-tor¢do. As propriedades mecénicas sdo £ = 1.000
ev=20,3.

0,3 0,2
7 > >
1 0,05
: L A
/ i l0,2
/ ]
/ RS
1 x
g P m e e e
5, T 0,2
/ 4
4 08 F

Figura 3. Geometria e condi¢des de contorno do exemplo de aplicacdo.

Para validacdo da formulagdo, toma-se um modelo equivalente calculado pelo Método dos Elementos Fini-
tos (MEF), e simulado com auxilio do software Ansys®. Uma andlise prévia de convergéncia dos resultados é
efetuada, e se utiliza uma malha com 379.029 nés e 272.298 elementos tetraédricos de interpolagdo quadratica,
conforme apresentado na Figura 4(a). Para atestar a convergéncia do MEC, trés malhas sdao adotadas, sendo de-
nominadas por A, B e C, apresentadas na Figura 4(b) a (d). O total de pontos de colocagdo é igual a 597, 2.493 e
8.555 e o total de elementos € 470, 2.222 e 8.043, para as malhas A, B e C, respectivamente. O destaque em azul
se refere ao elemento de sobreposi¢@o posicionado.

(a) ANSYS

(c) Malha B (d) Malha C

Figura 4. Discretiza¢des adotadas no exemplo de aplicacdo.

Assim, o campo de deslocamentos totais € apresentado na Figura 5. Para uma comparagdo numérica, a
Figura 6 apresenta os deslocamentos totais ao longo da linha vermelha tracejada da Figura 3 sdo utilizados, em que
tal linha € definida por 0 < z; < 0,8, 22 = 0,0 e z3 = 0,1.

Além disso, a diferenca percentual para os deslocamentos calculados pelas malhas A, B e C no ponto
(0,4;0,0;0,1), em comparagdo ao resultado de referéncia é efetuado, e é apresentado na Figura 7.
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0.000E+00 Malha A Malha B Malha C
Figura 5. Deslocamentos totais para as trés malhas.
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Figura 6. Comparagado dos deslocamentos para as trés malhas e o MEF na linha destacada da Figura 3

Portanto, com base nos dados apresentados, € atestada uma convergéncia nos resultados com o refino da
malha, além de uma boa concordancia em comparag@o aos resultados numéricos do MEF. Por fim, é evidenciada
uma maior dificuldade de convergéncia para os resultados na direcido 3, devido ao comportamento a tor¢do ser
menos uniforme que a flexdo em segdes transversais retangulares.

5 Conclusoes

Foi discutida uma maneira alternativa para o tratamento de condi¢des de contorno distribuidas para o MEC.
Nesta abordagem, € promovido uma expansdo sobre o campo mecanico de forcas de superficie por meio da
utilizacdo do elemento de sobreposi¢do. Dessa forma, a construcdo de malhas passa a ndo depender do conhe-
cimento prévio da localizacdo de deslocamentos e forgas de superficie conhecidos. A ferramenta sugerida € inte-
ressante pois assim € permitida a importacdo direta de geometrias diversas, bem como a alteragdo nas vinculagdes
e carregamentos ao longo da andlise. Adicionalmente, a formulagdo apresentada reduz a ocorréncia de problemas
de instabilidade numérica para as matrizes originais do MEC, pois a ocorréncia de pontos de colocag@o préximos
¢é reduzida. Nesse panorama, a formulacdo é demonstrada como eficiente e robusta a partir de um exemplo em
que a solicitagdo € essencialmente tridimensional. Os pequenos erros percentuais, assim como a tendéncia de
convergéncia dos resultados, garantem a precisdo da formulagdo discutida. Nesse contexto, € interesse de pesqui-
sas futuras a aplicagdo das ideias discutidas no presente trabalho no contexto do MEC isogeométrico, em que a
aplicacdo de condi¢des de contorno é um desafio em desenvolvimento.
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Figura 7. Comparag¢ao percentual entre os deslocamentos para as trés malhas e a referéncia (MEF).
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