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Objetivos

A Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) é um
método nado invasivo, capaz de investigar
desde a estrutura molecular até tracar o perfil
bioquimico de tecidos. Em experimentos de
relaxometria de RMN, a resposta obtida é uma
curva exponencial referente ao decaimento dos
tempos de relaxagdo T, e T,. Caso a amostra
seja composta por mais de um tempo de
relaxacdo, tal curva apresenta um carater poli
exponencial. Decompor este sinal é um
problema tipicamente mal-posto, mas pode ser
tratado com o uso de uma Transformada
Inversa de Laplace [3][4] (ILT, do inglés Inverse
Laplace Transformation). Os espectrometros de
RMN comerciais, sdo geralmente limitados,
pouco flexiveis e n&o permitem grandes
intervencdes do usuario. Para solucionar estes
problemas, foi desenvolvido pelo CIERMag um
espectrOmetro com hardware programavel, o
Digital Magnetic Resonance Spectrometer
(DMRS) [1], e um sistema de software baseado
no Python, o Magnetic Resonance Framework
(PyMR) [2] para controle e execugdo de
experimentos, além de uma linguagem de
programagao propria para implementacdo de
sequéncias de pulsos. O objetivo deste
trabalho é implementar uma ferramenta de ILT
em Python, para ampliar os recursos DMRS.

Métodos e Procedimentos

Considerando um sinal S(t), poli exponencial,
pode-se imaginar que exista uma fungao

K(tT,)), denominada de kernel, que mapeie
uma distribuicdo de tempos de relaxagao F(Tz)

para o sinal inicial, S(t), através da Integral de
Fredholm [3]:

S = [K(t, T)F(T)dt (1)
0

Para modelar um sinal exponencial, o kernel
adequado torna a eq(1) na Transformada de
Laplace de S(t). Deste modo, para isolarmos a
distribuicdo F na integral (1), tomamos sua
inversa de Laplace (2):

F(T,) = £ {S®)} 2)
A inversa de Laplace possui a caracteristica de
mapear valores de entrada distintos para a
mesma saida, dai a natureza mal-posta do
problema. Quando tratamos o problemas de
forma numérica, a equagdo (1) precisa ser
transformada em uma versao discreta, como a
equagao matricial (3):

s = kf 3)

Onde s, k e f sao as formas vetoriais e
matriciais do sinal, kernel e mapa de
amplitudes.
Para recuperar devidamente a distribui¢cdo f,
técnicas tradicionais de minimizacdo, como o
Método dos Minimos Quadrados (MMQ),
encontram solugdes demasiado ruidosas,
sendo necessario métodos de minimizagao
mais sofisticados. Para este trabalho, foi
escolhida a Minimizagdo de Tikhonov, dada
pela equacao(4):

. 2 2
argmin [lkf = sll- + of[Lf]] ] (4)
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A equacgéo (4) se trata do MMQ agregado a um
termo de atenuagdo, que introduz um
coeficiente de atenuacdao o, bem como uma
matriz de penalidades L. A minimizagao desta
expressdo pode ser computada através da
decomposicao de valor singular da matriz de

kernel, que pode ser reescrita como uzv'. Isto
possibilita o calculo da solugao pelo somatério
em (5):
posto(k) T
Iy sv)/o (5)
i=

Onde u e v sdo linhas das matrizes Ue V, o

sdo os valore singulares do kernel e vy
representa um fator de filtro, proporcional ao
coeficiente a.

Para testar esta abordagem, trinta e duas
curvas poliexponenciais foram geradas e entao
decompostas com o algoritmo da ILT. Estas
curvas foram geradas com  classes
customizadas de Python e tém como objetivo
testar a solidez da ILT em Vvarias
circunstancias.

Resultados

Na figura 1, quatro distribuicbes de tempos de
relaxacdo e suas respectivas decomposicoes
ILT s&do exibidas. Como visto, 0 mapa de
amplitudes obtido possui maior coincidéncia
com a distribui¢do original quando os picos nédo
sao tao estreitos, nem estdo tdo préximos um
do outro.
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Figura 1: Decomposicao ILT (azul) dos dados
sintéticos (preto) de varios tipos. De cima para baixo,
os dois tempos de relaxagao utilizados em cada
curva foram : [8E-2, 2E-2], [2E-3, 7E-3],

[5E-1, 4E-2] e [5E-1, 9E-3].

Conclusoes

De maneira geral, o algoritmo utilizado funciona
melhor com distribuicbes com picos largos e
espagados, distribuidos ao longo de algumas
ordens de grandeza, como visto na figura 1.
Isto & bastante fortuito, uma vez que muitos
dados experimentais possuem este formato.
Adicionalmente, foi descoberto uma relacao
direta com o nivel do ruido, onde a
confiabilidade da ILT cai conforme o ruido
cresce.

Portanto, o algoritmo proposto pode ser
utilizado para decompor misturas reais com
mais de um tempo de relaxacdo, como em
experimentos de relaxometria de RMN. Além
do mais, espera-se que este algoritmo possa
ser escalado para uma versao bidimensional,
que poderia ser utilizado para decompor
sequéncias de RMN 2D, como esta sendo
investigado no momento.
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Objectives

Nuclear Magnetic Resonance (NMR) is a
non-invasive method, suited for investigating
both the molecular structure and the
biochemical profile of various tissues. In NMR
relaxometry  experiments, the obtained
response is an exponential decay curve, from
the T, and T, relaxation times. If the sample
presents multiple relaxation times, the response
signal exhibits a poly exponential character. To
decompose this signal is a typically ill-posed
problem, which can be addressed using the
Inverse Laplace Transform (ILT) [3][4]
Commercially available NMR spectrometers are
generally limited in functionality and allow for
little to no user intervention. To solve these
issues, the CIERMag has developed a
spectrometer with reprogrammable hardware,
the Digital Magnetic Resonance Spectrometer
(DMRS) [1], as well as a Python-based
software, the Magnetic Resonance Framework
(PyMR), [2] for controlling and running
experiments. Additionally, a custom
programming language was introduced for
building the sequences and pulses. This paper
aims to implement an ILT tool in Python
language to further improve the DMRS toolset.

Materials and Methods

Considering a poly exponential signal S(t), one
could assume the existence of a kernel function
K(t, Tz)’ which maps the relaxation times

distribution F(TZ) to the initial signal S(t),
through the Fredholm Integral [3]:

S(t) = [ K(t, T,)F(T )dt (1)
0

In order to model an exponential signal, the
appropriate kernel turns eq(1) into the Laplace
transform of S(t). This way, in order to isolate
the initial distribution F in the integral (1), we
take its Inverse Laplace Transform (2):

F(T,) = £ {S(t)} (2)

The ILT has the defining characteristic of
mapping distinct input values into the same
output, hence the ill-posed nature of the
problem. When treating the problem
numerically, equation (1) must be cast to a
discrete form, such as in the matricial equation
(3):

s = kf 3)
Where s, k and f are the matrix and vector
forms of the signal, kernel and amplitude
distribution.
To properly recover the distribution £, traditional
minimization techniques, such as the Least
Squares Method (LSM), often obtain
excessively noisy solutions, thus requiring more
sophisticated minimization methods. In this
paper, the Tikhonov Regularization was
chosen, shown by equation(4):

, 2 2
argmin | kf = sI® + allLAll | @
Equation (4) consists of the LSM with an
regularization term, which introduces the
attenuation coefficient a, as well as the penalty
matrix L. The minimization of this expression

can be computed through the Singular Value
Decomposition (SVD) of the kernel matrix,
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refactored as UZVT. This allows for the
calculation of the solution with the summation
expression in (5):
rank(k) r
S v sv)/o, (5)
i=1

Where u and v are rows of matrices U and V/, o

are the kernel singular values and y represents
a filter factor, proportional to the coefficient a.
To test this approach, thirty two poliexponential
curves were generated and then decomposed
with the ILT. These curves were created with
custom Python classes and aimed to test the
solidity of ILT algorithm with a variety of
relaxation time amplitude  distributions,
exhibiting varied amplitudes, widths, separation
and number of peaks, as well as different levels
of noise.

Results

In figure 1 four relaxation times distribution and
their respective ILT decomposition are shown.
As seen, the obtained amplitude map has
better coincidence with the original distribution
when the peaks are neither too narrow nor too
close to each other.
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Figure 1: ILT decomposition (blue) of the synthetic
data (black) of various kinds. From top to bottom, the
two utilized relaxation times in each curve were:
[8E-2, 2E-2], [2E-3, TE-3],

[5E-1, 4E-2] and [5E-1, 9E-3]

Conclusions

In general, the utilized algorithm works best
with distributions with wide, far apart peaks,
spanning over a few orders of magnitude, as
shown in figure 1. This is quite fortunate, once
several empirical dataset also share this format.
Additionally, it was discovered a direct relation
with noise level, with decreased reliability of the
ILT as the noise rises.

Overall, the proposed ILT tool may be utilized to
decompose real mixtures with more than one
relaxation time, such as in NMR relaxometry
experiments. Furthermore, it is expected that
this algorithm may also be scaled to a
bidimensional version, which could decompose
2D NMR sequences, as it is currently being
investigated.
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