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O problema dos trés corpos (Parte-1) — Artigo: Prof. Roberto N. Onody

A Netflix langou no més de marg¢o o seriado “O problema dos trés corpos”. Nele, uma astrofisica chinesa consegue contacto com uma civilizagdo alienigena que vive em um planeta iluminado
por trés sois. Percorrendo uma trajetoria cadtica, o planeta ora é incinerado ora é congelado (Figura 1).
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Figura 1 — Visdo artistica do sistema estelar triplo Gliese 667. Ele se encontra bem perto da Terra, a cerca de 22 anos-luz de distincia, na dire¢io da constelacio de

Escorpido. Hoje, no sistema Gliese 667, sio conhecidos 6 exoplanetas, sendo que 3 deles se encontram em regidao habitivel

O seriado se baseia na trilogia escrita pelo engenheiro chinés Liu Cixin. E uma otima oportunidade para fazer contacto com a cultura chinesa e com o problema de trés corpos, que ha mais de

300 anos desperta o interesse e a imaginagdo de fisicos e matematicos.

O problema dos trés corpos é um tema cldssico e muito frequente na mecdnica celeste. Considere um sistema em que 3 corpos se atraem mutuamente de acordo com a lei da gravitagio de
Newton. Dadas as posigoes e velocidades iniciais dos 3 corpos, sera que é possivel calcular, exata e analiticamente, esses valores num instante posterior qualquer? Salvo raras excegoes, a

resposta é ndo, pois o sistema é inerentemente caotico.

Num sistema cadtico, duas configuragdes iniciais mesmo que infinitesimalmente proximas, podem evoluir
para configuragées finais muito diferentes. Por exemplo, no problema dos 3 corpos, é possivel que um deles
seja expulso, ejetado, de maneira a afastar-se indefinidamente dos outros, reduzindo o sistema a um problema

de 2 corpos (que tem solugdo analitica exata).

O estudo do problema dos 3 corpos trouxe resultados que sdo muito importantes. Entre eles, a utiliza¢do do
efeito de estilingue gravitacional para as viagens espaciais, a determinag¢do das trajetorias de asterdides e
cometas que se aproximam da Terra e a utilizagdo dos pontos de Lagrange para um posicionamento seguro

dos nossos telescopios espaciais.

Consideracdes Iniciais

O sistema solar ¢ estavel? Era essa a pergunta que se fazia o matematico francés Henry Poincaré quando, no
final do século 19, se inscreveu numa competi¢do de mecénica celeste em comemoragdo ao sexagésimo

aniversario do rei Oscar II da Suécia.

A questdo proposta na competicao dizia: “para um sistema com n particulas atraindo-se mutuamente segundo
a lei da gravitagdo de Newton, supondo que duas dessas particulas nunca colidam, encontre uma expansdo em
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série uniformemente convergente no tempo das coordenadas de cada particula em termos de fungdes Figura 2 — Retrato de Isaac Newton em 1689, aos 46 anos. Ele formulou

conhecidas”.

as 3 leis da mecdnica e a teoria da gravitacdo universal em seu
formidavel livro “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”

Poincaré enviou para a comissdo julgadora um calhamago de 300 paginas, ganhou a competigdo, mas niao

encontrou a solugdo. Entretanto, seu trabalho deu inicio a chamada teoria do caos.

A solugdo do problema de 3 corpos, como proposto na competi¢do, foi obtida em 1912 pelo matematico finlandés Karl Sundman. A colisdo de 2 corpos corresponde a presenca de
singularidades nas equagdes diferenciais. Sundman eliminou essas singularidades por um processo chamado de regularizagio. Ele apresentou sua solugdo na forma de uma série de Puiseux. A
convergéncia é absurdamente lenta, precisando levar em conta 103090-900de termos da série!

A aplicagdo da 2°. lei de Newton ao problema dos 3 corpos resulta em um conjunto de 9 equagdes diferenciais de 2*. ordem acopladas. Podemos integrar essas equagdes numericamente. Com 0s
computadores modernos cada vez mais rapidos, podemos fazer previsdes bem longinquas no tempo mesmo no caso das configuragdes caoticas.

ellipse

Figura 3 — As trajetorias permitidas no problema de 2 corpos sio as
chamadas curvas cénicas: circulo, elipse, pardbola e hipérbole. Todas
elas podem ser obtidas pela intersec¢io de um plano com um cone, dai
seu nome. Qual dessas curvas os corpos vio percorrer depende da energia
mecdnica total inicial do sistema

Foi em 1687, no seu trabalho monumental: “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, que Isaac
Newton propds a Teoria da Gravitagdo Universal e as suas trés Leis de Movimento (Figura 2).

Na teoria da gravitagdo de Newton, duas particulas pontuais de massas m; e m; se atraem mutuamente com
forgas diretamente proporcionais ao produto dessas massas e inversamente proporcionais ao quadrado da
distancia entre elas. Essas for¢as tém a diregdo da reta que une as particulas e sentidos opostos.

Se os corpos ndo forem pontuais, mas sim, macroscopicos, deve-se utilizar calculo integral e diferencial e
levar em conta o carater vetorial da forga.

Na sua formulagdo original, a teoria pressupunha que a forga gravitacional agia instantaneamente entre dois
corpos, quaisquer que fossem as distancias entre eles. Mas, como hoje sabemos que o campo gravitacional se
propaga com a velocidade da luz, o calculo da forga gravitacional precisa levar em conta a distancia entre os
corpos e o correspondente atraso da informagao.

A teoria da gravitagdo de Newton explicou, com total sucesso, as trés leis empiricas obtidas pelo astronomo
Johannes Kepler ao investigar o sistema solar. Dessa forma, a teoria da gravitagdo de Newton ganhou o status
de lei da gravitagdo de Newton. Entretanto, ja no final do século XIX, a exatiddo dessa teoria estava sendo
questionada. Vejamos por qué.

Todos os planetas do sistema solar executam Orbitas elipticas. O periélio é o ponto dessas Orbitas em que o

planeta esta mais proximo do Sol. E o periélio de todos os planetas precessiona, isto €, gira com o passar do tempo. Por exemplo, o periélio da Terra ocorreu no dia 02 de janeiro de 2024 quando
a diregao Terra-Sol apontava para a constelagdo de Capricornio. Daqui ha 13 mil anos, ela tera girado 180 graus e apontara na diregao da constelagdo de Cancer.
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Levando-se em conta a perturbagdo gravitacional que os planetas exercem uns sobre os outros, as velocidades de precessdo dos planetas puderam ser calculadas. Todas coincidiam,
razoavelmente, com os resultados observacionais, exceto para o planeta Mercurio. O valor calculado para Mercurio era de 531 segundos de arco por século e o valor observado era de 574
segundos de arco por século (ou 1 grau a cada 627 anos). A diferenca so foi explicada com a Teoria da Relatividade Geral proposta por Albert Einstein em 1915.

Podemos afirmar que a teoria da gravitacdo de Newton ¢ boa, mas, falha na presenga de campos gravitacionais muito intensos como aqueles criados nas proximidades de estrelas ou buracos
negros. A teoria ndo prevé a existéncia dos buracos negros, a curvatura da luz ao passar por corpos celestes muito massivos e nem a dilatagdo temporal (o tempo passa mais devagar em regides
com campos gravitacionais mais intensos).

O problema dos 2 corpos

Suponha duas particulas de massas m; e m;, se atraindo mutuamente segundo a lei da gravitagdo de Newton. As forgas gravitacionais entre elas tém mesmo modulo, dire¢do e sentidos opostos.
Na auséncia de forgas externas, a for¢a resultante é nula, o que implica que o centro de massa tem aceleragdo zero, ou seja, ele se move com velocidade constante.

Como a forga gravitacional tem a diregdo da reta que une as duas particulas ela ¢ uma forga central. Forgas centrais ndo produzem torque e, portanto, conservam o vetor momento angular total
do sistema. Consequentemente, os dois corpos podem apenas se movimentar no plano que ¢ perpendicular ao vetor momento angular total do sistema.

O problema de 2 corpos tem solugdo analitica exata. Escolhendo o centro de massa como a origem do sistema de coordenadas e utilizando coordenadas relativas ao centro de massa, o problema
de 2 corpos se reduz ao problema de 1 corpo s6 com a chamada massa reduzida m;my/(m;+my).

As trajetorias permitidas podem ser circulares, elipticas, parabolicas ou hiperbdlicas. Sdo as chamadas curvas conicas (Figura 3). Como as for¢as gravitacionais sdo conservativas, a energia
mecanica total do sistema E (que ¢ a soma da energia cinética com energia potencial gravitacional) ¢ constante no tempo. Se E < 0, teremos trajetorias elipticas (ou circular, se a excentricidade
da elipse for zero); se E = 0, ela serd parabolica e se E > 0, ela sera hiperbdlica.

O problema dos 3 corpos

Tao logo o problema de 2 corpos foi resolvido, as atengdes se voltaram para proxima etapa: o problema dos 3 corpos.

Quando passamos para um sistema com 3 corpos interagindo gravitacionalmente, quais os resultados de 2 corpos que continuam valendo? A resposta ¢ simples: as constantes de movimento.
Explicitamente: o vetor velocidade do centro de massa, o vetor momento angular total do sistema e a energia mecanica total.

A trajetoria de cada um dos 3 corpos dependera, de maneira crucial, da inicializag¢do do sistema, ou seja, das posigdes e das velocidades
atribuidas inicialmente a cada um dos corpos. Teremos solugdes periddicas e também solugdes cadticas. Lembrando que, no problema de 2
corpos, ndo existem solugdes caoticas, somente solugdes periddicas (elipticas) e ndo-periddicas (parabolicas ou hiperbolicas).

*As solugdes periddicas de Euler e Lagrange

Euler, em 1767, e Lagrange, em 1772, encontraram solugdes periodicas

para o problema de 3 corpos que sdo do tipo configuragdes centrais. Nessas configuragdes centrais, as aceleragées dos 3 corpos apontam
sempre para 0 mesmo ponto — o centro de massa do sistema.

Na solugdo de Euler, os 3 corpos permanecem sempre ao longo de uma mesma linha reta e percorrem elipses diferentes, mas, confocais
(Figura 4). As elipses tém mesma excentricidade ¢ o foco comum delas esta localizado no centro de massa. A solugao de Euler € instavel e se
desfaz com qualquer pequena perturbagao.

Na soluc@o de Lagrange, os 3 corpos estdo sempre formando um tridngulo equilatero. Aqui também, os corpos evoluem ao longo de elipses
diferentes, mas, com a mesma excentricidade ¢ mesmo foco (localizado no centro de massa). Ha tanto regides de estabilidade quanto de
instabilidade.

Para um encaminhamento bem bacana dessas solugdes (hoje historicas) veja aqui.

*QO problema restrito dos 3 corpos

Lagrange

O problema restrito dos 3 corpos ¢ um caso especial do problema geral quando um deles tem massa muito menor do que a dos outros dois.
Como a acelerag@o gravitacional provocada pelo corpo pequeno sobre os outros ¢ desprezivel, os dois corpos massivos se movimentam
sentindo apenas a presenga um do outro. Dessa forma, os corpos massivos percorrerdo circulos ou elipses em torno do centro de massa mutuo
(que ¢, basicamente, o centro de massa dos 3 corpos). Eles correspondem ao problema circular restrito e ao problema eliptico restrito,
respectivamente. Focaremos o caso circular por ele ser mais simples e muito mais estudado. O caso eliptico vocé encontra aqui.

Figura 4 — Solugées periodicas de
configuragées centrais. As massas ml, m2
e m3 sdo arbitrarias. Euler: as massas
executam orbitas elipticas em torno do
centro de massa (c.m.) sempre mantendo o
alinhamento (linha verde) dos 3 corpos.
Lagrange: as massas executam orbitas
elipticas em torno do centro de massa e
estido dispostas formando um trigngulo

. . L , N o X equildtero (linha verde). Com o tempo, o0s
Neste sistema existem pontos em que as forgas gravitacionais e centrifugas se anulam. S3o 5 pontos de equilibrio conhecidos como pontos de lados do tringulo equilitero se modificam

No problema circular restrito de 3 corpos escolhe-se um sistema de coordenadas sinddico, com origem no centro de massa e que rotaciona
com velocidade angular uniforme no plano de orbita e junto com o0s 2 corpos massivos. Neste sistema de coordenadas, 0s 2 corpos massivos
estdo parados (coisa que ndo acontece no caso eliptico). Trata-se, portanto, de um referencial ndo inercial, e nele aparecerdo forgas centrifugas
e forgas de Coriolis. Além disso, nesse referencial, ha também uma lei de conservagdo — a constante de Jacobi.

Lagrange. dinamicamente (linha laranja)

Cada par de corpos celestes massivos tém o seu proprio (e diferentes) conjunto de pontos de Lagrange: Terra-Sol (veja Figura 5), Terra-Lua,
Saturno-Sol, Saturno-Tita etc.

Um aspecto muito importante dos pontos de Lagrange trata da estabilidade desses pontos. Se o corpo pequeno for ligeiramente afastado dos pontos de equilibrio de Lagrange, ele retornara ou se
afastara?

Os pontos Ly, L, e L3 sdo pontos instaveis, mais especificamente, eles sdo pontos de cela pois tém maximo em uma diregdo ¢ minimo em outra. Naves ou satélites localizados nesses pontos
precisardo fazer manobras para permanecerem na posi¢ao.
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Figura 5 — Sistema Terra-Sol. Os pontos de Lagrange L1, L2 e L3 estdo ao longo da linha Terra-Sol. Suas distincias aproximadas, a partir do centro da Terra: L3
trezentos milhées de quilometros; L1 e L2 um milhdo e 500 mil quilometros. Entre o Sol e a Terra, no ponto L1 , estd o satélite Deep Space Climate Observatory
(https://en.wikipedia.org/wiki/Deep_Space_Climate_Observatory) que estuda os ventos solares. Depois da érbita da Lua, no ponto L2, estio os telescopios James
Webb (https://en.wikipedia.org/wiki/James_Webb_Space_Telescope) e Euclid (https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid_(spacecraft)). Os pontos L4 e L5 formam com o
Sol e a Terra um tridngulo equildtero e, portanto, estio a 150 milhées de quilémetros do centro da Terra. O ponto L3 estd tio longe que qualquer corpo ld localizado
sofreria muito mais influéncia de Vénus do que da propria Terra

Os pontos Ly e Ls sdo estdveis desde que a razdo entre as massas dos dois corpos massivos seja maior do que 24,96 (que ¢ o caso do sistema Terra-Sol).

Devido a essa estabilidade, sdo nos pontos Ly e Ls que encontramos 0s asterdides troianos. Eles acompanham um planeta (qualquer planeta), percorrendo a mesma orbita deste. Alguns vao a
frente, outros seguem atras do planeta. Quase todos os planetas do sistema solar tém seus asteroides troianos. A Terra tem 2 asteréides troianos conhecidos: o 2010TK, que tem diametro de 300
metros e 0 2020XLs, cujo diametro ¢ de 1,2 km. Ambos seguem a frente da Terra proximos do ponto Ly.
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Figura 6 - A orbita de Arenstorf

(https://pymgrit.github.io/pymgrit/applications/arenstorf_orbit.html) com
a Terra no centro e a Lua a sua direita. Ela é uma orbita periodica e fica
no plano de rotacdo do sistema Terra-Lua

O problema circular restrito dos 3 corpos tem infinitas solugdes periodicas e infinitas solugdes cadticas. A
NASA, através do Jet Propulsion Laboratory, disponibiliza centenas de milhares de orbitas

periédicas conhecidas para varios sistemas: Terra-Sol, Terra-Lua, Sol-Marte etc.

Na Figura 6 mostramos a orbita de Arenstorf. Ela foi utilizada pela NASA para salvar a tripulagdo da Apolo
13. Essa orbita permitiu a espagonave permanecer proxima do ponto de Lagrange L; (do sistema Terra-Lua),
consumindo um minimo de combustivel.

A técnica da gravidade assistida é outro resultado importante do problema circular restrito dos 3 corpos.
Utilizando a gravidade dos planetas, essa técnica permite manobrar espagonaves tanto para aumentar quanto
para diminuir a sua velocidade, poupando, em ambos os casos, combustivel.

Essa técnica foi utilizada pela primeira vez em 1959 quando a sonda soviética Luna 3 alcangou o lado oculto
da Lua.

Vou tentar explicar a gravidade assistida de maneira ndo quantitativa utilizando apenas analise vetorial e
mudanga de referencial, seguindo este texto da NASA.

Considere uma espagonave se aproximando do planeta Jupiter.

Na Figura 7 (a), a espagonave se aproxima do planeta por tras, no mesmo sentido da orbita de Jupiter em torno
do Sol. No referencial de Jupiter, a velocidade da nave muda apenas de dire¢do, mas, ndo de modulo (vetor
azul v). No referencial do Sol, Jupiter tem velocidade v* (verde) e a velocidade da nave sera a soma vetorial v
+ v’ (pela regra do paralelogramo). Vemos que a velocidade final da nave V¢ é maior do que a sua velocidade
inicial Vj. A nave aumentou a velocidade, ¢ o efeito estilingue gravitacional.

Na Figura 7 (b), a espagonave se aproxima do planeta pela frente, no sentido oposto ao da orbita de Jupiter em torno do Sol. Vemos que a velocidade final da nave V¢ € menor do que a sua

velocidade inicial V;. A nave diminuiu a velocidade, & um freio gravitacional.
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Figura 7 — (a) Efeito estilingue gravitacional; (b) Efeito freio gravitacional

Para ilustrar esse efeito de maneira realistica e quantitativa, apresentamos, na Figura 8, o aumento de velocidade da nave Voyager 2 quando ela se aproximou dos planetas Japiter, Saturno, Urano

e Netuno. Sem o estilingue gravitacional ela s6 chegaria até Jupiter e ndo conseguiria sair do sistema solar.

e —

Figura 8 — Grdfico da velocidade em relacio ao Sol (em km/s) versus distincia ao Sol (em unidade astronéomica ~ 150 milhées de km) da nave Voyager 2. Em

amarelo, a velocidade de escape para a Voyager 2 conseguir sair do sistema solar. Fonte: Steve Matousek, JPL

(Continua na parte 2 — em breve)
Para acessar todo o contetdo do site “Noticias de Ciéncia e Tecnologia”, clique AQUIL
Para acessar todo o conteudo do site “Newsletter — Ciéncia em Panorama” clique AQUI.
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