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- PROCEDIMENTOS PARA CALCULOS COM SPLINES

MaNuaL DE REFERENCIA

Este manual contém uma exposicdao detalhada de algoritmos pa-
ra calculos com splines e a colegdo correspondente de procedimentos

codificados em ALGOL.

Encontra-se estruturado em tres partes divididas por Capitu-
los:
PARTE A - Resumos Teoricos

PARTE B

Descricao dos Procedimentos

" PARTE C

Listagens de Testes

PARTE A

Na parte A apresenta-se, resumidamente, a justificacado teori
ca dos algoritmos descritos na Parte B, bem como defini¢des e nota-
coes utilizadas em suas descricoes. Cada algoritmo terda como referén-

cia o nome do respectivo procedimento codificado em ALGOL.

A parte A comega porum prefacio e indice de contelddo do capi

tulo.

PARTE B

Os procedimentos encontram-se gravados em fita magnética =~ a
disposigao dos usuarios do CCE da Universidade de Sdo Paulo. A parte
B principia dando a receita dos comandos de controle para o B-6900

qQue torna acessivel ao usuirio os procedimentos splines desejados.




Apresenta em seguidauma breve definicio de cada procedimen-

to, relacionando-se de duas formas diferentes:

(1) em ordem alfabética de seus nomes

(ii) em ordem alfabética de suas finalidades.

As descrigbes dos procedimentos encontram-se em ordem alfabé

tica de seus nomes.

Cada descrigao possui as seguintes caracteristicas:

Titulo: capitulo, finalidade e nome.

Problema: dados e resultados.

Declaragao do Procedimento: nome e parametros.

Entrada e Saida: parametros de entrada e de saida.

Método: breve descrigdao do método utilizado.

Procedimentos Auxiliares: relagao de seus nomes; quando um procedimen

to auxiliar chamar outro, o nome deste ulti
mo vira escrito entre parentesis apos o no-

me do primeiro.

Multiplicagoes ou Divisoes: (opcional)

Algoritmo: descrigdo em linguagem LEAL ([1] , [2]):

Codificagao: linguagem ALGOL.

Apresentamos a seguir um INDICE DE CAPITULOS.A'nmumerac¢dd das

paginas € independente para cada capitulo e cada parte.

Setzer, V.W., Sanches, M.M; A Linguagem LEAL para Ensino Basico

de Computac3o, Instituto de Matematica e Estatistica da USP, RT-

-MAP-770L4, 1977.

Freund, G., Homem de Melo, 1.S., Yoshida, L.R.; LEAL, Manual de

Refer@ncia - 1980 - Publicagao interna do DMA do IME da USP.




PARTE A - CapiTuLo O

RESULTADOS BASICOS - . INTRODUCAO TEORICA AOS SPLINES POLINOMIALS
PREFACIO
Esta introdugao foi compilada de SPLINE FUNCTI@NS T ; de

Larry L. Schumacker, conservando-se as déefinicoes e notagoes adotadas

pelo seu autor.

A finalidade do resumo apresentado nesta introducio & servir
de apoio para uma melhor compreensao dos algoritmos implantados nos
i | ] 4 % < f - .
procedimentos codificados em ALGOL e descritos na Parte B.

A maior parte das demonstragoes foram omitidas, ou parcial-

mente omitidas, podendo ser obtidas diretamente da obra acima c¢itada,

Cap.4 e Cap.5

As referencias bibliograficas para os procedimentos implanta

dos sao as seguintes:

(a) Schumacker, Larry L.; SPLINE FUNCTI@NS I, preprint -, 1979

(b) Cox, M.G.; THE NUMERICAL EVALUATI@N of B-SPLINES, J.Inst. Maths
Applics (1972)10,134-139.

(c) Boor, Carl de; ON CALCULATING WITH B-SPLINES, Journal of Aproxi-
mation Theory 6, 50-62 (1972).

(d) Boor, Carl de; PACKAGE FOR CALCULATING WITH B-SPLINES, SIAM J.
Numer. Anal., Vol. 14, No.3, June 1977.

Os procedimentos deste capitulo referem-se unicamente a ava-
liagao de splines, de suas derivadas e integrais e a conversao da ex-

pansao em B-splines para a representagao polinomial por partes.

Os nomes dos procedimentos que comegam por BS envolvem - B--

~splines normalizados associados a ndos quaisquer, de multiplicidades




arbitrarias, definidos numa partigao estendida, Os nomes que comegam
por BS e terminam por H indicam B-splines associados com nos simples

(multiplicidade 1) de uma particao uniforme de passo h.

O material deste capitulo & suficiente para sua utilizacdo em
inumeras aplicagdes, tais como: interpolacao, aproximacao pelo Método
dos Minimos Quadrados, solugdo numérica de problemas em equacoes dife

renciais, etc.
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INDICE DO CAPITULO O

_ Pac.
1. PROBLEMAS DA APROXIMACAO
1.1 - POliNOMiOS === == oo e —————— A-02
1.2 - Polindmios por partes —-—-———=cccm oo cmmmm——e— = A;OS
1.3 - Polinomios splines —-----———————- = A-05
2. SPLINES
2.1 - Particlo A == —mmm e e A-05
2.2 - Vetor de multiplicidade‘7Tl _____________________________ © A-05
2.3 - Espaco o ( ]Om;‘?n; B) SO e s e A-06
* 2.4 - Dimensao de df R e i A-06
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2.6.4 - Construcao de uma fungdo com suporte finito ----- A-13
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2.8 - B-splines —=-——cresmmmmmmemm—sssesshsodans sessseh o s mns s A-14
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3. ALGORITMOS
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3.1.2 - Avaliagdo de um spline através de sua expansao em
B-splines(BSX2) -----=---------soomssmmsoomeosmmes A-19
3.1.3 - Partigao simples e particao estendida ------=----- A-21
3.2 - Derivadas(BSMCD) --------=--------TooTtToTooosooomommmmmoTs #-22
3.2.1 - Determinacao dos coeficientes de Di-ls(x), €
QS°(,?gm_j+1; Qm'; 8) (BSCDI) ---=--===-=mmmmmmome A-27
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1. PROBLEMAS DE APROXIMACEO

& Fungoes constituem a ferramenta matematica basica para descrigao e ana
-lise de processos fisicos. Somente em alguns casos tais fungbes s@o conhe-
cidas explicitamente, necessitando-se, na maior parte das vezes, construir
-se apfoximagﬁes baseadas apenas em limitadas informacoes sobre os proces-
sos fisicos que representam. Tais problemas de aproximagio -constituem a

parte central da Teoria da Aproximacgao.

Ha duas grandes categorias de problemas de aproximacio. A primeira de-
¥
las engloba os problemas em que toda informagao sobre a funcao desconheci-
da esta restrita a um nimero finito de véldres'da‘fgnééo; em geral obtidos
experimentalmente,e, portanto, sujeitos aos erros iniciais de observacao.

Estes problemas sao conhecidos como Ajustamento de Dados.

A segunda grande categoria envolve modelos matematicos que representam
inlimeros processos fisicos. Estes modelos usualmente descrevem equagoes ope
racionais que definem implicitamente as respectivas fungoes. Por equacdes
bperacionais referimo-nos acs problemas com valores iniciais ou de contor-
no em equagoes diferenciais ordindrias, em equagoes diferenciais a deriva-
das parciais, em equacdes integro-diferenciais, aos problemas de controle
otimo, etc. Estes problemas de aproximagao sao denominados *Problemas . em

Equagoes Operacionais.

A resolugao dos problemas de aproximacgdo envolve usualmente a seguinte
estratégia:
(i) Escolha de uma classe de fungoes com certo poder de aproximacgao.

(ii) Aplicacdo de um processo de selegao que permite separar uma deter
minada fungao da classe como solugdo aproximada .de.:um problema

especifico.

O estudo das classes de funcoes de aproximagdo & feito na Teoriov da A-
Prorzimagao enquanto que a pesquisa e a analise de algoritmos eficientes .

Utilizando tais classes, se fazem em Analise Numosics.
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Os polinomios, durante muitos anos, ocuparam a parte central da Teo

ria da Aproximagdo e da Analise Numérica.

As funcoes splines, entretanto, vem substituindo com vantagem oS po

lindmios como classe de fungGes de aproximacio.

A teoria das fungOes splines apresentou um rapido desenvolvimento a
partir de 1960 devido principalmente a sua grande utilidade nas _aplica-

coes.

As classes de funcoes splines possuem Otimas propriedades ..estrutu-
rais e grande poder de aproximagao. Devido a facilidade com que éﬁo arma
zenadas, avaliadas e manipuladas em computador digital acabaram sendo u--
tilizadas na resolugdo numérica de inlimeros problemas que ocorrelm  nos

mais variados ramos da Matematica Aplicada.

1.1 POLINOMIOS

0 sucesso da resolucao de um problema de aproximagao depende da exis.
tencia de uma conveniente classe de fungOes aproximadoras. Uma classe A
de funcgoes aproximédoras deve possuir pelo menos as seguintes proprieda-
des basicas:

1) As fungoes de A devem ser relativamente suaves.
(As funcgGes que representam processos fisicos sao suaves)

2) As fungoes de A devem ser faceis de armazenar e manipular em

computador digital.
(Muitos problemas que ocorrem no mundo real nao podem ser resol
vidos sem a ajuda de um computador digital de alta velocidade)

3) As funcoes de A devem ser faceis de avaliar num computador di

gital, bem como suas derivadas e integrais.

4) A classe A deve ser suficientemente ampla a fim de poder apro

ximar bem uma funcao suave qualquer.

. , il :
Sia 79, -~ fpl&] & B EAE s By rennkyeX TERISY § SSpagordos

Polinomios de ordem m (grau m—1).
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Polinomios foram escolhidos como classe de funcOes aproximadoras

porque O esPago-gqn possui as seguintes caracteristicas:

1]

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

TW% € um espaco vetorial de dimensio m com uma base conveni
ente.

Polinomios sao funcgoes suaves.

Polinomios sao faceis de armazenar, avaliar e manipular em com-
putadores digitais.

Derivadas e integrais de polinomios sido polinomios faceis de se
rem obtidos algébrica ou computavelmente.

O numero de zeros de um polindmio de ordem m ndo excede m—1.

Matrizes que ocorrem em interpolagdo ou ajustamento por polind-

mios sao nao singulares.

A estrutura de sinal e curva de um polinomio -esta. intimamente
relacionada com a estrutura de sinal de seus coeficientes.

Dada uma fungao continua em [a,b] existe um polindmio que es-

ta uniformemente proximo dela.

Podem ser obtidas medidas precisas da convergéncia das aproxima

goes polinomiais as fungoes suaves.

Embora estas propriedades apontem para os polindmios como ideais aos

propositos de aproximagao, na pratica foi observado que possuem um com-

portamento indesejavel, o que leva a conjecturar sobre a existéncia'® de

outras classes melhores de fungoes de aproximagao. Este comportamento re

vela uma espécie de inflexibilidade da classe 75, © constitui sua pro-

xima caracteristica:

10)

Muitos processos de aproximagdo envolvendo polinomios tendem a
construir polinomios de aproximagao que oscilam «descontrolada-

mente.

1.2 POLINOMIOS POR PARTESI

A maior objegcao para uso de O como classe de fungoes de aproxima




Cap-A-04

gdo e sua relativa inflexibilidade. Entretanto, para intervalos suficien
temente pequenos e polinomios de ordem menor ou igual a 3 ou 4, as osci-

lacoes quase desaparecem.

Este comportamento nos leva a pensar numa classe de fungoes de apro
ximagéo com malor flexibilidade que P porém mantendo suas boas pro-
priedades. A idéia inicial para a obtengao dessa classe & considerar po-
linomios de ordem relativamente baixa e particionar o intervalo de apro-

ximagao em subintervalos menores. Isto nos leva a seguinte consideracgao:

Dado o intervalo fechado I = [a,b] seja & = {x£}§ um conjunto de
pONtos tais qUE A= X, & Ky € swe < K, € Ko = By

. ! 1 1
O conjunto A, chamado particao de I, decompoe I em .K+1.subinterva=z

los I, = [x, , x; .}, i=0,1,...,K=1 e L, = [xgs x40
Dado um inteiro positivo m definimos

PP, (8) = {f: existem polinomios Pys Pyyeen, Pyoem ﬁ% tais
que f(x)=Pi(x) se x € Ii‘ i=0,...,K}, denominado

espago dos polinomios por partes de ordem m com nos Xg seees Xp oo

Se f € PP € claro que f & formado por KX+I polinﬁmios, -cdda
um deles definido em cada um dos K+I subintervalos. Embora ?D&?é sex
ja mais flexivel que 7 nao mantem, necessariamente, a desejada suavi-
dade, pois pode ocorrer que f € @Da3mm nio seja nem mesmo continua. Is
to desclassifica UDaﬁm como classe:de fuhgoes aproximadorés e € prova
velmente o moti#o pelo qual ate 1960 303%1 desempenhou pouca importan-
cia em Analise Numérica e Teoria da Aproximagao. Apesar disso polinomios
por partes foram utilizados em formulas de integragao numérica - (Newton-
-Cotes, Gauss), na resolugao numérica de problemas com valores iiniciais

em equacoes diferenciais ordinarias (Meétodo de Euler) e em analise na de

monstragao do Teorema da Aproximagao Uniforme de Weierstrass.
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1.3 POLINDMIOS SPLINES

A fim de conservar a flexibilidade conquistada em PP, ¢© manter
a suavidade de aqm& definimos a seguinte classe de fungoes, chamada es
pago dos polinomios splines de ordem m com nos simples nos pontos T, s

mg’.."m}{
§, @) = PP, ) N ™2,
m m ?
Variando-se o grau de suavidade entre os subintervalos pode-se defi
nir diferentes espacos de polindomios splines.

Além dos polindOmios splines ou splines polinomiais existem os spli-

-~ I i » iow . R T ‘. ‘.
nes nao-polinomiais - € 0S splines multidimensionais.

Neste texto vamos nos restringir aos splines polinomais e por .isso

muitas vezes referir-nos-emos a eles simplesmente por splines.

Verifica-se que os splines conservam praticamente as 9 primeiras ca

racteristicas de 7, acrescida da seguinte:
10) splines de ordem baixa sao bastante flexiveis e nao exibem as
oscilagOes usualmente apresentadas pelos polindmios.

".2. SPLINES

2.1 PARTICAO .A

; ; K
Seja I = [a,b] e A =i{x;}1 tal que a=Xg $X1 <...< Xy <Xp,g = b
uma particao de I em X+1 subintervalos Ly = [ki’xi+lj' i=0,...,K-1 ¢
R E S v B

2.2 VETOR DE MULTIPLICIDADE

Seja m um inteiro positivo e = (m ,..., m ) um vetor de ‘intei-

Tos que Satisfazem 1 = mi = m, j_--]_,z,...,K.
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2.3 SPLINES POLINOMIAIS OU SIMPLESMENTE SPLINES
Seja §(Pm; DU ; 8) = (s: existem polinomios po, P1s +++ » P enp
Tn tais que stx) = Pi(x) para x € Ii’ s
i=0,1,...,ﬁ e, alem disso,
DjPi_l(xiJ=DjPi(xi), §=0,1,...,m-1-m,,
gl Bniin 2K}
Denominamos Q?( Cpm;‘?’ﬂ.;l A) espago dos polindmios splines de ordem m

COM NOS X1,e««.,Xp de multiplicidades M1, ees, My, respectivamente.

Como as multiplicidades podem ser diferentes os polindmios por par-
.tes. em. QP(ﬂDm;th; A) geralmente possuem graus diferentes de suavidade

em cada no X;y 1=1,... k.

Se m; = m, i=1l,...,k, dois polinomios splines Pi-l e Pi definidos em

intervalos vizinhos ao no Xy podem nao estar relacionados entre si e apre

sentar em X; um ponto de descontinuidade. Concluimos que neste caso
S(Pusin; 2) =P P(8)
Se In - (1, ,;eeeyl) eritao c?( Tm; P 8) = (\S:H(A), isto &, -corres-
ponde ao espago spline mais suave possivel.

Em muitos problemas praticos usualmente se formula o problema de a-
proximacao sobre I = [a,b] e, neste caso, utiliza-se o espago
é?(TPIn;QYl; A) definido sobre I.
Entretanto, cada splines s € Q?('@3m;971; A) possui .uma .extensao
natural em R definida por s(x) = Po(x) para x < a e . s(x) =.Pp(x)

para x > b.

2.4 DIMENSEO DE &

e~ =3

m

QSD( Pm;; p) é um espago vetorial de dimensao n = m + sEyms

A estrutura de espago vetorial decorre da propria definicao de

CS:’("‘?3111;"77’1.; A).
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- m 2 -
Seja s € e?('o’-’m;‘?n; 8} e P (x) = .Zlciij, i=0,1s..,k ‘05 poli-
. J=

nomios que representam s em cada subintervalo I 1=0,1;s45 K. TEsPEC

i’
tivamente.

A dimensao de :S%']3m;ﬁb1; A) igual a n decorre, intuitivamente ,

da seguinte consideracio:
(1) numero de coeficientes livres (k+1)m

(ii) numero de equacdes entre os coeficientes impostas pelas condi

= o . k
¢oes de continuidade em cada no de A = {xi}k : _Zl(m-mi)
3 i=
(iii) numero de coeficientes independentes:
k k k
(k+D)m- I (m-m.):= km+m-km+ 2 m, = m+ > m. = n
. i : i . i
1=1 i=1 i=1

'A demonstracao rigorosa deve vérificar que as condigoes (ii) sdo de

fato independentes entre si.

2.5 BASE DE UM - SO - LADO de & (Pm:P; &)

Como (Pm € cgj( Pm; M 4), uma base de é°('a’~>m;9n; A) deve conter
uma base de m. Portanto, m das n fungoes de uma base de
CS% P A) podem ser

s (F-8); [6a)%isess [-a) 2

Os outros n-m elementos da base sao obtidos a partir da seguinte

consideracgao:
Dy X ¥ ¥

>

- L] . 0 _
Seja (X'YJ1 = (X-Y)J[X"Y)S y )2 03 (X“YJ,'_ - {1 x 2y

Definindo-se :xp = a € mo = m, demonstra-se que

i q B
{pij G = (emxg) I } 131 j=0

€ uma base de d?(?FJm;an; A), chamada base de um-so-lado (one-sided-ba-
sis)

) >
enquanto que para X < X.

Note que (x—xi)i = 0 para X < Xj i

(x—xiJi = [x—xi)j € um polinomio de grau j.
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Em relagdo a esta base s € &7 Pm;M; A) & expressa por

k .l'['li k

s(x) =;L; 421:C545055(x) pH 3211 ¢;5x-x )1, x € [a,b]

Embora Util para consideracdes tedricas esta base nio & conveniente
para aplicagdes numéricas. Por exemplo, a avaliacao de s(x) para x_proxi
mo de b exigira a avalig3o de todos elementos da base. Além disso, veri-
ficou-se que o processo de avaliagdao € muito instavel do ponto de vista

numerico.

2.6 UMA BASE LOCAL E SIMETRICA PARA q?(zf-)m;’b’l; A)

Devido a instabilidade numérica no processo de avaliagao de um spli
| i
ne representado na base de um-s6-lado, um grande numero de métodos que ~

envolvem computagao com splines utilizaram alguma forma de representa

¢ao de splines através de polindomios por partes.

0 estudo de funcgOes simétricas dotadas de suportes adequados, chama
dos B-Splines, permitiu a introdugao de uma base com propriedades locais
extremamente uUtil para aplicagoes numéricas. No inicio nao houve muito u
so dessa base formada por fungoes B-Splines. Greville em 1964 fez uma das
primeiras aplicacgOes em problema§ de interpolacgao. Apesar .das .vantagens
numéricas dos B-Splines o uso de polinomios por partes, tornou-se mais po-
pular. Talvez a utilizacao de diferengas divididas.na definigao de uma fun-
cdo B-Spline tenha contribuido para seu pouco uso no inicio. Entretanto ,
a partir de 1972, a descoberta de uma relagao recursiva (Cox e.:de.Boor)
por meio do qual se pode gerar B-Splines de uma certa ordem a)npartir de
B-Splines de ordem imediatamente inferior, levou a formulagdo de algorit-

mos de avaliac3do numericamente estaveis. O uso dos B-Splines a partir de

entao passou a predominar nas aplicagoes.
Apresentaremos a seguir resumos de resultados uteis para a definigao

de fungSes B-Splines.
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2.6.1 MATRIZES E DETERMINANTES

: m : ”
Seja {ui}i um conjunto de fungoes definidas em I = [a,b] e
Lin Thyeme s tm pontos de I tais que t; < t§<... <tm.

Chama-se matriz associada com {ui}? e {ti}? a

irg () uz (ti) % o um(tl)_
L, tz2, oony to u; (tz2) uz (tz) cee ot (t2)
M = .
Ul., uz, v ey um : .
t
311( i) U2(tm] s um(thJ
-- 1 - . . . tl" LI | ;tm .
cujo determinante indicamos por D 3 o )
1, e B 1L ] m
Seja t], < t2 S - t = T1=’...,= T.]_( T2=,.._,=T-2<':_.( T =,‘-., T =
s m - Jo it ") d -‘d 1_5‘
R-l R,z ,Q,d

to €, um conjunto de pontos de I onde alguns *'s s3do iguais a outros.
d

g1

Nesta notagao o ponto T, aparece repetido Ri vezes e 25 m
Supondo que as fungoes u;, ... , u, sejam suficientemente .diferen-

ciaveis, definimos:

( w( T1) BalTa) wen @ ‘qm('f1f- )
Du;( T1) Du(7T4) ... DUm(Tl)
[
(t: —— D" a1y 0P (T L DMThy (T |
Ul 5 aee o um 4 : :
u ( T4) uz(7d) gn(Td) 1
Du, ( @) Duz(Tq) ... Du (Td) | »%,
a1y g pMup(tg) ... Dzd'lum( Ta)| |
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2.6.2 MATRIZ E DETERMINANTE DE VANDERMOND

i-1
M . . Neste caso

M * tl,-tz,qtu,t
: 102k s 1ys gl

Seja {ui}T {x

*ll

VM(t,, tz,...,'l‘.m)

3 3

= .
€ V(tlstZ,--.,tm) = D m_l
1 Sx ,t-.,xm
Se os pontos {ti}T sao todos distintos, ' V(ti,...,t )=[ l(t"ti)
. j m ]_Si'«:jSmJ
151i<jsm.
52 € : tz = et . t = T1=.,,.=T1< Tyo=.,.=T2<,.. <Td=... =Td entao
m L—-—'——"-"v——““-, s S « §
Ly d 2’2.-21—1 L R’d
18i<j% d =1 e
m-1
Se t; = tz = ... = t_ entao V(tl,tz,._,,t)=| I\,:
m - b

2.6.3 DIFERENCAS DIVIDIDAS : |

Sejam ti,t2,...,t ., pontos do campo de definigao de uma funcgzo f.

Chama-se diferenca dividida de ordem r de f 32
D tl,tz,...,tr+._]> |

1 ,x ,..o,f i‘
D(tl,tz,---,tr_'_l ) |
"ORL (X G owe g R®T n

o T+l
Esta definicdo permanece vialida para qualquer ordem dos pontos {ti}1 ;

[ta,ta, et q] £ =

lots 6, se Ty 2 €a 854, 2 € o sio pontos em ordem crescente do conjun

to {ti}r+1 T [fl,---vfr+1]f = [t1se0est g1
1

Se os t's forem distintos entre si a diferenca dividida estara defi

nida para qualquer funcao que assuma valores finitos naqqeles pontos.

idos entao o determin
Entretanto, se alguns t's ocorrerem repetido ante

do numerador utilizado na definicdo da diferenca dividida .ira ..depender
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de certas derivadas de £ e a diferenca dividida pode niao estar defini-

da.

PROPRIEDADES

1. Se ti,....t ., s&8o pontos distintos entio

i :
[trsmenaty, 1€ = izl [f(ti)[g:j[ti"tfﬂ

J#i
Se ti,ts,...,t = T T T d =
] ] r+1 (_19-:0, 1})(2,_’;0,1-2;,-0.,'5_(1 PRI Td 3 '§ £Ii'_r+l
= %2 ¥ 151
sendo T1 < T25... " entao
| {
d b j-1

CONSEQUENCIAS

(1) A ordem dos pontos t's & irrelevante na definigdo de diferenga divi
- dida.

(ii) A diferenca dividida & linear.

Z. Dados ti,tz,...,t g nao necessariamente em ordem e uma fungao f

suficientemente diferenciavel entao
[}2:frr?tr+ljf # [etgens gt

B8 %3 f Bugs [Bayeos gy JE = —
T+l
By b1 =T W oee ® g [t1,....t ,Jf = DIE(t2)/r!
+ - .
se f€cC'[a,b] , a=min{ti}f+1 e b=max{ti}f 1 entio existe 8,

a S8 <b, tal que

DY £(6)
[tl,...,tr+l:|f = -———r—-r.

3€ f(x) = Xj entao [}1,--"tr+1]xj -
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e po(tl,...’tr"'l) = 1

,--c,t = . - 5

£z < . < .
12 iy = 4 8 ,,, 4. 8 ys1
L
sendo a soma estendida para todas escolhas de £ in-
teiros, em que £ indica repeticgao.

Por exemplo

P1(ti,ta,ts) = ti+to+ty

Pz(ti,tz) = ti+t t,+t}

Existem (r+&)!/(r!&!) parcelas.

3. Regra de Liebniz : -

S8 Bagl9 = wusl sao pontos do campo de definig3o de ‘duas: fun-

T+1

coes f e g suficientementes diferenciaveis entao
[t t_ .]fg = Sk [t t.]f [t t_..]
1oy ]"+]_ g i'-'—"l 1 s sy i i,t.t, r+l g

4, Seja t, 2t L0 Bt e j, entre 1 e r+l, fixado.

r+l

Se tj ndo aparece repetido e f & suficientemente diferenciavel en-

d - T
tao -a—-‘E—:v Etl’...,tr+1]f = Et],co-,tj_latj'stj1tj+l$'"ltr+l]f

J

| g .

5' Seja tl)l.l,tr+l = Tl,v-ongstQ""sz""!T 3""‘1- ,i--l i - r+1
. A sen 3 L V__) (————v—-—‘)
2 %2 %y
Consideremos o caso em que todo bloco Tj,...,T; se move.
21 2i+1 'Q'-d

— + = - -8 8y = 3 e e ey

Se Ti < Tigg entao %?' [t1,--°’tr+£]f E1[T1’ i Td]f

1

9+ ) P ¢« T. a mesma expressao vale pa
AFMdg 37 @ derivada a direlta. Se T;.3 1 2 =

i
Y& a derivada a esquerda %%f .
1
°. Be & t sao pontos igualmente espagados com passo h, isto e,
1"".,

r+l
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respectivamente iguais a t, t+h,...,t+rh, chama-se diferenga simples de.

ordem T a

_ 4
by £(t) = A(ATTHE(E)) = ... = A (8y (b £(2))
('_“——-’
T

sendo A f(t) = £(t+h) - £(t)

Sao validas as seguintes propriedades:

Aif(t) = r! h' [t, t+h,..., t+rh]£
- _a
ﬁif(t) = ¥ (-1 T )f(t+ih)
i=0 £
| . ) ) . ; 10, i #
. -ﬂﬁxl = r!hT8ir, i=0,1,...,r ( 8. = )
1 1, i =71

|8, £Ce) | S 27| €],

. Se £ € C'[t,t+rh] entdo af(t) = hW'D'E(8), t 6 £t + rh

2.6.4 CONSTRUGAO DE UMA FUNGAO COM SUPORTE FINITO

S6i& My R Ty % sew ¥ Tl s 25 S ity 323 Zusee pd B
a i (x - T, tx - TV
B(x) = z I a3; ——— ¢ onde ————+ sao as fun-
i=1 j=1 I (m-j)! (m-j)!

coes de um-sé-lado utilizadas na construgao de uma base dec?(j%nfoJ A)

Pode-se demonstrar que

s

d - . w v

(1) Se & Ri > m entao existe {aij}i=f“ j=%’ nao simultaneamente
i=1 T ) ;

nulos, tais que B(x)=0 para X ¢['M3T}ﬂ* 0 intervalo [ Tl,Td]

chama-se suporte de B(x).

23 L2 R‘_d
d - . 3 & > T m-1
(11) Se 7 ’Q‘i = m+l1 entao B[X} =C Erls-”aTJ-’Tz"”‘TZS"'TJ""’Idj(X-y)+

i=1
onde c & uma constante ndo nula, ou seja B(x), a menos de um

fator de multiplicidade, & a diferenca dividida de ordem m+1

m-1
da funcdo de Green (X-Y),
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Se de;ejamos construir uma base deé?(ﬂDm;ﬁhl; A) tal que a cada ele |
mento esteja associado um suporte local, pelos resultados anteriores de-

veremos considerar diferencas divididas da funcio (x-y)™ 1.
+

2.7 PARTICAO ESTENDIDA & ASSOCIADA COM §(Pm;NL; A)

’ _ k s
Seja & = {x;} uma particdo de I = [a,b], 1 Sm, S m, i=1,2,...,k.e

s < =
ym+2 l-l_yn X],...,X},....XK,..-,Xk
l—'---—-w--——) —_ )

mi My !

chamamos A& ={yi}T+n partigao estendida associada camé?Lth;Qﬂg A)

2.8 B-SPLINES

< < < < < ... uma sequéncia de numeros reais.

Seja ... Yoi = Yo =1 = Y2

Dados os inteiros i e m, m > 0, definimos

L m-1
L[y o Yiapd(XY)y T S ¥y < Vi . |
Q? (x) = |

0 em caso contrario
para todo x real.

m . ; 5
Qi (x) chama-se B-splines de ordem m assoctado com 0§ nos_yf“,.,aam

Demonstram-se as seguintes propriedades:

= m
| o)™ Oy ¥1)" 58 X €.y
1. Se - 30 Q'(x) =
Y: < ¥:. .=...=y., entao Q. (X) 5
1 i+l 1+m 1 0 em caso contrario
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m-1 |
) (Yi+m—x) /(yi+m-yijm se x € [yi’yi+m3
Se Yi:---=yi+m__f Yi‘*’l’[l entao QT(}() =

0 em caso contrario

2 Se yl yi"'meyl S € S)’i.‘.m = Tl,'.., T.l,ltl, Td,ooo, Td entao
B g
X)) = T I aglx -t )V ¢ L. =
&G "y ey Jk( D4 om aJRJ_ L B T

k _ K m .
e D... Qr]r_l( Tj) 2 D+ Ql (Tj)a kzoala"'sm_gj- 19 J=l,2,. -

it

d

Estes resultados mostram que Q?(x) € um spline polinomial de-ordem m :com  TNOS
em  Ti,eee, Ty de multiplicidades, respectivamente, Rl,...,%l ;

i

2 I > ’ - o
i Seja m=2 e ¥s W e entao

@+ by - 0@
Fsm ~ ¥

¢ &

, para todo x real

Esta relagao recursiva que relaciona B-splines de ordem m com B-
-splines de ordem m-1 proporéiona algoritmos numericamente estaveils pa
- ra avaliacao de B-splines e se estende para suas derivadas conforme vere
mos na proxima propriedade. '

m-1 _ oh-1
Fm 1?(Qi (xJ Q1+1(x)J , para todo x Teal

m -

4. D,Q;(x) = 3
Yiem ~ Vi

S. Sem>1 e ¥y < Yiam entao

QT(x) > 0 para x € (Y55 Yisp)

Q?(x) = 0 . parax £ (¥;» I

I~

Sejaa: o numero de repetigbes de y; em ¥; = i
_oom-o.-1 ~m.. -0
QP = 0,Qyy) = ... = DT QGO

_qy+K=-0: K Am smetls 5o eyl
t-13 10, B Cyg) =0, Bemegy

1A
IA

~ Telo) . em . . .
Seja B., o numero de repeticdes de Y;.g ¥y b ST
1+m

m-B.. -1 i
m m _ = i+m " (y.,.)=0
Qi(yi+m) =D, Qi(Yi+m) = e + Vi+m

— =mM-0 - ,...,m—l
(-1)™m Bi+m Df Q?(yi+m) > 0, Kem-Bj.p
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i. Se Y, < ¥y47 ©nt3do os B-splines {Q?}i=£+l—m geram o espago dos po

linomios de ordem m, vgm, sobre [y£ ,y£+l),

Com maior generalidade: se £ < r e y < y_. entao
r=1 T

m,r-1 ~ . .
{Q;}y_m+1  S20 linearmente independentes sobre [yg,, Yl

2.9 B-SPLINES  NORMALIZADOS °

As propriedades anteriores mostram que Q?(x) € um - spline polino-

mial de ordem m com nos em Y iseees Yy

j+p+ Entretanto, sua magnitude ~va-

ria amplamente dependendo -da localizacio dos. ngs = Por exemplo , em
Il . -

Dry » Y5410 Qi = Y (¥54q - Y;) pode ser um nimerd extremamente' grande ou
extremamente pequeno, dependendo do espacgamento entre os yis,. Do ponto
de vista computacional €& indesejdvel manipular funcdes que assumem ,valo-
res muito pequenos ou muito grandes. A fim de evitar este tipo de ocorren
cia introduzimos um fator de normalizacao nos B-splines, definindo os 'B-
-splines normalizados, indicados por N? (x).

B-splines normalizados associados com 0s nos Yjporesly,n

=

Seja y. <y € Y3 S eee = Viem

Por definigdo, N} (x)=(y;, Y1 )@ CO= (-1 0y ¥) By oo Vgumd 0T

1+m

Propriedades

. % N?(x] = 1 para todo Xx € Da,, Yj+1)
1=j+1-m

Isto &, os B-splines normalizados formam uma partigdo da unidade e

Para m 2 1, 0 £ N™(x) £ 1 para todo x real.
i

-1
2, N?(x) = (x_yi)Q?_l(X) " (yi+m-x)Q?+1(x) para Xx € Fé,b]

]

'}n+m’n=m+
i°1 i

o éP(?°rnf7n.; A). Teremos:

1| =™

m.,, uma partigao estendida associada
1

Seja § = {y i
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n i
{Ni}l € uma base de QS} TPm;an; A)
m
N. (x) > 0
T PRTR X B g 4 viap)
m =
N;(x) = 0 para x ¢ Oy o+ Vieg)
LR _
izl Nj(x) =1 para x € [a,p]

3. ALGORITMOS

3.1 ARMAZENAMENTO E AVALTIACAO DE UM SPLINE:
: [ 4 ' - ’ 7 i i i
Seja s € QSR ﬂaln;qbl; a) e'{N?}? B-splines normalizados .associd-:
dos com uma partigao estendida 1 = {yi}T+n. Entiao s =i£l
determinados de modo Unico.Esta com

m
ciNi(x),
YV x € [ym » Yp+1) sendo cj,...,c

binacado linear chama-se expansao B-splines de s.

Devido a unicidade de representacao de um spline s atravées de . seus
-Ccoeficientes numa expansao B-spline, para armazenar s num computador bas

ta armazenar o vetor de coeficientes c = (c1,.--,Cn)

3.1.1 AVALIAGAO DE UM SPLINE s ATRAVES DE SUA EXPANSAO EM B-SPLINES - I

Devido as propriedades locais de suporte dos B-splines, para compu-

tar s(x) necessitamos computar apenas uma Ssoma envolvendo m dos n B-

~Splines da base.

n m
Seja s € S Pm;M; 8) e s=;I; ¢ N (x)

— L . m
entao s(x) = L :.ciNi(x)

< <1
Se x € [yz ; y£+1) sendo m 2 -

Os valores dos B-splines para computar s (x) podem Sef obtidos atra-

'es da geragdo da seguinte matriz triangular.
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2 2
QE—l(x) Ql(x)

m-1 m-1 -1
Q2+2—m(xj e Qa—l(x) Q?fx)
m m m
N£+1-m(x) N2+2—m(x) e Nﬁ—l(x} Ng(gj

Os valores desta matriz s3ao computadas de forma eficiente e estavel

- l _— -
a partir de Qﬂ(x) = e da relagao recursiva dos B-splines. A ul

Yae1 T Yy

o -1, .
R A

~ tima linha obtem-se a partir de Ni(x) = [x—yi)Q?-%(x) + (v

As vezes necessita-se calcular o valor de s(y£+1 - ) = 1lim s(x).

Se Yo+1 possul multiplicidade m, em geral s(y£+l - ) # s(y£+1 + )

Na pratica esta situacgdo ocorre quando se utiliza um partigao . estendida

comy; =y, = ... = g = 8% b = Ypi1 ™ vo¢ = ¥Ypom © Se deseja o wvalor
de s(x) para x = b.
n " . = G
Se s(x) = .§ c;N; (x) ey, <y, entao sOp41 ) = F‘.Cii;(y£+l =)
= : i=2+1-m

sendo os valores de N? (y£+1 -) calculados através da matriz :triangular

gerada a partir de x = Yo+l

Os valores da Gltima linha da matriz triaﬁgular sao calculadoes atra

ves do procedimento BSMQ (B-spline Matriz Q)

Dados x em [a,b] e o Spline s através de sua expansao em B-spli-
Nes, a avaliacao de s(x) exige que antes se determine o intervalo
[yﬂ ’ y2+1), A pesquisa de 2 tal que Y, < x % Yyua pode ser feita atra-
Ves do método da bisseccao do intervalo original ao qual Xx pertenca.

0 ;alor de & & obtido através do procedimento inteiro LBISEC. No ca

SO em que se deseja construir uma tabela de s(x) o procedimento anterior
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pode ser otimizado uma vez que cada x considerado na tabela esta proxi
mo do anterior. Utilizando-se uma estimativa &x de & e LBISEC .cons-

truimos o procedimento inteiro INTERV que fornece mais - ‘rapidamente o0

valor de 4.

A avaliagdo de um spline s € & (Pn;?; o) através de sua expan-
sao em B-splines num ponto x de [a,b] obtém-se através do procedimento

BSX (B-Spline X).

3.1.2 AVALIAGAO DE UM SPLINE s ATRAVES DE SUA EXPANSAO EM B-SPLINES-II.

I {

Existe um algoritmo alternativo para avaliar 's(x) mais eficiente

que o anterior e que dispensa os calculos dos B-splines normalizados. Ba

seia-se na seguinte estrategia:

n —
s = 3k N = gB & ey QM e ¢+ oy

(1] _ . n ~
do-se c,=c; e a relagao recursiva para Ni(x). Como N?(XJ“{Yiﬂﬁ?&)dfﬁo

i X)Ql+1(x)}ut1112an

segue-se ( )
n [1] CGe=p3) L. Vigamd ™
st = ol B o AR a oW )
Yi+m-1771 i+m i

n I = F= ¥ | a1 n [)[ Yiem = X m-1
s(x) = jI; c; [y_ } Ny “(x) *+ 38 ¢ Viem - Vil Nj+1 ()

M -] g, o n [l XY At ‘E’ [1] Yim-1 = X !

s(x) = ¢, AN N () +;E,C; Vo s | () +;Iy < ‘?E:;:Ejygﬂ ;  X) #+
Dq +m -1
" % y2+$ n+1 1 09
[1] [1]
r )e; (]
A -n| 1 no (oySy * Uiama ™ el Sy - x 1
s(x) = :
e m ™Y - b +iEZ Yiem ~ Y3 ’ § Yn+m Vn+1 n+l(XJ
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Introduzindo-se éﬁj = glj w B

hey T e definindo-se
Y [1]
é?] =.(X-YiJci + (yi+m—1 - x) €, [2] 8
t Yiem-1 ~ Vi OuC; =0 5se ¥Yiupg ~ Y3 T

podemos escrever

n+l |2
s(x) = iglcEqNW‘z

‘Repetindo-se o mesmo tipo de trasformacio em relagao aos -B-splines

normalizados obtemos genericamente para todo 1 S i Sm

n+%—1

Sl = i=1

[J:I m-q
-J+1
< (x)Ni (x)
| (3]
com o0s ¢y Falculgdos.requrs;vamente a partir de

)

i =ci} 1 =l’ 21 » I
01 _ [ .
Cy = Cn+j =0y 7 =1, 2, , M

ey o L + P gseg =) AN

» S€ (yi‘+m--j - )'i-) 29

; Yiem-j 7 Vi
£2+11x)=

0, em.caso contrario

para i =1, 2, ..., n+j e j =1, 2, «ssz D=1,

Em particular , se Yy, S x < Ygsp teremos:

L = L
s = ¢ el = 5 AN == 35, N o = MmN g - o[
: 1 % ; i 1 1=8 1 1 L L [
1=2+1-m 1=4-m
; (Y,o1 = 7,)
pois Ni = (y a1 - Y )Ql - g+l L =
* o (Yge1 = V9)
O valor de s(x) = cgﬁ] pode ser obtido pela geragao da seguinte ma

trig:
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Cgl;l] c [1] — C[-l]

+1-m L+2-m
[2] 2
ot . [
CRI;"?]

Se a matriz for gerada a partir de x = Ypu1 obtem-se

s(y£+1 -) = 1lim s(x) = cDi]
x4y 4
2+1

O valor de s(x) através deste algoritmo & calculado por meio do pro

cedimento BSX2.

'3.1.3 - PARTIGAO SIMPLES E PARTICAO ESTENDIDA .

A avaliacao de um spline pertencente a é?(znnu(hi; A) supOe como
dados do problema, alem do vetor dos coeficientes, a identificagao de o,
Essa identificacao & dada por m=ordem dos polinomios por parte, pelo ve-
tor de multiplicidade I - (11,22,...,£k), pelos :Inos rda;'partigﬁo

A = {xi}i=§ e pelos extremos a e b do intervalo I subdividido por A.

Pode-se também identificar Q? por m=ordem dos polindmios por parte,

n=dimensdo de & e pelos nos {y.}?:? da partigao estendida A .associada

a é?( ﬁsm;cb1; A).

Recordemos que

k
A= {x;}] com a < X3 < ... <X < b

m= (21:---,£kj, sendo 1 z 2'1 = m, i=l’2a"l' e
k
n=m+ I g.
F=] ik
A = {yi}T+n satisfazendo a
- < < < _
Yi = Yeo- ¥y T E :
11
< < .S ey LTSy K
.* ym+£L‘ L?m+21+1 = -;__ Ym+£1+%gJ (_m+ TR - m+ i§l£13
21 Lr Ek
& < < <
b Yn#1 T Yne2 Ynm
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A fim de facilitar a conversao de um para outro grupo de dados AL
senvolvemos os procedimentos PTE (Particao Estendida) e INVPTE ~(Inverte
Partigao Estendida) que, respectivamente, definem % a partir de A e vice

-versa:

PTE(m 0.y k. a,b, &,%)
Entra: m,k,a,b,{zi}¥, {xi]¥ - Bais n,{yi}?+n
INVPTE(m . n,y.k,a,b,8,%)

Entra: m,n.{yi}T+n ¢ Sai: k,a,b,{ﬂi}¥ 4 {xi}¥

Os respectivos algoritmos encontram-se descritos na parte _B..deste

capitulo.

3.2 - DERIVADAS

Se s E€ é?(ﬂonuqbl; A) entdo D, s(x) & uma fungao continua a di-
reita de x em R.

) y *
Alem disso D s € c§t3%v1;?n2 A), sendo sz= (mi“"’mk) e

} - .
my; = min(m-1, mi), i=1,2,..,k.

A existéncia de D, s(x) para.todo x £ a decorre de ser s(x) um poli-

nomio por partes enquanto que em nds de s a propria definicao de :spline

assegura a existencia das derivadas pela direita e pela esquerda.

A continuidade de D, s pela direita resulta do fato de ser s um poli

ndmio em cada intervalo [x;, X;,9), 1=1,2,....k, fechado a esquerda.

-

E evidente que D, s & também um polindmio por partes de ordem m-1.Se,

. I\ == - - bond -
por exemplo, s,D .s,...,D,s sao continuas em x., entao sao continuas D s

D+(D+S),...,DI-1(D+S]; resulta daqui que m; = min(m-1, m;}, 1=1,2,...k.
Considerando-se a expansao de s numa base de B-splines, podemos es-=
crever

n m
s(x) = igl = Ni(x)’

k
onde n=dimensao de éD( P 8) =m+ 5 My

; n
Dai resulta D,s(x) = ;I ¢; D, N?(x].

k]
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1
De NT (x) Q1 (x)-Q7 ] ()

Oiam = ¥1)QG () e de D Q" (x)=(m-1) (3.2.7)

Yiem Vi
obtemos

a m-1 (x)
D,s(x) = 3L1 ¢354y y3)D,Q00) = 'El ‘:i()’iwum‘)’i)(m—l)EQ (-G53 ]

Yiem Vi
n M-
D,s() = ;I; m-1c. [P - 1090 = 4 e @ eor ML e e; &)

Tendo em vista que para x € [ym, Y. )
1 m-1 = = =
(x) = (-1) Brav-eeavpd o972 = D™ By, ] ey)™ 220

o Bl = : =
16 = DT Brpgee e Yand G2 = D™ Bty g0y 16ey)™ 2 20, ven

n (c; = ¢59)
D,s() = 32, (-1 - ¢; P = L, @y 23 -y
Yim-171
Definindo-se
) C. - C:_ _
(m-1) =2t S€ Yiem-1 ~ Vi 70
Y'+m_l-Yi
[2] — { 1

0, em caso contrario
S

m-1

I

. m-1 _—
i=2,3,...,n e substituindo-se (y1+m 1 -~ Y3 )Q por Ni obtemos #final-

mente:

D,s(x) = 122 cEZJN?'l(X) (3.2.2)

Obervagoes:

: o )
1. Se - (ml,mz,___,mk) = (1,1,¢..,1) entio M =M e q = n-1, sen

_ Oy
do fi e n, respectivamente, as dimensoes dos espacos ‘éstagmflfkn s 4)
e $(Pm;Mm;
! - nenhum c[?] 18 can s & Fegs
Pela definigao (3.2.2) observamos que i ’ ’ ’

ricamente nulo porque o demominador Yj,p.3 7 Vi 70 para.. - todo
) = _ .
,n. Como a dimensao de $( Pm-1; 75 8) &7 = n-1, conclui

n 4O )
mos que os B-splines {N?-l)g constituem uma base de d?[’yomrl,?n.;A),

m\

i=2
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uma vez que sao linearmente independentes.

Na relacdo de recorréncia (3:2.1) utilizada para obter (3.2.2) as
=oc Bespli m-1, . _ m-1p - m-2 = sfini-
funcoes B-splines Qi (x) = (-1) [&i""‘yi+m-1](x_yj+ sao defini

das em nos {yi}T+n da particao estendida associada a d?(’?am;qh?;

Indicando {?j}T-1+n os nés da particao estendida ;. associada a

P s - - e
é?( F%rlﬁhl; A) teremos as segulintes relagoes entre as duas partigoes:

. m+n ~ Jm-1+n
(1) iyt =yl ysh L -

(11) yj = 7j+1’ j=1,2,...,n-1

Bl i -1 J : =2
Substituindo (ii)em NT x) = -1)™ ] ™ Y;) [yi G ’yiﬁn—i] (x—y)T
-1 _ m-l- 0 L I = m-1 -l
- obtemos N? x) = (-1) {yi+m_2—yi_l)[}i_l,...,yi_l+m_i](x—y]+ (x), onde N? indi

ca os B-splines definidos sobre nos da partigao estendida associada a

}
S Pm-1;%7 ;
Portanto, de (3.2.2) vem

D5 = ;F, AW B, cH Nl -0

. ) = L ot N bl il - 3 &N sen-

it T il

do Ej = c}%% IR Wi JRPCIS

- b
2. Se Qh2= £11 [ p—— mk) = (m, my..., M) entao am = (m-1,m-1,...m-1)
~ R 3 -
e n = n-1-k, como decorréncia das definigoes de M e dimensio de ‘espa-=

Gos splines.

Aparentemente a definigdo de D, s(x) por (3,2.2) encerra uma contra-
digdo, pois expressa uma combinagdo linear de n-1 B-splines, que 550 1i-

nearmente independentes, num espago de dimensao n = n-1-k.

[2]

Devemos mostrar que existem k coeficientes cCy teoricamente nulos
€ que os B-splines dos quais siao coeficientes, sao B-splines identicameg

te nulos, restando assim em (3.2.2) uma combinacgao linea? de .no maximo

n-1-k coeficientes nio nulos, os quais formarao entao  uma base de

S Pn-1;Mm.;
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. -
ican — = . - .
Ind do por {C;}] os primeiros fi coeficientes nio teoricamente

nulos podemos escrever
= no_ ~m=-1
Dys(x) = ;I €Ny 7 (x) (3.2.3)

sm~1 . _ ~ - .
onde N; “(x), i=1,2,...,i s3o os B-splines definidos sobre nds da parti

cao estendida {?i}T_1+n associada com df('ﬁam—l;thn

De fato, o denominador de (3.2.2), (Yi4p-1 ~ Yi). anula-se k vezes,

introduzindo, por definigao, k coeficientes nulos. Como cada no de A pos

~sui multiplicidade m, (y1+m 1 - yi) = 0 para i:= m+1, 2<m+1,.,.,km+1 , 7O

. - i .-~ . . ' ‘
conforme ilustramos abaixo com os nés da partigao estendida associada a

é?[ Jam;QTl

Y1 = Y2 = " H, =@
& S Ve o T Vo™ Wy T e T Ty~ Vw1 = 0 " Y (keDm <P
b = yn+1 - yn+2 = e+ T Ynun

Estes k coeficientes teoricamente nulos correspondem aos B-splines

] . M-~
normalizados N (x] (-1]m (yj+m—1 = ij[}j’ Yj+1,...,Yj+m_i](X-J)T 2,

j = m+l, 2m+1,...,km+1l. Na expressao da ‘diferencga- ~ dividida ,
% = Yiep = »o0 = Vjemei e pel? paragrafo 24643
-1 m-2
(x-y),

0. Portanto

BH,...,yj+m_i][X“y)+ -(m-l):

577 =0, 5 = mel, 2mel, ... kel

Una demonstragdo rigorosa de (3.2.3) exigiria explicitar as mudan-

. . m- ~m=1
cas de variiveis que mostrariam como N “(x) e N; “(x) se encontram re

lacionados, conforme foi feito na observagao l.



3. No caso de nos de A com multiplicidades arbitrarias, 1 < m, m ,

i=1,2,...,k, ocorrem situagoes intermediarias as que correspondem a
M = (1. hyenssl) & T = (m,m,...,m). A conclusao anterior.é estendida
:paraestes'casos: "Os coeficientes'{Ei}ﬁ da expansio . em B-splines .de
‘D,s(x) € @O( Tm—l;(}n‘; A) séo obtidos respectivamente como os n pri-
meiros coeficientes {c£?]}2 nao teoricamente nulos'. Esta estratégia se
ra utilizada para definir o procedimento BSCDJ, conforme veremos no paré
.grafo 3i2alas |

[od oo Tt

c£j] Nm-j+1(x), onde c{lj = cC Im] o Zswn a Tl

J i i’
. b CD-'lj—'c.l:j_]']
e 1 l_l - % 0
gk ks _ S€ Yiem-j+1 Vi
Yism-j+1 ~ Vi
cP] = { (3.2.2)
0, em caso contrario
L
para j=2,...,m € 1=j,...,N.
Utilizando-se a notagao
j-1 - B < s yam—=J3*l < <
D, ~(x) igj cd(J,lei (x), a-x-D>b
R
facilmente se computa a matriz {cd(j,i)}j=l, i=j :

cd(1,1) ed(1,2) ... cd(l, n-1) cd(1l,n)

cd(2,2) ... cd(2, n-1) cd(2,n)

cd(m, n-1) cd(m,n)

A j-&sima linha dessa matriz contém os coeficientes da expansao em

B-splines de Dj'ls(x) porém referidos a expansao estendida associada a
+ 3

SCPn:; o).
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, T _
Para avaliar Di s(x), x € [a,b] basta executar o . procedimento
BSX2(m, n, y, €,&x,4x) definindo-se, respectivamente, m = m-j+1 e

El = Cd(j,i), i=j,...,n.

0 procedimento BSMCD (B-Spline Matriz CD) calcula a matriz CD atra-

veés do algoritmo (3.2.2).

- 3 — g )
3.2.1 DETERMINAGEO DOS COEFICIENTES DE DJ sy e S Prgr1i’; a)

O procedimento BSCDJ(m,n,y,c,j,mtil,ntil,ctil) determina os -.coefi-
'cientes {ctil(i)}i;Itll da Expanséo em B-splines -da Dihls(xJ, consideran

do-se as fungoes B-splines definidas em nos da particdo estendida

| : : )
{ytil(i)}i=Ttll+ntll associada com QS% ?Qn—j+l;qn &),

O algoritmo baseado nas observagoes 3 e 4 .do pardgrafo 3.2 apre-

senta as seguintes etapas principais:

n

f] através do .procedimeénto

1) Determinagio da matriz {cd(j,i)}j=T,
BSMCD. A j-é€sima linha da matriz cd contém coeficientes da :expanSio
em B-splines de Di-ls(x),'com as fungoes B-splines definidas em nos

da partic@o estendida associada com le Pr;M; »).

2) Determinacao da partigao simples A por meio do procedimento INVPTE.

Obtemos k,a,b, {xi}§ e {£mi}§

) . . )
3) Definigao do vetor de multiplicidade ?7: utilizado em c?(_-@}m—_]ﬂ;()?l 34)

Construimos {nami}¥ tais que nem; = min(m-j+1,em.), i=1,2,... k.

4) Elimina de {Cd(j’i]}i-? os coeficientes teoricamente nulos de tal

modo que em {cd(j,i)}. ntl fiquem armazenados respectivamente 0s
’ 1:}

primeiros ntil coeficientes nao teoricamente nulos, sendo ntil a di-

mensao de CSY Pm-j+1 ;7%3; a).
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S) Finalmente define Ctil(i—-j+1) = Cd(j i]’i_=j,"., ]]tl,mti].:m-j'l'l e

através de PTE, ntil e fyeil, g Htll

A utilizacdo de BSCDJ permite avaliar Di_ls(x), bem como, construir

o procedimento BSMCDZ(m,n,y,c,mtil,ntil,ytilacd)’ abaixo descrito, que

define em {cd(j, l)} =1 %= ?tll(J)os coeficientes das expansaes em B-spli
nes das derivadas 1 s(x), com as fungdes B-splines definidas em T1os

da partigao estendida associada a df} ﬁjm-j+1;f7n); A).

procedimento BSMCDZ (m,n,y,c,mtil,ntil,ytil,cd);
inteiro m,n,mtil; <nteiro ntil[l:n-m];
real y[»], ytil[1im+n], ¢d[I:m,1:n];
[h;;;;iro j.ntl g real ctil[lin] ;
para j de 1 passo 1 até mfaga
1‘ BSCDJ (m,n,y,c,j,mtil,nt,ctil);
ntil[j] < nt;

para i de 1 passo.l até nt faga cd[j,i] <« ctil[i] Il;'

Apresentamos a seguir listagens de processamento:de programas iique /|
- - . N ‘
testa’ o procedimento BSCDJ no cdlculo de derivadas a direita de s(x),com

parando-o com outros algoritmos equivalentes no calculo dessas derivadas,

descritos nos paragrafos 3.2.3 e 3.2.4.
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PECCEDURE BSCOJUMOIR Yo Co o MTILLNTL, YTI 000 s
INTEGER MsNrds ¥TIL»MTLS REAL ARDA o
Y em e m————— e e om0 e am c

FEGIN

INTEGER ARRAY LHKETI1:zN-1]1, NLMI1:N-4] 5 REAL ARRAY X[1:N-KJ1,CDf1:Me1:N35
INTEGLER Ks Is MIs KDs NTTL, IK 5 HEAL A,
B3 FCD{MAN,Y,C,C0); INUPTE{H;N;Yr“Iﬁ!E:Lﬁ)X}

’
I
FGR ¥2=1 SI1EP 1 UNTIL K 00
BEGIN NLMTII:= LMIT1;
IF LXMIIT > M=J+1 Thip RLECIY2= =31
ERD?
MIz= ™ ; KD::= ¢ 3 .
FGE Iz2= 1 STEP 1 UNTTIL K [G
BEGIA KJz2= KO + LLMTI] - NLNLIDY:
NTILs= M1 + MHLMITII ;
IF K > 0§ THEN
FOR TnR:== KT+12 STlEP 1 USTIL NTIL RC CDIJ,IK):= CDLJ»IK+KD1 3
Mz =NTIL . . '
SNBSS
FOR T3= J S5TEP 1 UNTIL NTIL 22 CCIT-5811:=C0YJdsrI33
ATTIL2=d=J+17  PTE(MTILANTLsYTIL »Ke o a%LH, X)
ENDS

RL AL PICCEDURE BSUIXIMAR,YeCrdrX)s
INTEGES MeNs Js ALAL X 3 REAL AGRAY YUO=21, CIL=x13

L

o
% UTILIZA BSX2CINTLRAVCLRLSED))» 2500 J(5SMID,PTESINVETED

BECGIN
INTEGER MTILWNTILS REAL AGRAY YTTILII1:N#MILDTILTU1:N); INTECER LTILS

OSCOJCHMN,Y» o U MTILLNTILLYTIL.CTIL)F LTILS=(MTIL#NTIL)Z2;
350J¥ 3= DSAZUHTILHTTL-YTIL»CITILs X, LTIL)

ENC7
E:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::==================
A== ===TESTL UCS PROCEGIMENTDS BS0JXs 250N, 35DX2 E  RPPSDX==remee==—e=-e--
% UTILIZA 2SLPE=25M0D-IRIERV-LGISCC-BSX2-INVPTE-BSHRA
z ----------- T e e e
%

BEGI M

TRIEGLK My 8,1, 5, KF REAL AR, 77

INTEGER L;

FCR Li=y 550p g UNTIL 7 00 BEGIM
?Elﬁﬂ(ﬁi‘?://:hrﬁ);

BECIi ; INTEGER AR HELE s
RLAL AZRAY DBXL1I¥I,0X201:NIenXZ10:#]eDX3T12MY5 INTEGER ARRAY LMI1:N);
CEAL AREAY YT1sNeMI,CL1INIpXT13832CPTLERs1ZRIS
1

ARITECIR20SKTF 13D

JRITECTHP, € //,1000 7=")5) RST R
U ITECTRP, </, TLSTE [0S PROCEDTHONTOS “5?J¥§$ST¥;;§¥§EPE nsz
HEATCCIHP, </ ,mUT ILTZA BSEPP-TN1ERV-LRISEC -BSX2=IRVELL =6
READCC A, //,FC. T2=) STEP 1 URTTL Heh EQ VIDIDS
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CR»//»FCR I3=1 SYEP { URVIL N DO CI11);

RE 401 C
Wi ITELIMP,<*POLINONLOS BE DRDEH By [2.0303-SPLIRES | TNCARAERTE TNDEPE
NOPATES, N=", I35, ¥,%5)3 .

Wh ITECIAS ©f /2" PARTICAD CSTENDIDN £ OUEE ICTENTES DE TAPANSAD EN B=SPLILR
La7»);

TEP )} URTIL R+#M DC I);
1 51TEP 1 ULMTIL NeM 00 YIIDD5
EP 3 URTIL N CO CILTI1);

UETIECTIHPe < /0™ T1"> %014 3>, N+M, FOR I:=1 87
iz:=1
85 POBR PARTES™>);

Wwh ITE’(IH?P‘-’-/!"Y(1)"r*(Fﬁ-i)>:M+H_’rD!i 2
HHITF(EHPs("CfI)")*(FQ-E]>>N!FE§ Yimeot g
drn ITECTHMP, </ /" CLEFICIENTES D85 PILINGQM
FJSRi’Pff”&rf‘.’rY:CJNJX":P)L . . .
RITELTHP» € /™ K "pe(" CCmalty™)")>, M, FOR P2=0 STEF T UKRTIL M=1! D[ 1)
y WATJTECUIMPLSFACE 113
FOR I:=0 STLF 1 UNTIL K 03

ARITECTEP<I2,4 a2 Ffa2>sl,%,F0R Ji=t STEF 1 UANTIL M RC CFTT,31);
INVPTEUMeNe Y sheAriia L MaX )
HAITELTIMP,</ /s P ARTICAD SIMPLES E VETOx DE MULTIPLICIDADE™>);
HEITECI NP, € /,"CXTHEMES DO THYEIVALD E=TsF 4.1, [E="2F4.1>0 485
WHITE(IKPr</ s K" 2(T43>,K,F2% I3= 5TEP 1 UKTIL K GG 135
NRITECTMP < /™ XCK)" , %« (F4, 1)>, K, FD2 T:=] STE? 1 UNTIL K 0D XII1);
ARITECTHP s <™LCK)™»p [3,2#14>, L MI1Y,K=1,FO0R T:=2 STEP 1 UNTIL K GO L4{T11)5
HRITECIYPISKIP 11)5

S
Y
1

HRTTECTHP»<//,"AVALTIACAD DA (J=1)-E5TMA DCRIVADA CD SPLINE S EM X">);
ARITE(IKP,</ " nood ESCJIx ESDX Lsexe RPP
0X"»>); '

KRTTECINP, <560 &%) >);
Z:=Y[1];
DU BEGIN FOR J3=1 STEP 1 UNTIL M 30 DXTJI:=BSDIXCHeN-YsCrJs2)s
BSDYCYsNrYs0r7,DX1)5 BSPXKZCMsNsYrLsZsDX2)5RPPSDXCKs M XaCP s 2, X
3); ARITECIMPTSPACE 1105
FOit [2=1 STEP 1 UNTIL M CD ' o
RRITECIXP o <F4a 1, 1354E13.4>27,T50XXTI50X1 €13 0X203350X301)
Z+0.5 ENT '
113

o

; L=
UNKTIL 7 > v
END; END; F N
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—— — T o o o e e e e e e o  —— T S = ==

TESTE DCS PROCEDIMENTOS BSDUX,BSDX,ASOX2 £ RPP3DX

UTILIZA BOSRPP=INTER V-LBISLEC~BSX2-INVPTE =85S N2
s

poLI1NOMIOS DE 92DEN M=

pARTICAC ESTLKOIDA E COEFICTENES DA EXPAKSACL

B=SPLIANES LTINCARMENIE

INDEPERDEMTESS

B=SPLINES

I 1 3 5 6 7 & 9 10 12 13 14 15 1& 17 1€
Y(I) ¢-C 0.C C.0 0.C 1.0 3.0 3.0 £L.0 4.0 4 7.0 7.0 7.0 2.0 8.0 £.0 3.
CCI) 1.0 3<C 2.0 G 7.0 5.0 3.0 2.0 1.0 & 7.0 3.0 2.0

! ] i

COCFICIENTES DOS PULIWOMIOS PCR PARTES

K Ceo) cL1) €2y €3

0 .78  Ba33 1.3% 2.18

1 2.78 DaF¥ 133 =031

2 633 Z.00 =5.00 =-0.33

3 3,00 =1.00 0.00 0.1%

4 5.00 6.0 -18.00  9-00

PARTICAD SIMPLES E VETOR

EXTREMOS DO INTECRVALD

K 1 3
X{K) 1.C 3.0 4.0 7.0
L{K) 1 3

b=

DE FMULTIFLICIDADE

0.0 B= 8.0
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AVALIACID DA (J-1)-ESINA DERIVADA DD SPLINE § M X

X J B8500X 5SDX

A h® AX Ak Adokok &k Bk k kb A E Ak hE RN & Ak kK EREXEX AT

BsDXx2 aPpPDX

tEE R AR TR KR Rk & h i

[ T
(U, NV, W, IV, |
£ W

e bt s
.

NN
oo o
£l e

NN NN

.8
(VR W, Y, |
W

(YRR RV R PN

[ B
Doo e
NN

o W

LI
o o
£ d N

Y e
[ T T [ I |
oSO
2 N

= e
viuviianw
R T

v Laown
"I
oo
W R

3.2396E40C
1.4375E+CQ
1.7509€E+00
=1.8333L+00

4.1389Ev D0
2.03833£+00
B-3333L-01
=1.833ZE¢00

5.2465E+0C
2.2703E+#0D
~§a3233E-02
-1.8333E+0C

6-3333£3#00
2-0G00E+QQO
-1.C0C0J0E+O1
-2.0000E+DD

6-0L17E+0Q
=-3.2500E+00
~1.1000E+01
-2.C000E+0 0

3.0C00E+00
=1-.0C00E+0D

C.

8.8839E-01

2.5135E¢0C
'8-5359{'91
LohhWLE=C 1
8-8€89E-0C1

2.1481E+0C
-5.5556E-01
8.388%9E=D1

3.2326E+00
1. 4375E+00
1.7500E+00
=1.8333E¢00

L.1309E+00
2.0833E+00
R.3333E-01
=1.3333€+00

5.246%E+D0
2. 270BE+CO
-8.3333£-02
-1.8333E+00

b«3333E+00
2-0000E+CQ
~1.0000E+01
=2 0000E+00

60417 E+Q0
-3.2500E000
-1.100DE+O1
-ZCOOQOE"‘OU

3.030C0E+CO
-1.0000E+0C

0-

8.8389E-01

2.5185E+CC
-8.8389E-01
4. 4464E-01
8.8889E-01

2.14B1E+00
—S.SSSBE—Oi
S 83B89E=01

3.2396E+CQ
L.4375E+CO
1.7500E+CD
=1.8333L+40

L.1389E2+00
2.0833E¢00
8.3333E-01
-1.8333E+00

5.2465L%09

2.27{ CEE+ QO -

—B.3333E-02
-1.8333E+00

6.3333E+#C0
2.0000E+00
-1.0000E+ 01
-2.0000E+00D

6.0417E4+0U0
=3.25C0E+CC
=1.1000E+01
=2.0000E+00

3.C000E+00
~1.0C00E+ 00
0.

8.8889£-01

2.5185£+00
-8.8889E~01
LohbbsLE-G]
8.8889E-01

2-.1481E+0Q
-5.5556E=C1
8«.8889E-01

g-g é é-ggﬁ@E*UO 1.0000E+00Q 1.00C0E+00 1.0000E+00C
g-b B O0E+DQ 6.9D00E+NC 6-0D00L+CD £ 0CCCE+ GO

- 3 1-?0?0;+01 “l-4300E401 =-1.40CDFE+U1 ~-1.4000E+01
6.0 & l1.60657E+C | 1.5667E+01 1.66E7L+C1 1.56667E*L1
0.5 1 2597 2E+0C G 2.5972E+CC 2.5972E+0C0 2.5972E#00
0.5 2 1.0833C+C¢Q 1.0333E+00 1.0833E+00 1.0333E+00
05 3 -5.0667Et0C =-5.65667E+00 ~5.6667E+00 ~5.BEETE+DD
0.5 4 1.5667E+01 1.6657 E+01 1.6667£+C] 1.6667E#01
1.0 1 2.7778E+0¢C 2.777TBE+CO 2.7T78E+00 2Z-7772L% 30
1.0 2 3=-333F3E=01 3.33338-01 3.3333E~01 3.3333g~01
1.0 3 2 EBBTE+QC 2.6667E+00 2.6667E+C0 2.6667E#05
1-0' 4 ‘"1:833§EfQ0 T1.8333E+400 =1.8333E+400 —-1.23333E+00

3.235&EL+#00
142756400
1.7500L400
-1.8332ZE+00

L.1389E+00
2.0833t+0C
8.3333E-01
=1.8333E+00

5.24L65E#00G
2.270BE+00
~“8.3333E-02
-1.8332E%0D

6.3332E4+00
2-0COCE*0QO
=1.000CE+01
=2.00D0E+00

B.04I7E+DD
=3.250C0E+00
~1.1000E+01
-2.0000E* D0

3.0000E+00
-1-0000£+00

0.

B.88BYE-D1

2+51€85E+00
-8.3889E~0D1
L.ab4hk4E-D
E.BE8E89E-01

2.1481E+00
-5.5556E~01
8-8889E~D1
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2.0G00E+D 0

1.3333E+00
8-8889%9E-01

2-1E52E*00
1.7778E+0 0
8.5889E-01

2-8148C+DC
1.7773€+0¢C
2.2222E40Q
8.883%9E-0 1

S-0000E+00
6-CCDOE+00D
=3.6C00E+01
S<40D0E+01

4.6250E+00
~5.2500E+0C
=9-.0000E+00Q
5-.4C00E+D 1

2. CCODE+0D
=3.0000E+00
1.8C00E+D 1
S-4000E+01

B-8889E-D1

2-0000E+00
0.

1.3333F+00
B.5389E~01

Z-1852E+00
T-777BE-01
1.7773E+00
8.8589E-01

Z.B14EE+QQ
1.7778E+00
2. 2222E+00
3.8889£-01

5.0000E+00
640000€+00
~3-.6000E+01
5.4000E+01

L.6250E%00
-5.2500E+00C
=9.0000E+2D

5-4000E+01

2.0C000E+00
=3.0000E+00
1.3000E+01
5.400DpE+01

8.88B89£~01

2.0000E+00
D.

1.3333E+C0
8.88B89E~01

2.1852FE+00
T.TT7TBE=-O1
1.777T8E+C0
8.L8B9E-D1

2.8148E+400
1.7778E+00
2.2222E+00
B.888%E-01

S.0CCO0E+00
5.0000E+00
=3.6000E+01
5.400CEL+01

L.6250E+00
=5.25C0E* (0
-9.00C0E+00

5.4000E+01

2.0000E+CD

=3.000NE+00.

1.8C0CE+01

5.4000L+01
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8.8889E-D1

2.0000E+D0
1.8190E-12
1-.33233E+0D
B.8889E-01

2.1 852E+0D
T-T776E-01
1.7778E+00
8. B8EFE-D1

2.5148€+00
1.7778E+0D
2.2222E%00
8.3889E-C1

5.0000E+CO
6.0000E+DQ,
-3.6C0CE+01
5.4C00E+ LI

L.625CE+0C
=S.2500E+00
-9.0000E200

5. 4000E+01

2.00GOE+CO
=3.0000E+Q0
1.8000E+D1
5.4C0CE+01
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=% N j—-1
3.2.2 AVALIACKO DE p31g () num PONTO x ge ] ., Fmines

Suponhamos que s € (§? a°m;ﬁb1; A) seja conhecido através de .sua
expansao em B-splines, ou seja, que sejam conhecidos os coeficientes

{ci}? tais que s(x) = 1211C1N? (x).

Recordemos que o espago é:( U”m;%;-a) fica determinado atravésde

sua partigao estendida {yi}ﬂ"+n

Dado x € [a,b] o valor de s(x) & obtido pela execugdo do procedi-

mento tipo funcao BSX2(m,n,y,c,x,2x) (Vide pardgrafo 3.1,2)

- ¥y )
Como Di ls(x) € an( ﬂom-j-bl;rh’l; A), sendo n - (_m‘l,...,m'k) e
m'i = min[m-j'+1, 'm) ,‘ i=i,2,-...',k, o procedimento listado no paragrafo an
terior permite obter o valor de Di_ls num ponto x € [a,b] , J=1,2,...,m,

através de BSCDJ e BSX2.

Entretanto, de acordo com a observacao 4 do paragrafo 3.2 podemos u
tilizar diretamente os coeficientes da matriz CD gerada através do pPro
cedimento BSMCD, obtendo um algoritmo mais simples .para ./ .avaliacao de

Di'ls (x):

Fungao real BSDJX(m,n,y.,c,j,.X):
inteiro m,n,j; real x; real y[«] , c[+] ;
| inteiro i, mtil,2 ; real cd[1l:m, 1:m]; cc[l:n]; real s;

BSMCD(m,n,y,c,cd);

se X = y[n+1___] entdo %<n senao & < INTERV(1l,m+n, (m+n)/2,x,y);
se j = m entdo s <+ cd[m,4]
senao H para i de j passo 1 até n faga
cc[i] < cd[§,1];
mtil « m-j+1;
5 + Bsx2(mti1,n,y,cc,x,£x}|[ ;
BSDJX « s

Portanto, a avaliacao de Di—ls[x) para j entre 1 e m obtem-se pela execu

¢do da funcdo acima, isto &, de BSDJX(B-spline Derivada J-€sima no ponto X).
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Na descricac do algoritmo fizemos uso do seguinte resultado: - '"se

- = j-1 = 4 .
j=m enzao Dy "s(x) = cd[m,%] sendo ¢ um indice tal que Yy S X <Yy Cuja

justificagao apresentamos em seguida:

j-1 = ; "
D) s(x) = i=£fl—ﬁ cd(3,i) M (x) com fi=mj*l e 2 tal que Yy = %S Py g =

Para j=m obtemos m=1 e DT-l s(x)

2 :
;L cd(m,i)Ni(x) = cd(m, N (x)

[}
. B B o Y -1
2 oy oz 2+]1 r- =1, T s(x) = cd (m,2).
Como N7 (X) + ’

3.2.3 AVALIAGAO DE s(x), Ds(x),...,D™ 's(x) - I

[ i
Dado x € [a,b] e s € éa(?om;()?l; A) através de sua .expan-
sao em B-splines, os valores de DJ-ls(x), j=1,2,...,m sao obtidos pela
aplicagao do mesmo algoritmo utilizado em BSDJX descrito no parégrafq an

terior.

O procedimento BSDXZ(B-Spline Derivadas no ponto X) implementa esse
procedimento e calcula s(x), Ds[x),...,Dm-ls(XJ, armazenando-o0s, respec-

tivamente, em dx[1],...,dx[m].

m-1

3.2.4 AVALIACEO DE s(x), Ds(x),..., D "s(x) - IIX

Para avaliagdo das derivadas sucessivas . de um spline

o

N

s € ng Jam;‘771 ;A) existe uma abordajgm diferente .da empregada em

BSDX2, mais eficiente para m Z 6.

. 1A Il _— m-j+1 .
Vimo que D1 1s(x) = 5L cd(j,i)Ny ITHx), j=1,...,m
Para x € [ 3, 0 lse) = cd(GL NI e
L’ Y41l % i=g-(m-j+1)+1 i
m-1 y
Descrevendo-se Dm_ls(x},..-,s(xJ em vez de s(x),...,D  “s(x), is

+

to &, ordenando-se a soma .pelo indice m-j+l = 1,2,...,m, obtemos:
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DT-jS(x) 2 ; cd(m-j+1,i)Nj (x), j=1,2 -
i=£_j+1 1 ’ sy mn ey
Como Ni(xJ = (yi+j" Yi]Qi(x) obtemos
D" Is(x) = : cd(m-j+1,1) (v, - v)Q (x), j=1,2 m (3.2.4.1)
* i=g-j+1 1+) 5 Gl | 2 JThaLas i e

Os valores dos B-splines {Qg}j=T,i=£—j+i estao todos contidos na ma
triz triangular Q gerada por meio do procedimento BSMQ, conforme Vi-

mos no paragrafo 3.1.1.

0 procedimento BSDX(m,n,y,c,x,dx) calcula, atraves de (3.2.4.1),0s

valores de s(x),Ds(x),... e Dm'ls(x), armazenando-os respectivamente, em

dx [, ax[2],..., dx [m] .

3.3 INTEGRAIS

Inicialmente observamos que se S € é?( gam;th; A) entao sua in-

ol - iy
tegrdl indefinida Dals(x) =£x s(t)dt € Qf% 'me+1;q”2;:ﬂ).

‘De fato, D;ls(xj & obviamente um polindmio por partes de ordem m+l.

m"l-mi

Por definigdo, em um nd x; de &, s, DS ;o5 2D s sao continuas ‘em

Xx;. Portanto, D(D;ls),DziDgls),...,Dm_mi(D;lé) sdo continuas em x;. Co=
mo D;ls é continua em x; vemos que Dj(D;IS),'j=m,1,...,m—mi sao rconti-
nuas em x;. Consequentemente, em é?( Pm+1:M 58), a multiplicidade m,
de x; se mantem, pois a ordem da maior derivada se expressa por
(ﬁ+1)-1—mi. Concluimos que D;ls € 'C&k Prn+1;M ; 4) e que a ‘ldimensdo
do espaco & n+l.

Suponhamos que s € é?('ﬂ3m;(hi; pA) seja conhecido através de sua

— = - -, * 4 3 n =
€xpansao em B-splines, isto e, sSa0 conhecidos os coeficientes {ci}l tais

que s(x) = .21 c.N?(x). Consideramos O espago d?( a:mJ(hQ; 4) determina
i= i3~ )
" : = m+n 2
do por m=ordem dos polinﬁmios por partes, n=sua dimensao e {yi}l nés

da prespectiva partigao estendida.
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o9
Como D s(x) 4 s(t)dt € C;E ﬂ3m+1;th;a) existem - coeficien-
' -1.n . :
tes {c;7}o de sua expansdo em B-splines, considerando-se .os -B-splines
definidos sobre os nds da particao estendida associada a QF(a°m+lﬂ071;A&

a qual podemos representar por yo U {yi}T+n v Ym+n+1® €OM Yo =y &

(
yrn+n - ym+n+1_

Portanto, para todo x € [a,b) ou seja x € [ym, Y,+1)+ podemos

escrever:
-1 _ I g T 05 |
Dyls(x) itg €3 Ny (x)
No ponto x = y;, D;fs(yl) = 0.
m+1 ! m+l ! +1 (..
Portanto, CoNp “(y1) + ciNy ~(y;) +...+ anﬁ (y;) =0 (3.3.1)
m+1 _ m+1 m
Terds & Vista que Nj ~(x) = (-1) (¥ snor=For) Dy 5 o v Whmpcam MORETY L
observamos que N?+1(y1) = 0 para i=2,3,...,n em virtude de y; nao per-

.tencer aos respectivos suportes. Pelas condic¢oes de continuidade, nos ex
NT* 1
1

/-“

tremos do suporte, (x) também se anula; logo NT+1(y1j = 0.

Em (3.3.1) restou apenas a primeira parcela, isto €, CoN?+l(y1)=0.
. m+1 .
Impondo yg < yi1 resulta Ny “(y;) > 0 pois y1 € (Yo, ym+1). Por- .
tanto cal = 0.

Tendo em vista que D(D;ls(x)) = s(x), os respectivos coeficientes

estao relacionados entre si, conforme vimos no paragrafo 3.2, por

r =1 _
i i-1 - ]
m y -y Se Yiup -~ Yy 70
c. = A m e (3:%.23
i
0, em caso contrario
-

Observamos Qué Yiem ~ Vi 4 0 para i=1,2,...,n em virtude de se
' <

<
manter a multiplicidade de cada né x; e de 1 -m; =m.




Resolvendo (3.3.2) em relacdo a c; vem c;l = c;- Da-

qui segue:

-1 _ 1 o -1 -1 _
C, = 5 (Ym+1 - ¥yi1) ¢1 t ¢y, CO‘ = 0
-1 1 -1
2" = o pep —Y2) c2 + ¢

-1 _ 1 3 ' -1

> T m {ym+n yn) o ¥ Ch-1

Por substituigoes sucessivas obtemos finalmente

-1 _ 1 i o
cy R i jglﬁ(ym+j = y.JC:, =CA W S, . B (5.5.5)

O procedimento BSMCI(g-gpline'ﬁatriz dos Coeficientes da Integral

~1
3 & & C

i 5 i — -1 -1
indefinida) fornece, a menos do fator m, os coeficientes cp ,C} <2 Ch

calculados de acordo com o algoritmo descrito em (3.3.3). As -. divisdes
por m de cada coeficiente foram omitidas para diminuir o esforgo com-
putacional de (3.3.3).

. .. -1 -1 ~
Em BSMCI(m,n,y,c,ci) os coeficientes mcy s e, MC sao armazena-

dos respectivamente em gi{}],,..l gi[ﬁ+1].

3.3.1 TINTEGRAL DEFINIDA

. - i on+l
0 procedimento BSMCI(m,n,y,c,c;J fornece atraves de {c1j}j=1 0s

; | R
' coeficientes da expansdo em B-splines de Dyls(x) = §1 s(t)dt €

P ).

Quando se utiliza a integral indefinida para calculo da integral
i  .d a € dt, a = c <d * b, as con
definida 1D = ¢4 s(r)dt = 7 s(t)de - £ s(E)dL, ons
tantes de integracdo se compensam e Obtemos O valor correto de ID.
| . i -1 = foi utilizada para relacionar os
D(D_~s(x) = s(x)
Como a condigao D( v1 (x)

-1 ey .
e S(Pm;dnis) e DylS(X) € Q?( Prm+1;9; a)

Coeficientes de s (x)
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os coeficientes de s(x) podem ser obtidos a partir dos coeficientes  de

1 B ‘
_D},ls(x) atraves. do procedimento . BSMCD(@,A,¥,ci,cd), ficando os mesmos ar

. 3 . = - _
wazENAdes B ted[2,i]};_5"s @, fi,e § referem-se a identificago de
| df(ﬂ3m+1fbl;ﬂ).

Entretanto, como era de se esperar, a integral indefinida da deriva

'da de s(x) nao reproduz s(x); os coeficientes de s(x) e Dy%(Ds(x)) sao
' 1

diferentes e s(x) e D;is(x])'diferem por uma constante.

Exemglo

Seja Q?( ﬁ?m;(}n';a) identificada por m=2, n=4 e {yi}?:%{l;l,z-ﬁﬂﬂ}

2 2 2 2
Suponhamos s determinado por s(x)=Nj (x)+2N, (x)+3N3(x)+4Ny(x)

(i) Céleulo de D;fs(x)

, ' S . 1.8 5 3 11 .3, .. 15,3
Atraves de BSMCI obtemos Dyls(x_)—ONl (x)+ 7-192(?()*- > N3 (x)+ = Ny (x)+ 5 Ng

Temos m=3 e n=5

(ii) Determinagao de D(D;?S(m))

.. -1
_Aplicando BSMCD determinamos 0S coeficientes de D(Dyls(x)) €

Q§%Zﬂ°nu‘?n; A)

o 1/2  5/2 11/2 15/2
CD = = 1 2 3 4 m=2 e n=4
- - X X X

2 2
D3 ls () = N1(X) * NG (x) + 3N3(x) * ANy (X)
1 :

(iii) cdleulo de Ds(zx)

Por meio de BSMCD obtemos
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1 1
Temos m=1, n=3 e Ds(x) = N;(x) + N,(x) + N;(x)

(iv) Determinagdo de D;i{Ds(m))
Aplicando-se BSMCI vem {Ci'j }j=3 = {0,1,2,3)

= 2. 2 2 2
Temos m=2, n=4 e Dyi(Ds(x)) = ONJ(X) + Nj(x) + 2Na(x) + 3N3(x)

Note que s(x)—D;i(Ds(x}) = Nf(x) + Ng(x) + Ng(x} + Nf(x) = i T para

todo x real.

Algoritmos BSID, BSID1, BSID2 para calculo da ‘integral definida

As etapas principais para calculo de ID =9 s(t)dt s3ao as seguintes:

c

1) Calculo dos coeficientes da expansao em B-splines de §T s(t)dt atra

ves de BSMCI.

.= . - +n+2 -
2) Determinacao da partigao estendida {yi}T ™4 associada com

éj( U:)m+l;%; A)
3) Avaliacao de 4 s(t)dt e §§ s(t)dt através de BSXZ.
43 14
- e 4 at - J© s(t)dt]
4) Calculo de ID = = [;1 s(t) o

Apresentamos a seguir a listagem e teste de tres algoritmos equiva-

lentes codificadas e . ALGOL. Por simplicidade implementamos
BSID(m,n,y,c,ei,es) onde utilizamos 05 B-splines definidos em nés da
é?(]onu(hﬁ;ﬁ)- corrigindo, por mudanga

expansdo em B-splines da integral defini

particio estendida associado a
de variavel, os coeficientes da

da fornecidos através do procedimento BSMCI.
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BEGIN

FILE CR(KINC=READER)»IMPUXKIND=PRINTER);

e e st
e T e - S =
et e e S S e e e e e === —_———emm— e

RE 2L PBOCEDUFE EBSID(V»N»Y»CaEI-ES)5
INTEGER VM»N; REAL ARRAY YT=]3,Cr=*) 7 REAL El» ES 7

e s e e T B e e S e - -
g==-==UTILIZA ESMCI,ESXZ2CINTERVC(LBISEC))

e e O, o o A o O
BECGIN

INTJEGER LX7> REAL 1E1, IES; REAL ARKRAY CIT1z2N+11>

BSPFMCICHMeN»Y>»CrCI)s

FOR LX==1 STEP 1 UNTIL N DO CITLX1:=CTELX+113 LX:=(N+tN)/2;
IE1==BSX2{V¥+1sNsY»CI»EI-,LX)>

TE S==BSX2({ ¥+ 1,N»Y»,CI,ES,LX)>

Bs 1D ==CIES—-JIEI)d/M

ENC?

' | {

zﬁ: et o iy Kl ke ] ====:======:‘=z==
PE AL PROCEDUFE BSIDZ2{(FeNsY»CeEI»ES)>

INTEGER M,N; REAL ARRAY YI#1,CL+]7 REAL EYI-ES>

x- -------- - A R ————_—— e R L R R R R P e B ) A W v
% UTILIZA BSMCI»SSXZCINTERVILBISEC))

Yommmmm——————— e el . T
BEGIN

INTEGER I»MTILeNTIL,LX5 REAL IE€I,IES? REAL ARRZY CIT1:N+115

REZL ARRAY YTILIL1:N#M#21; BSHMCIC(M»N»Y»C»CI)5 MTILz=M+17 ATIL:3:=N217
FOR I==N+M+41 STEF =1 UNTIL 2 DO YTILTId:z=YII-11; '
YTILC11==Y[1]-1> YTILIN#M+21s=YTILTN+K+13+17 L¥s=(MTIL+NTIL) /2>
TE12=BSX2(MTIL»NTIL»YTIL,CILEI,LX)7 TES2=BSX2(MTIL NTIL,»YTIL>»TI»ES»L1X)?
BSID2:=C(IES-IE1D /N

END;

RE #L. PROCEDUGRE BESIDI(MeNe Y»CrETL,ESD? ) : ..
INTEGER M»N; REAL ARRAY YI*1» cfi%x) 73 REAL EI» ES 7

Z"’ --------- - --——-—M--————-—--------— ----- A ——

z UTILIZA BSMCI-INVPTE-PTE—BSXZEINIERV{LB]SEC))

z -------------------------- '-—-—-‘---'--- ------ . = dm m R A W W WE AR W
BEEIN

INTEGER K,LX3 INTEGER ARRAY LML13N-NI; REAL ARREAY XL1:NKN=-MIFREAL A>E;

INTEGER NTL; <3
RE AL ARRAY CIC1=N+11, YTILT1:N#M¥217 REAL IEI, IES?
BSMTICMNoYsCsEL)2 INVPTE(H-N:Y:KrﬁyE,LHrX)f
PTEC M+ 1 AsBsLHoX)j

+1sNTL»YTILsR2Ar D> 4 ’ I’YTIL'CZ’EI’LX);

LXz=(NeN#2) /25 TEX==BSX2IN+1,N¢ ()3
iES:=BSX2(Mi1,N+1.Y]IL»CIpESpL));

BSID1:=(XES-JEIJ /¥
ENL?




Cap-A-42

y 4 TESTE BSIC-ESID1-BSID2
4 UTILIZA BSVCI,BSX2»INTERV(LBISEC),INVPTE,PTE

x—- L D D -

BE CIN
INTEGER M,N,I»K73 REAL EI»ES,»INT,INT1,INTZ5A,E;

————— W W W WS SN SN W W W e M WY SN W W W S i S A e A

RE £DLCR» //» MaN);
BEGIN
REAL ARRAY Y[1:N+MJ1», CL1:=:N1;

REAL ARRAY XI[13N=M153 INTEGER ARRAY LPFI1:zN=-M];

KRITECIMP p<100{™="22>23;

WRITE{INMP»<//»"TESTE LCUS PROCECIMENTOCS BSID-BSIC1-8B51ID2">);

HBRITECIMP,</,"UTILIZA BSMCI,BSX2,INTER(LBISEC),INVPTE £ FIE™>)7

WERITECIMPe</»"ENTRADAZMs N»YsL™>)5

WFITECINMP»</,"5A1DA2 INTEGRAIS CEFINIDAS CALCULACAS ATRAVES™>);

WRITECIMP <™ PCS PRODCEDIMENTOS BSID, BSID1 3 BS1IG2™>)>

WRITELIMP»</»"PCLINCMIGS LCE GRAU M=",13>,M);3

HWRITECIMP»'<”B~SPLINES LINEARMENTE INCEPENDENTESsK="»I3>»NJ)3

READ(CR»//7+F0F 12=)1 STEP 1 UNTIL N+M DD YZIIl)>

READCCR»//»F0OR I3=1 STEP 1 UNTIL N DO CILI3)>

WRITECIMPr<//e™ 1 "s2F4.0>»N+MeFOR I==1 STEF 1 UNTIL N#p» COC T13:

WRITECIMP»<™YLID e eFL4.0>,N+M,FOR T==1 STEP 1 LNTIL Ne¢¥ DC YII12;

WRITEUCIMPL<"CCI)"»xFt.0>»Ns, FOR Iz=1 STEP 1 UNTIL N DO €I111)7

WEITECIMPe <///»™INTEGRATS DEFINIDAS DE EI A ES">);

WRITECIVMP o< /o X4uo™EI"p X4»"ES" ,X6»"BSIC™",X10,"BESICI"sX9,"8SIC2"> )7

WRITECIVMPISFACE 1137 INVPTE(MsN»YrK»ArBrLMrX);

EXz=X[11)s ES:==EI1; 1:=2: '

DO BEGIN INTz=BESICCMeNeY»CH»EI-,ES)7 INT1:2=BSIC1{VM,NeY,C,EI,E£S5)7

INT2:=BSIDZ2(M,N»Y»CeEI»LES)> ‘
HRITECIMP o< 2F Eals 3E145>EI>ES>INT»IMNT1,INT2);
EI=ES; ES3=XI117 I=z=1+1

END UNTIL I > K 5 ‘

EI:=XT1)F ES==XI[K)> INT:=BSIDIMsNsYeC»EI»ES)>;
INT12=BS5ID1(MsNoY,LsETI»ES)?
INT2:=BSID2(MsNpY»CrEI»ES)S

WRITECIMFe<2F6al»3E145>ET+ES»INT»INTI-,INT2);

£ NDS
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TESTE DCS PROCEDIMEANTOS B8SID-ESID1-8S1ID2

UTILIZA BSMLI»BSX2» INTER(LBISEC),INVFTE E PTE
ENTFALAzZM,N,Y>C

SAICA: INTEEGR#IS DEFINIDAS CALCULAQAS ATRAVES
[0S FRCCEDIMENTOS BSID», ESIDY E BSIDZ

POLINOMIOS DE GRAU M= 4
B-SPLINES LINEARMENTE INDEPENCENTES»N= 12

1 le 2. 3. 4. S5« f= Ta € 9. 1C. 11la 12. 12. 14. 1Z. 1€
Y(I) 0- D. 0- D- 2. 2- 3- 3. 3- 5- 6- 6. 9- 9! 9- 9"

CCI) 3. 5« le #a 7e 6o 3. 5. 7. 8. 9. 5.

! | ] ' N a

INTEGRAL1S DEFINIDAS DE €1 A ES

EI ES BSID BEID1 BSID2
2-C 2. C 0a Ca 0.

2.C 3.G 5.00CC0E+00 S.(CCCCE+CC S.000CCE*CC
.L S« L 9.5CCO0CE+GC $<50C00E+00 9.50CC0E+CC
2T 6=C 2-1CE€25E+01 2.10€25E401 2-10625E+01
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3.3.2 PRODUTOS INTERNOS DE B-~SPLINES NORMALT ZADOS

Faz-se uso da formula de integragio numérica de Gauss que permite ©O

calculo sem erro de truncamento.

3.3.3 FORMULA DE GAUSS

1 m ¥
g f(t)dt “4E1 ij(zj], onde {zi}T, {wi}T e f satisfazem as . :.se-.

guintes condigoes:

(i) -1 < 27 < 29 < ... < z, < 1; os pontos Zy sao simétricos em relagao

a origem.. « . - - \
(i1) Wy, Wo,eun, Mo sao nimeros positivos, chamados pesos, também sdo si

meétricos.

- 1 . m
(iii) Se £ € 'ﬂazm entao _{ f(t)dt = jgl

w.jf(zj)

Observagoes

(i) Se f esta definida em a - X b efetua-se antes a mudanga de varia-

. b .
vel linear ¢ : [a,b] — [-1,1], x| > (237 )(t+1) e . depois

aplica-se a formula de Gauss:

m b- b+
J" f(x]d_x ( )_f f|:( Y+ (b+a ]]dt - ( 23 jél wjf[( —-2-‘3 z ¢ (B J:l

(ii) Os valores de z. € W:, j=1l,...,m €ncontram-se tahelados para dife-
J J’ :

rentes valores de m.
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m | z2 Z3 Zy Zs
5 | 0,577 350 269 2 - _ 5

3|0 0,774 596 669 2 .= _

jl=- = 0,339 981 043 6 0,861 136 311 6 - _

5 | - | 0 0,538 469 310 1 0,906 117 981 043 6
m | Wp W3 Wy, o Wg . ..

2 | 1 - - _ _

3| 0,888 888 888 9 0,555 555 555 6 - .

g | & 0,652 145 154 9 0,347 854 845 1 -

5 | = 0,568 888 888 9 0,478 628 670 5 0,236 926 885 1

3.3.4 _MATRIZ DE GRAM

Seja G.. = S NT(x) N(x)dx
1] i J
Yi ;
A matriz G = {Gij}i‘? j=? Chama-se matriz de Gram associada :.com

os B-splines {NT}}
i

vy, i+m-1 5
Yi+m.m m A vtl,m n _ 3
= T T = . <Y7ANL (x) N.(x)dx , -0 calculo
Como Gij J&i Nl(xj NJ(x)dx vEi §@ i j

de cada uma das m integrais da soma pela formula de Gauss permite obter

0 valor de Gij sem erro de truncamento.

ym=1
(‘l)m()’iﬂn - Yi) D’i= Fa ‘yi-l-m--l (X‘YJT e

Por definicao 'N?(x)
- o
N‘JE‘(xJ = -D"Ojup - V5 [rjo e+ Y gamd (=25

1 i - B-splines nao nulos:
Dai, se x € (yi, yi+m) existem 2m-1 P

m
P ¢ BRI e TR ] o

Os Nm(x) nio nulos devem, portanto, satisfazer a condigao
j

lem S S jam-1.

& : . _m+1, i+m-1]. Tlustrando com m=3 e
Como decorréncia Gij=0 se j € [0
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n=7 obtemos a seguinte configuragao para a matriz de Gram:

-—

Gin G2 Gi3 O -0 0 0 0

Gzll Gza Gz Gpy O 0 0

Gz1  Gzz  Gasa Ga; Ggs 0 . 0

0 | Gyo Gy3 Gyy Gys Gug 0 com Gijv> 0 e Gij = Gji
0 0 Gss3 Gsy Gss Gsg Gs7

0 0 0 Gen Ges Gee Gg7

0 0 0 0 G75  Gzg G772

Concluimos que a matriz de Gram € uma matriz de banda 2m-1, defini-

da positiva e simétrica.- . '

n n
Para calculo de {Glj}1 1, Gul

procedemos por etapas:

(i) Inicialmente zeramos todos elementos de G.

- itm-1 Yo+l Nm Nm i+m-1 Youy ™ m o Nm
(i1) Como Gij = 488 § (ON, (xJdx = E. ( ____?_HA‘ ) W 1(tuuJ j uv)

v

IR ATS BRA v+l v .
sendo t = = ( —~——7———-,) 2, * f i ), para todo Vv varian-

do de m a n verificamos se y, ., - ¥, > 0. Em caso afirmativo para
cada valor inteiro de u entre 1 e m:

(a) Calculamos através de BSMQ todos B-splines nao nulos no .ponto

Yvel = Vv . v+l T Yy
top ™ 4 ) Jz, ¥ =g

(b) Para todo i e j tais que Nm(tuv) e N?(tuv) nao sao nulos adicio

- . . yv+1 - m m '
namos a Gij a parcela ( ——‘_7_'__ qu Ni(tuv)-Nj(tuV)’

n n = ’ s .
Os valores de {GIJ}l -1, j=1 sao calculados por meio do procedimen
to BSMGRM (B-Splines Matriz de GRaM).

3.4 REPRESENTAGAO POLINOMIAL POR PARTES DE UM SPLINE S

Embora a expansao em B-splines de um spline s seja preferivel para
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- manipulacgao em computador ha algumas situacoes em que pode ser ~preferi-

vel trabalhar com sua representaido polinomial por partes.

E o caso, por exemplo, em que se deseja avaliar o spline em um gran

 de numero de pontos.

Seja s € QS} ?Fh;ﬁhz; ), sendo A = {X] < Xp <.... < xk} uma par

tigao do intervalo [a,b] nos subintervalos:

IO = [a’xl)’ Il = Exl’ x2)$"‘1 Ik__l = [xk_l, Xk) e Ik = [Xk,bl

Sejam Py (x), Pl(x),...,Pk(x) 0s polinamios que representam o spiline
S, respectivamente, sobre os subintervalos Iy, I;,..., Ik' Estes polind-
- mios podem ser expressos em reiaggo a base 1, ('}c-)c.l),...,(x-xi')m"'1 em cg

- da intervalo I. por:

i
m i J_l
T m - j-l .=
Pi(x) j§1 cwij(x xi) s X OB Ii’ i=1,...,k

e chamam-se representagao polinomial por partes de s.

& . k m
A matriz {Cwij}i=0, j=1 re?resenta S.

Observamos que na representagao polinomial por partes o numero de
coeficientes € igual a (k+1)m enquanto que na expansao em B-splines « o

k <

- S
nimero de coeficientes € n-=m + .2, & comm + k = n = (k#1l)m.

3.4.1 CONVERSAO DA EXPANSAO EM B-SPLINES PARA A REPRESENTACAO POLINO-
MIAL POR PARTES.

Supondo s(x) conhecido através de sua expansao em B-splines .tere-

MOos para x € Ii
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m ; :
D,s(x) = D, 5By ewyybeoxy) ™) =SBy ewy s Go1) (eoxg)) T

m -_ ._
D25 (x) = D, ( I, cwy, (1) (x=x)7 %) = LBy cwy 5 (5-1) (5-2) (x-xy) 7
._ m 1 -+
Q:“ 15(x) = D+(j=%L]Fwij(j_l)(j_z)"‘(j_m+2)(x_xijj—m l=cwim(m—l}(m—2)---(m-m+1)

= ik 2, . . - -
Dai D s(xi) cwij(j 13, I=1.2,:50 8 TI5L5 28 sow ol

Di_ls(xi]
Portanto,_cwi, = —_——i=1,...,k, j=1,...,m.
’ =1k
Analogamente i1
; . DI7Y s(x1) .
- CWnh. = j=l,...,m

0 . ; ] ] ]
. (51 ¢

Para a conversao desejada utiliza-se o procedimento .BSDX ou BSDX2

k m

i !
para calcular {D+ S(xi)}i=l, L

Os calculos de {Dg_ls(xl)}j=T deve-

rao ser feitos pelo mesmo algoritmo utilizado em BSDX ou BSDXZ ~conside-

rando-se X = Xj.

Utilizando-se o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para .avaliar
s(x) através de sua representacdo polinomial por partes serao executadas
apenas (m-1) multiplicagoes enquanto que BSX2Z exige Im(m-1)/2. Esta dife
renca torna-se relevante quando for grande o numero de pontos onde se de

seja avaliar s(x).

As derivadas de s(x) tambéem podem ser obtidas mais rapidamente atra
vés do esquema de Horner.

k m

Yi=0, j=1

Os valores da matriz {cwij

cedimento BSRPP(B-Spline Representagao Polinomial por Partes) sendo arma

sao calculados por meio do pro

o m
zenados, respectivamente, em {CP(1’33}1=§, j=1

0 valor de s(x) avaliado por intermédio do dispositivo pratico de
Briot-Ruffini e da representacio de s(x) por polindmios por partes & ob-

tido por meio do procedimento RPPSX (Bepresentagﬁo Polinomial por Partes
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para avaliar o Spline s no ponto X).

Através do procedimento RPPSDX (Representagdo Polinomial por Partes
na avaliacao de um §pline s e suas Derivadas no ponto X) calculamos . '0S

m-1

valores de s(x), D ,s(x),.D%s(x),...,D, "s(x) utilizando a representagao

polinomial por partes e o esquema de Horner, armazenando-os, .respectiva-

mente em dx[1], dx[2],..., dx[m].

4. B-SPLINES COM NOS IGUALMENTE ESPACADOS

Noc:caso em que os nds de uma particao de [a,b] forem igualmente es-

i ( d
pacados ocorrem muitas simplificagoes em formulas que envolvem expansoes
em B-splines permitindo a formulagao de algoritmos mais eficientes. Os

nos sao considerados com multiplicidade 1.

Os procedimentos que envolvem nos igualmente -espagados e que corres
pondem aos que ja foram introduzidos no caso geral .terao :.seus .nomes

iguais aos adotados acrescidos da letra H.

Assim sendo descreveremos os seguintes procedimentos cujos algorit-
mos tornaram-se mais eficientes devido as simplificagoes introduzidas

BSMQH, BSMCDH, BSXH, BSX2H, BSDXH, BSRPPH, BSMCIH e BSIDH.

4.1 PARTICAO UNIFORME DE PASSO H
>

Dado um intervalo [a,b] e um inteiro k = 1 seja

x; = a+ ih, #=0,1,...,k+1, h=(b-a)/(k+1)

Dizemos que &h = {xi}§ define uma PARTICAO UNIFORME DE [a,b] COM

PASSO H.

_ <
4.2 PARTICEO ESTENDIDA ASSOCIADA COM O (ah)

Numa particdo uniforme com nos de multiplicidade 1, o spline s sera
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considerado como elemento do espago <§§(ah), ou seja, .do espago dos

Esplines com nos simples (Vide 1.3) em pontos de uma particao uniforme.

Como a soma das multiplicidades coincide com o nimero de nos distin

~tos de Ah valem as seguintes relacoes:
k = (b-a)/h - 1
n=mt+x%k

Yo ®.a%% (i-m)h, i=1,2,...,n+m

Uma base de cﬁ%[ah) e dada pelos B-splines normalizados {N?}i ? as

sociados com a partigao estendida {yi}i=T+n
I i
frs s RRUTETS mmamRam py
pa m }I X3 X b E m >
: | k1S
| |
1 1 m-1 m : m¥El ¢ ... m+k : 55 X caw  wNFIM
Yy a-(m-1)h... a-h a E a+h Y a+kh: b g a+mh
1 |

m

- o n+ - ] ..
Como os nos {yill sao crescentes e possuem multiplicidade 1, da-

do x € [a,b] a determinagao de & tal que y, 2 x < Yo+1 dispensa i um

processo de pesquisa sendo dado diretamente por:
"se x=b ‘entdo & = n senao & = (x-a)/h + m"

Outra vantagem da escolha desta particao estendida & que todos B-
_ X - Y.
m i
-splines normalizados sao transladados de N?(x) = N ( g 1z

De fato, QT(X) = (-1)m[}ia---,yi+;l(X"Y)T_l

Como os :nods {y.}?+m sao igualmente espagados com passo h
jii

)™ A" ey)™ i’ﬁo -0l ) Gy )7

G0 = (e yy, T = T i H'n!
m i . m XYy m-1 X=Y.-
B (=T X —_— Y

QT[X] = 120 ( ) }E;ﬁ'){ h )+ = -}1; Qm ( h E )
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X-y- xX-y
& e N
h

Logo, Nj (x) = (y;,.-¥;)Q; (x)=nh Qi (x)=m Q"(

m =
Portanto, para todo s € cé:(ahJ, s = ;I c N = 1)

4.3 REPRESENTACAO DE UM SPLINE s € dﬁ(ah) ATRAVES DE SUA EXPANSAO EM
B-SPLINES.

Devido a unicidade de representacdao de um vetor em relacao a base ,

para armazenar um spline s num computador & suficiente armazenar Sseus

2 c Nm( i
if1 € —R )

coeficientes {ci}? tais que s =

4.4 AVALIACAO DE UMA EXPANSAO EM B-SPLINES DE UM SPLINE s € Gﬁ;(ah)

Sera feita através dos procedimentos BSX2H e BSXH(BSMQH).

BSXH foi desenvolvido apenas para conferéncia de algoritmos equiva-
lentes utilizados em BSXH e BSX2H. Entretanto, BSX2H deve ser 'preferido
por ser mais eficiente. Por exemplo, para m=4, BSXH e BSXZH envolvem,res

pectivamente, 27 e 14 operagoes de multiplicagGes ou divisoes.

4.5 DERIVADAS DE UMA EXPANSAO EM B-SPLINES DE UM SPLINE s € Cég{ﬂh).

_y. _ )
1 ) e da relagao recursiva

- ., m
A partir de s(x) = ;I c;N (

D N"(x) = N1 (x) - N"1(x-1) obtemos para qualquer x de I = [a.b] :

DJs(x) = h7 3. vic NI ke ) , j=0,1,...,m"1
* if5 "o Ro2 o0 ST

onde: (i) VIf(x) = 3, (-1ITT( ] IEG-1)
(11) convencionamos ¢_; = ... = C_j5 = 0
J=1

Utilizando a notagao CD(j,1) = v° ¢4 definidos na matriz



P m
1CD(3.1)} 59

n
i=j
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os coeficientes das derivadas de s(x) a menos do fa-

tor h™7. A j-€sima linha desta matriz corresponde aos coeficientes de

Di_ls(x] a menos de h™J.

Como Vvf(x) = £(x) - f£(x-1) os calculos de vj-lci

mente na construgao da matriz abaixo a partir de

ilustrada para m=4 e n=7:

i vOcd v cd v2cd v3cd
1| ed(1,1)

cd(2,2)
2 | cd1,2) cd(3,3)

cd(2,3) cd(4,4)
3| cd(1,3) cd(3,4)

cd(2,4) cd(4,5)
4 | cd(1,4) cd(3,5)

cd(2,5) cd(4,6)
S| cd(1,5) cd(3,6)

cd(2,6) cd(4,7)
6 | cd(1,6) cd(3,7)

cd(2,7)
7 | cd(1,7)

Os valores de {cd(j,i)}

m b9l
j:l,i:j

1

{ed(j,i)=ed[j=1,1)~cd (§~1,1-1;}.

sao gerados facil

Cdll.i) = €375, 545 s

J=

sdo calculados atravées do procedimen

to BSMCDH (B-Spline Matriz CD, passo H)

Finalmente, combinando os procedimentos BSMCDH e BSMQH em BSDXH, da

do x € [a,b], avaliamos Di_ls(x), j=1,...,m,

respectivamente em dx[1],..., dx[m].

armazenando estes

rvalores

!

Entretanto, pode-se desenvolver um algoritmo mais eficiente que o

utilizado em BSDXH utilizando-se a versao simplificada de BSDX2

dos procedimentos BSMCDH e BSX2H, dando origem a BSDXZH.

atraves
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4.6 INTEGRAIS DE s(x) € <§;(Ah) ATRAVES DE SUA EXPANSAO EM B-SPLINES

0 calculo de integrais indefinidas ou definidas de expansao em B-
-splines associados com uma particao uniforme com nos de multiplicidadel
pode ser feito exatamente como no caso geral. Em BSMCIH geramos a particao es-
tendida associada com E§;(a) e utilizamos o mesmo algoritmo considerado
em BSMCI. Desprezando-se as operagbes para calculos dos nds da .particgao

estendida, o numero de multiplicacoes € o mesmo em BSMCI e BSMCIH.

Os valores de {mcii}T+l gerados em BSMCIH correspondem aos coefici-

. ; - % ntl = om+1, X7Yi :
entes da integral indefinida §1 s(t)dt = ;I ciy N ( ), multipli
cados por m.

! 1
Em BSIDH inicialmente executamos BSMCIH e em seguida BSX2H . com

m = m+l para x = ei e x = es. A execucao de BSX2H com m=m+l automatica-

mente gera a particao estendida associada a G£;+I(5)' Finalmente,obtem

-se BSIDH = é?ss(t)dt = %[}&?Ss(t)dt.—§?i s(t)dt]. BSIDH & mais eficien

te que BSID; por exemplo, para m=4 enquanto BSID executa 37 multiplica-

goes ou divisoes, BSIDH executa apenas 29.

4.7 PRODUTOS INTERNOS

Os produtos internos de B-splines normalizados associados com  uma

particao uniforme podem ser calculados explicitamente.
Em geral, I?’n = ém Nm(x) Nn(x+j)dx, 350,15 9 5 -1

Se {N?} sdo B-splines associados com uma partigao uniforme de passo

- . . h m n - m!n N = "y
h, entdo para todo i e J,gm Ni(x)Ni+j(x]dx = h Ij s J=0,1,405,m~1.

4.8 CONVERSAO DE UMA EXPANSAO EM B-SPLINES DE s € cﬁ;(ah) PARA SUA RE-
PRESENTACAO POLINOMIAL POR PARTES.

n s =R
Consideremos s € Gg;(ﬂh} e s(x) = iél Ci‘N ( z }3
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{x < xz < ... < x.} particiona I = [a,b] em k+1 subintervalos:

1o & )y T = [Xiy Ba)aeuss Iy © Exk—l’ ka e Iy = [xk,b]. ; Sejam

po(x), P1(x),...,py(x) os polindmios de ordem m que representam o spline

s €  (&h) respectivamente em Iy, Ij,..., I,, definidos por:

n
=1

Po (X) Cpoj(x-XI)J-l, x € I

[ R=|

1 Cpij(x-xi)J_l, x € 1.

p; (x) i

J
Conforme vimos no caso geral:

Di_ls(x ) B

{cPDj3T % :
s St W 1
j-1
P } k mo_ By S[xi) k m
Pijti=1,3=1 "IETI;T‘— i=1,j=1

v By v i

Os coeficientes dos polindmios por partes sdo obtidos atraves

procedimento BSRPPH.

. deo
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