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Resumo

Este artigo investiga o problema de estabilizar
um sistema linear invariante no tempo usando
a chamada realimentacao hibrida. Esta técnica
da origem a um sistema hibrido formado por um
par de sistemas lineares invariantes no tempo de
segunda ordem. Define-se aqui o que sao sistemas
hibridos e por fim, apresenta-se o automato que
realiza o chaveamento de forma a estabilizar o
sistema hibrido.

1 Motivagao

No artigo [1], Artstein propde o seguinte problema:
Dado um oscilador harménico simples como em:
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é sabido que nao é possivel estabilizar este sis-
tema com realimentagio de saida sem se usar um
observador de estados. Para se implementar um
observador de estados, é necessario que se tenha
uma memoéria de ponto flutuante para se armazenar
o valor do estado do observador a cada passo de
integracdo algoritmo.

Sera que é possivel utilizar um autémato finito
de dois estados que estabilize tal sistema sem a
necessidade do observador? Artstein. no seu artigo,

*Esta pequisa foi patrocinada pelo CNPg, processo
130546 /98-4

mostra alguns exemplos de automatos que estabi-
lizam (1), da seguinte forma:

1. Faz-se a realimentacdo de saida v = —3y
de modo a se obter um segundo oscilador
harménico.

2. Projeta-se um automato que chaveia entre
estes dois sistemas de modo que a trajetéria
seja assintoticamente estivel para qualquer
estado inicial.

No artigo [1], o segundo sistema. obtido por reali-
mentacio de saida feita no primeiro, é:

s ]
3 I

Chamando este sistema de As e o anterior de A;,
o autémato que estabiliza (1) aparece na figura 1.

O valor 6 é o tempo de permaneéncia no estado
1. o que significa que o sistema A; permanece em
funcionamento este periodo de tempo. 37 /4 é o
tempo de permanéncia em 2, o que significa que Az
permanece em funcionamento por 3m/4 segundos.
£(tr.) é o valor do estado & no instante da transi¢ao
de estado do automato.

Tal autéomato estabiliza o sistema (1) assintoti-
camente, de modo que se justifica um estudo mais
aprofundado da estabilizagao via automatos.
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Figura 1: Automato estabilizante

2 Sistemas Hibridos
2.1 Definigdo

Umn sistema hibrido é um sistema dinamico formado
por duas partes (subsistemas):

e A primeira, a qual se chama de parte
continua, é uma familia de sistemas de
tempo continuo e espago de estados continuo
i(t) = folz), com {fp : P € P} e onde P €
um conjunto compacto. A cada sistema desta
familia chama-se de sistema componente
continuo.

e A segunda, a qual se chama parte l6gica.
é um sistema dinamico também de tempo
continuo, porém com um conjunto enumeravel

de estados.

Estas duas partes interagem com as seguintes
caracteristicas:

e A cada estado da parte logica esta associado
um sistema componente continuo.

e Uma mudanca de estado da parte 16gica acar-
reta a troca do sistema componente continuo
que esta em funcionamento (chaveamento).

e Durante o intervalo de tempo entre chavea-
mentos, a parte logica fica inativa e. um e
somente um dos sistemas da parte continua
permanece funcionando.

e O préximo sistema componente continuo que
entrara em funcionamento.
duracdo deste funcionamento, dependem da
dinamica da parte logica.

assim como a

e A parte logica tem como entrada informacoes
obtidas da saida do sistema componente
continuo que estd em funcionamento.

A parte continua, evidentemente, é descrita por

um conjunto de egquagdes diferenciais ordinarias
(uma para cada sistema componente continuo) e
a parte logica é descrita por automatos finitos tem-
porizados.
Parte-se agora para um estudo mais detalhado dos
sistemas hibridos, porém ja particularizando este
estudo para o caso que serd abordado neste artigo,
que é aquele onde a parte continua é formada por
dois sistemas de segunda ordem lineares invariantes
no tempo, isto &, fp(z) = Apz com A, € R?*2 ¢
P={1,2}.

2.2

Seja {A;, A2}, com A, As € R2?%2_ o conjunto das
matrizes-A dos sistemas componentes continuos e
u : [0,00) — {0,1} o sinal de chaveamento, que
é o sinal gerado pela parte logica e que determina
o sistema componente continuo que esta em fun-
cionamento. A equagao:

£(t) = [u(t)Ar + (1 — u(t)) Az)e(t)

descreve a parte continua do sistema hibrido (dado
o sinal de chaveamento).

Olhando esta equagdo, pode-se ver que quando
u(t) = 1 para t € [t1,t2] com t1 e tz € &1 < 12
quaisquer, o sistema componente continuo que esta
ativo é aquele cuja matriz-A € A;. Se, por outro
lado, u(t) = O para t € [t1, 2] com £y ez € t <
ts quaisquer. entao o sistema componente que esta
ativo é aquele cuja matriz-A € As.

O espaco de estados para cada sistema compo-
nente continuo é. evidentemente. o R2. A trajetoria
de estados da parte continua € continua e suave por
trechos e. a cada trecho, corresponde um sistema
componente continuo, que € aquele que estava em
funcionamento naquele periodo.

Descrigio da Parte Continua

2.3 Descrigao da Parte Logica

Definicao 1 (Autdomatos Finitos) Um
qutémato finito, segundo [2], € wm sistema
(Q,1,v.q), onde:

e Q € um conjunto finito de estados (espago de
estados ).
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Figura 2: Exemplo de autémato finito

e I ¢ um alfabeto de entrada, ou seja, um con-
junto finito de simbolos que participam da mu-
danca de estado.

e v ¢ uma fungdo de transicao de estados de Q%
I em Q.

e qo € o estado inicial.

Dados uma sequéncia de entrada (com elementos
de 1), uma particular fungdo de transicao de esta-
dos v e um estado inicial gy, pode-se calcular toda
sequéncia de estados a partir de go.

Exemplo
Seja o seguinte autémato finito (que,
graficamente, tem a representacao da
figura 2):

Q = {1,2,3}
I = {AB}
v = {(1,B)—1,(1,4) —2

(2,4) — 1,(2,B) — 3,
(3,4) — 1,(3,B) — 3}
@ = 1
Se for dada uma sequéncia de entrada £ =

{A, A, B, A, B, B}, a sequencia de estados
sera q = {1,2,1,1,2,3,3}.

Até aqui, o conceito de tempo esteve ausente,
pois s6 trabalhamos com sequéncias. Define-se o

! Parte Lagica

Figura 3: Diagrama de blocos de um sisterna

hibrido

tempo de permanéncia no estado ¢, Ag(t),
como o tempo em que o autoémato fica no estado
g. Este tempo pode ser diferente a cada vez que o
autémato muda para este estado.

Os tipos de autématos finitos temporizados en-
contrados sao dois:

1. Fixos: quando o tempo de permanéncia para
cada estado Ay € fixo.

2. Dependentes da Parte Continua: quando A, €
diferente cada vez que se volta aquele estado.

2.4 Sistema Completo

Considere a equacdo da parte continua:

#(t) = [u(t)Ar + (1 — u(t)) Az)z(t)

e seja y : [0,00) — R uma saida definida como
sendo uma combinagao linear das varidveis de es-
tado. A interacao entre as partes é da seguinte
forma:

e A parte légica atua na parte continua através
do sinal u(t)-

e A parte continua influencia a parte légica
através da saida y(t), que vai se expressar no
alfabeto de entrada /. Quando o automato
temporizado for fixo (A, fixo), a parte logica
1é o valor da saida y(t) no instante de transi¢ao
entre estados e determina, de acordo com uma
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Figura 4: Exemplo de setor

regra, o elemento de I que vai ser fornecido
ao autémato.

3 Algumas Propriedades de
Sistemas Lineares

Seja um sistema linear invariante no tempo de
segunda ordem:

Az + Bu
Cz

(3)

T =
y:

onde A € R?*2_ B € R?*1 ¢ C € R'*? sao matrizes
constantes.

Definicdo 2 (Setor) Chama-se de setor 63—6; 0
subconjunto do R? representado na figura 4. Ewvi-
dentemente, duas retas passando pela origem vao
dividir o planc em quatro setores.

Propriedade 1 (Tempo de percurso) O

tempo para uma trajetéria percorrer o setor fz — 6,
depende de 0 e dos coeficientes do sistema a,b,c e
d, de modo que pode-se fazer a seguinte integracdo:

02 dé
ac= [ @
6, ccos?f — bsin” @ + 5% sin 20

que € o tempo de percurso do trecho da trajetoria
dentro do setor 83 — 6, para qualgquer trajetoria.

4 Realimentagao Hibrida

O problema da realimentagao hibrida é dividido em
duas partes:

Figura 5: Melhor trajetéria: 2 centros

1. Dado um sistema como em (4), obter o par
de sistemas através das realimentacoes fi e fa
(que sio escolhidas pelo projetista) da figura
3, de modo que o par de sistemas resultantes
(com matrizes-A sendo A—BCf, e A— BCf)
e sendo que a matriz de entrada e a de saida
sio as mesmas para ambos) sejam tais que se
possa projetar um automato que as estabilize.

2. Tendo o par de sistemas, projetar o automato
estabilizante de acordo com as regras que serao
estudadas a seguir.

Nota

Para escolher f; e fa, € ntil usar o
diagrama do lugar das raizes, pois se
pode ver, para cada valor de fi e f2, os
pares de pélos e o zero do sistema e assim
fazer uma boa escolha.

As respostas para algumas destas perguntas,
serao dadas a seguir:

Estudou-se autématos para estabilizagdo dos
seguintes pares de sistemas: (centro, centro),
(centro, foco instavel), (centro. sela), (foco
instavel, sela), (centro, né instavel), (foco instavel,
né instével). Estes serao estudados agora.

4.1 (Centro, Centro)
4.1.1 Setores favoraveis ao chaveamento

Seja o espaco de estados na figura 5. Se o sistema
2 estiver em funcionamento, os setores favoraveis
ao chaveamento sdo 1 e 3, pois a trajetoria ira se
desviar para a regiao interior a drbita atual. como
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se pode ver. Se o sistema 1 estiver em funciona-
mento, os setores favoraveis sio 2 e 4. Os eixos
desenhados indicam os lugares geométricos onde
os campos dos sistemas componentes continuos sao
paralelos.

Pode-se sempre determinar, para o caso de par
de centros, estas regioes de forma analitica. Para
isso, tem-se que usar uma funcio de Lyapunov cujas
curvas de nivel sao as érbitas de um dos sistemas
e determinar V para outro sistema. Os setores
favoraveis ao chaveamento sao fundamentais para
o projeto do automato, como sera visto mais em
frente.

4.1.2 Algoritmo de chaveamento

Voltando ao exemplo da motivagao, sera analisado
um pouco melhor o autémato da figura 1.
Adotando-se a fungao de Lyapunov candidata
V(z1,22) = 3(z? + z3) e aplicando-se para o
sistema 1, ou seja, determinando-se V, nao ocorre
“perda de energia”, pois as curvas de nivel de
V s@o as préprias Orbitas do sistema. Ja para
o sistema 2, VvV = —3z, 73, logo V <0 para os
quadrantes 1 e 3 e V > 0 para os quadrantes 2
e 4. Isto significa que se houver chaveamento do
sistema 1 para o 2 nos quadrantes 1 e 3 (setores
favoraveis), a trajetoria ird para a regiao interna
da 6rbita atual.
A idéia central deste automato é:

1. Levar a trajetéria para perto do eixo z2 (ker C)
guiando-se pelos valores da saida y = z;;

2. Quando y > 0, chavear para o sistema com-
ponente continuo com perdas (sistema 2) e
permanecer por trés quartos do periodo deste
sistema.

3. Voltar ao item 1.

A figura 6 mostra as curvas de nivel de V.

Este algoritmo é vilido somente para o caso
particular do sistema em questao. Pode-se, porém,
generalizar a mesma idéia para o caso onde tem-se
um par de centros quaisquer.

b v H
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Figura 6: Curvas de nivel do produto vetorial para
o exemplo da motivacao

4.1.3 Generalizacao do algoritmo para par
de centros qualquer mas C depen-
dente do par

Sabe-se, do exemplo da motivacio que, para o par
de centros em questao, os lugares geométricos onde
os campos sao paralelos sdo retas passando pela
origem e os quatro setores resultantes sao regioes
favoraveis ou desfavoraveis ao chaveamento.

Para um par de centros qualquer, esta
propriedade continua vilida, embora as retas
nao necessariamente sejam ortogonais € os setores
nao terao a mesma abertura (exceto os que sao
radialmente opostos).

Seja 6, o tempo necessirio para se percorrer
os setores 1 e 3 e 62 0 tempo necessario para se
percorrer setores 2 e 4 (vide figura 7).

Suponha que a matriz C é tal que ker C (onde
y = 0) coincide com a primeira reta onde os campos
sao paralelos (vide figura 7).

O autémato de Artstein generalizado para este
caso esta representado na figura 8. O seguinte
roteiro para o projeto deste automato foi obtido:

1. Adotar como funcao de Lyapunov candidata
aquela cujas curvas de nivel sao as érbitas do
sistema 1; :

2. Determinar quais os setores favoraveis a 1, isto
é, quais os setores onde V < 0. O tempo
de percurso desses setores € 6;. O tempo de
percurso dos setores desfavoraveis €, pois, 2;

3. Calcular 6; e 6o.

Feito isso, ja se tem todos os valores necessarios
para o projeto (o pardmetro 6 é determinado
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ym-2y=-1y=0 y=1
. X2 y=2
B8,
..--/)l T
” B
5, 2 x,

Figura 7: Aspecto do espago de estados para um
par de centros qualquer com curvas de kerC = K
quaisquer

J{E)<0 y(tr)>0

A ."1 Cl[ A
) "\ sr2s

[
I'\ I'\ A‘l(t):a
\_/'\_/

Qualquer y(tr.)

Figura 8: Autémato 1 generalizado

experimentalmente, mas certamente ele deve ser
muito menor que 62). A seguir, di-se um exemplo
de tal projeto.

4.1.4 Exemplo

Seja um par de centros cujas matrizes-A séo:

/1

1. Adota-se a funcao de Lyapunov candidata cu-
jas curvas de nivel sao as érbitas do sistema 1.
Entao, esta funcao tera a matriz (z7UA;z =

0):
75|

2. Derivando esta fungao de Lyapunov candidata
e substituindo o sistema 2, tem-se que a matriz
de V é dada pela formula W = ATU + UAz, o
que resulta em:

—.3248 4375
—.8125 .3248

3248

—.8125

A375
e |

—.3248

0.8125

—0.3248
—0.3248

0.4375

10556 0
=1 o —0.5684]

Por fim, a funcéo de Lyapunov derivada fica:

V = 1.0556z7 — 0.5684x3 (5)

3. Para achar o lugar geométrico onde V = 0, ou
seja, onde os campos sao paralelos, usa-se (5)
de modo que:

1.0556z% — 0.5684x3 = 0

o que resulta em:

zp = +1.8571z; (6)

4. Adota-se ker C coincidindo com a reta To =
—1.8571z; de (6), de modo que C' = [1.8571,1]
(pois o autémato s6 funciona para este caso).

5. Para se determinar 6; e &, (os autovalores
do sistema 2 sio +j05 entdo wp = 05 e
T = 4x), calcula-se §; através da integral

em 4. Substituindo os valores, resulta em
51 = 2.4244.
6. Pode-se calcular 6, pela  férmula

26, + 265 = g,% =T, que resulta: 3.8588

7. O tempo de permanéncia no estado 2 €, entao
(vide figura 8): 2(2.4244) + 3.8588 = 8.7076.
Desta forma, ja se tem tudo o que € necessario
para o projeto do automato.

A figura 9 mostra uma simulagio para estado
inicial do autémato g2, estado inicial da parte
continua [—1,1]7, tempo de simulacio de 50 se-
gundos e parametro § = 0.05.

4.1.5 Generalizagao para C qualquer

O automato anterior tem uma restrigao sobre C,
isto é, « e s6 funciona para ker C' sendo uma das
retas qu« delimitam a regiao favoravel. “ara que
se possz trabalhar com C qualquer, ¢ ecessirio
modificar um pouco o autémato, acrescentando-lhe
um estado. Este novo autdémato estd representado
na figura 10.
A explicagao deste algoritmo € a seguinte:
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Exindos do Sixiems’ Exsmpilo 5.3

S
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Figura 9: Exemplo de projeto (centro, centro)

x/?\ Qualquer y(tr.}

y(tr.)>0
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A= M85,
Qualquer y(tr.)

Figura 10: Autdémato para (centro, centro) e C
qualquer

1. Levar a trajetoria para perto da reta ker C = 0
guiando-se pelos valores da saida y;

2. Permanecer ainda no sistema 1 por um tempo
bo até se atingir a vizinhanga da reta limite da
regiao favoravel.

3. Chavear para o sistema componente continuo
com perdas (sistema 2) e permanecer por 26, +
da.

4. Voltar ao item 1.

E necessario, além de &; e §2 que se calcule &y,
o que se consegue usando a integral (4). A seguir,
da-se um exemplo de projeto usando esta técnica.

4.1.6 Exemplo

Supondo que C = [0,1], ou seja ¥y = 72 e com
o mesmo par de sistemas do exemplo anterior (de
modo que a regiao favoravel é a mesma). Tem-se
que calcular o tempo de percurso do setor entre x3
e a reta xo = —1.8571x;, mas para o sistema 1.
Usando a férmula (4), obtem-se 6 = 1.1610. Ja

Estatos do Solema Exsmpio 5.3

o 7
/’ / -:\
g1 17 ZIREY 1IN
04 / l\ \!
i N J
p i

12 -1 083 08 D04 02 o 0z o4 o8
=1

Figura 11: Trajetéria para (centro, centro) e C
qualquer

se tem entao todos os elementos para projetar o
autormato.

Fazendo a simulagdo para estado inicial do
autémato ¢;, estado continuo inicial [—1,—1]7,
tempo de simulacio de 100 segundos e pardmetro
6 = 0.05, obtem-se a trajetéria de estados na figura
11.

4.2 (Centro, Foco Instavel)

Definicao 3 Seja um sistema como em (7) com
b > 0. Tomando-se 0 mesmo sistema com b = 0,
obtem-se o centro correspondente ao foco.

mz + bt + kzx (M)

4.2.1 Algoritmos para estabilizagao

Estudou-se até aqui autématos para estabilizar um
par de centros qualquer e C qualquer, o que foi uma
generalizacdo do automato de Artstein. Deseja-
se agora generalizar esse autdomato para o caso
onde um dos sistemas componentes continuos é um
foco. Para isso, adota-se aqui o balange de energia,
isto é, desde que a perda de energia na regiao
favordvel compense o ganho na regiao desfavoravel,
o automato estabiliza o sistema.

Inicialmente, generaliza-se o0 autémato na figura
8 para Aj sendo foco. Sendo A; o centro, a técnica
de projeto é:

1. Determinar a regiao favoravel tomando a
funcdo de Lyapunov candidata cujas curvas
de nivel sao as orbitas de 4. Calcular V para
As.
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2. Calcular os tempos 61 e 62.

3. Assumir C tal que ker C coincida com a reta
limite da regiao favoravel.

O aspecto do espaco de estados ficaria como na
figura 7, embora neste caso um dos sistemas é foco
instavel.

Pode-se também generalizar o projeto para C
qualquer, de modo que o algoritmo fica como na
fizura 10. Sera dado agora um exemplo de projeto.

4.2.2 Exemplo

Sejam os sistemas dados em (8). Adotando-se
C = [0, 1] e a funcao de Lyapunov candidata aquela
cujas curvas de nivel sao as érbitas de A, entao ela

serd: V = 3(4x% + z3).
=[5 5]

0 1
A= [ -4 0

Achando V para o sistema A; e igualando a zero,

tem-se:

(8)

V:4ﬁ:rf+3.r1:r2+ﬁa:§={]

As retas limites do setor favoravel sao obtidas
resolvendo esta equagio para Ta:

Toq = %(—3 +4/9— 16,82)1‘1
T2 = %(—3 —/9—168%)z,;

Os setores favoraveis sio aqueles entre a reta da
primeira equagio e a reta da segunda, caminhando
no sentido horario. Observa-se que a medida que
se vai aumentando 3, menor vai ficando a abertura
do setor favoravel. De fato, o setor favoravel
desaparece quando 3 = $.

O passo seguinte para se determinar o autémato
para este par achar 6, e 62 de modo a substituir no
autéomato da figura (8) e o projeto estaria completo
(se o projeto fosse para C qualquer, ter-se-ia que
calcular & para substituir no autémato da figura
10). Como o projeto é semelhante ao (centro,
centro), em vez de dar outro exemplo, tentar-
se-d achar qual seria o valor de 3 maximo tal
que o sistema ainda pudesse ser estabilizado pelo
automato § (10).

Gridicn Gn snengie Vs panis ofro b

anargla
)

1

o.a5 (&} 0.15 0z 025 o3 0.3s o4
b

Figura 12: Energia em funcio de

A fase de trocas de energia deste algoritmo é
obviamente a fase em que o sistema componente
continuo ativo é o sistema 2, que é o foco (a
energia do sistema permanece constante enquanto
o sistema 1 estiver ativo). Dessa forma a integral :

/0 o (4Bz3(t) + 321 (t)z2(t) + Bz3(t))dt  (9)

£ a energia adquirida durante a fase de troca por
ciclo. Se o seu valor for positivo, significa que
o autémato nao funciona, pois o sistema estaria
adquirindo energia. Se for negativo, entao o
autémato estabiliza o sistema hibrido para aquele
valor de 3.

Como é muito dificil (ou talvés impossivel) es-
perar uma resposta analitica (em funcao de B)
desta integral, pode-se resolvé-la numericamente,
dando-se valores de 8. Resolvendo-se, entao, a
integral para o intervalo de valores de 3 [0.01, 4],
passo 0.01, obtem-se o grafico da energia adquirida
em funcio de B mostrado na figura 12. Vé-se que
para § acima de apraximadamente 0.17, o sistema
hibrido é instavel (este € Berit)

4.2.3 Aspectos praticos

As consideracoes de trocas de energia que foram
feitas consideraram que o sistema 2 (sistema com
perdas) funcionava por um tempo igual a 26, + 6.
Entretanto, devido a é ser um valor finito (e nao
infinitésimo), o chaveamento do sistema 1 para 2
nunca ocorrera tao logo y = 0, porém, algum tempo
depois. Ji que nao se conhece o estado inicial
continuo, fica impossivel saber este tempo. Da
mesma forma, como o sistema 2 deve funcionar por
um tempo determinado pelo projetista, o sistema
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Figura 13: Fluxos de sistema (centro,sela)

1 voltara a funcionar algum tempo depois do que o
esperado no caso ideal de § infinitamente pequeno,
logo, s6 se poderia estabilizar um par cujo foco
tem 3 préximo do critico se 6 fosse muito pequeno.
Quanto maior §, menor sera o § maximo.

4.3

Nos pares (centro, centro) e (centro, foco instavel),
podia-se sempre distinguir o sistema 1 como aquele
onde nao ocorre trocas de energia. Adotava-se a
funcao de Lyapunov candidata como sendo a que
tinha curvas de nivel iguais as orbitas do centro e
o procedimento de projeto era igual.

Para o caso de dois focos, nao se pode utilizar
esse método de projeto pois as orbitas do foco
nao sao fechadas, por isso, nao vamos abordi-lo
aqui. Porém, fica como sugestao para pesquisas
futuras como determinar qual funcdo de Lyapunov
é conveniente para esse projeto e determinar o
automato.

(Foco Instavel, Foco Instavel)

4.4 ({Centro, Sela)
4.4.1 Algoritmo de chaveamento

Inicialmente, supoe-se que C seja tal que kerC'
coincida com a variedade estavel da sela, posterior-
mente, sera generalizado para C qualquer.

Seria muito facil fazer um algoritmo de chavea-
mento sabendo-se quando a trajetoria escapa da
regiao favoravel passando por uma das retas r ou s
(vide figura 13. Bastaria, para isso ter duas saidas
1 = C1x e y2 = Cpx tais que ker C) coincide com
r e ker Cy coincide com s.

i<y

[ &) |
ol )t M)

\W‘\_//
sela

tro
- Iyl> Ay / Ay = FAy

Figura 14: Autémato para o caso (centro, sela)

Entretanto, a proposta é projetar algoritmos
para sistemas que s6 tenham uma saida. Para isso,
utiliza-se a chamada regidao Ay. Esta regiao, que
estd hachurada na figura 13, é formada pelas retas
paralelas a kerC' tal que a cada y pertencente
a [—%1,%3] corresponde uma dessas retas (com
ker C correspondendo a y =0).

O funcionamento € o seguinte:

1. Da-se um valor de Ay que permanece fixo;

2. Levar a trajetéria para dentro da regiao Ay
usando o centro;

3. Estando a trajetéria proxima de ker C, chavear
para a sela;

4. Quando a trajetoria sair da regiao Ay, o que
pode ser detectado quando |y| > Ay, chavear
de volta para o centro e recomegar a partir do
passo 2.

Isso faz com que a trajetéria se aproxime da
origem na direcio da variedade estivel, mas nao
é suficiente para garantir estabilidade segundo
Lyapunov. E necessirio que Ay seja diminuido
de modo a confinar a trajetéria em regides cada
vez menores ao redor da origem. Para isso, deve
haver uma memoéria para armazenar o valor de Ay
e uma operacgao para diminuir seu valor.

A figura 14 mostra o autémato que estabiliza um
sistema (centro, sela). O parametro F' é a fator de
reducao da largura da regido Ay. Os parametros
6, e 63 sao ajustados para que sempre se faca pelo
menos uma verificacio de ¥ dentro da regiao Ay. A
figura 13 mostra o tipo de trajetéria num sistema
(centro, sela).
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Figura 15: Trajedria para sistema (centro, sela)

4.4.2 Exemplo
Seja o par de sistemas:

-1 0
[#=[5 1]
Aqui, 4; € um centro e Az € uma sela. A figura
15 é mrmn exemplo onde o estado inicial do automato
é go, o estado inicial continuo é [1,1]7, o tempo
de simsulaciao € 20 e os parametros sao 6; = 0.1 e
b =0.L

0 1

-1 0 (10)

|

4.4.3 Generalizagao para C qualquer

O préximo passo € generalizar o algoritmo para
C qualquer. O autéomato generalizado esti na
figura 16. Um estado adicional foi acrescentado.
Pode-se facilmente entender o que este autdmato
faz ollsando para a figura 16. Ao atingir a regido
Ay, o estado muda (embora o sistema componente
contfnuo ainda seja o mesmo) e pemanece no centro
por wm tempo 6, que é o tempo para ir de ker C
até a wariedade estavel. Os outros parametros
61 e &2 devem ser ajustados por simulagio. O
seguredo, que € o tempo que se permanece na sela,
nao deve ser muito grande, senao a trajetoria pode
se afastar muito da origem até chavear para o
centro. Também nao pode ser muito pequeno, pois
a convergéncia para a origem seria lenta.

A seguir, faz-se uma simulagao para estado inicial
do autémato ¢, estado inicial continuo [1,—1]7,
tempeo de simulacao 30, parametros 6 = 0.785, §; =
0.1 e &2 = 1. Da mesma forma como no anterior, os
sistermas sao os mesmos, mas C' = [—1,1], F = 0.5
e Ayp = 1. A simulagio esta na figura 17.

10

W<ay | A | sempre

r /_." Q/—\\
M:“i\}' ! centro % II [y[-:ﬁy
LA, af =y
 Lawes, \ &5, )

s

o iyl > Ay / Ay = F.Ay

Figura 16: Automato generalizado para o caso de
C qualquer para (centro, sela

il AT
i A \
55 1'-1-'_:__‘_“_'l XL
N ERVAN ~
= 5
2 b W
25 \JMH“‘J I !
[ T
25 1; -l.‘ﬁ 4 a5 o 0.5 1

Figura 17: Exemplo de trajetdria para sistema
(centro, sela) generalizado

4.5 (Foco Instavel, Sela)

O algoritmo para se estabilizar este tipo de par é
essencialmente o mesmo que o par (centro, sela),
pois o papel do centro foi o de levar para a regiao
Ay a trajetéria de estados. Esta tarefa também
pode ser feita pelo foco, porém, quanto maior for
B3, mais lenta é a convergéncia, pois o foco afasta a
trajetéria da origem.

4.6 (Centro, N6 Instavel)

Neste caso. volta a ter importancia a regiao fa-
voravel definida por fungao de Lyapunov (como
no (centro, centro)), porém. como nos dois 1iltimos
casos, o tipo de autémato que funcionou bem para
estabilizar (centro. centro) e (centro. foco instavel)
nao funciona aqui. Deseja-se obter uma trajetoria
do tipo daquela na figura 18. Isto pode ser con-
seguido usando-se um automato estabilizante como
na figura 19.
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Figura 18: Exemplo de trajetéria de um sistema
(centro, né instavel)

4.6.1 Algoritmo

O autdomato que realiza a estabilizagao estd na
figura 19. Como se pode ver, o centro sempre leva
a trajetéria para a regiao (setores) favoravel (na
figura 18, a regiao delimitada pela reta y = 0 e pela
reta T onde estd ocorrendo chaveamento). Quando
ocorre a detecgao de y = 0, passa-se para o estado
qa, que é centro, e permanece-se por um tempo b, 0
tempo necessario para cruzar a regiao favoravel. Ao
final deste tempo, chaveia-se para ¢, e permanece-
se por é, (tempo para a trajetéria cruzar a regidao
favoravel quando o sistema em funcionamento é o
né) e reinicia-se o ciclo.

O recurso da regiao Ay, usado no caso (centro,
sela) e (foco instdvel, sela) € também usado aqui.

4.6.2 Técnica de projeto

1. Fixar a fungao de Lyapunov candidata como
sendo aquela cujas curvas de nivel sao as
orbitas do centro;

2. Achar V para o sistema né.

3. Igualar V a zero de modo a obter a equacio
das curvas de nivel para V = 0.

4. Calcular os tempos 6, e 6,,.

4.6.3 Exemplo
Uma simulagao foi feita para o seguinte sistemna:

0 1 01 0
}’ ‘42_[1 0.1

o |

|
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iyl < Ay /A,\ " sempre
.’.___-\
9.

4

\

; 5.
vi>ay Bhreret
i ."lf A‘! i / A:
: i ! Gal

CoLam L8

sempre / Ay = F.Ay

Figura 19: Automato para o caso (centro, né
instavel)

A funcao de Lyapunov candidata adotada é
V(a1 22) = 5@} +23)
entao:
V = 2,4, +Tota
substituindo o sistema 2:
V =0.12% + 2,20 + 0.123

As curvas de nivel correspondentes a vV =0,
obtidas resolvendo a equagao de T2 em funcao de
T, Sao as retas:

o = —0.101011
To = —9.8998x,

(12)
(13)

Para calcular os parametros . e 6, usa-se a férmula
(4). Os resultados sao 6. = 1.3694 e &, = 9.7962.

A simulacao que foi feita foi para os seguintes da-
dos: estado do autémato inicial g., estado continuo
inicial [10,0]7, tempo de simulacio de 50 segundos
parametros 6, = 0.1, 6 = 1.2 e 6, = 247. A
figura que mostra a trajetoria € 20. Os valores de
6. e 6, devem ser menores que os calculados (isso
se determina experimentalmente, por tentativa e
erro, de modo que a convergéncia seja a mais rapida
possivel).

Pode-se generalizar o algoritmo anterior para
este caso. Entretanto, deve-se levar em conta que
quanto maior for o ganho de energia do sistema
foco, menos tempo ele deve permanecer ativo, pois
a trajetoria se distanciaria muito da origem. Facil-
amente pode-se generalizar para C qualquer, por
isso, nao faremos isso aqui.
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Estndos do Sistems: Exsmplo 5.3
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Figura 20: Exemplo de trajetéria para sistema
(centro, né instavel)

b
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Figura 21: Exemplo de regiao favoravel para (sela,
sela)

4.7 (Sela, Sela), (Sela, Né), (N6,
Né)

Estes casos tém uma propriedade bastante ruim,
que é o fato de nunca ser possivel levar uma tra-
jetéria para uma regido favoravel, ja que nenhum
dos dois sistemas componetes continues é um centro
ou foco instével. Pode-se exemplificar este fato com
o caso de um sistema (sela, sela). Na figura 21,
os setores hachurados formam a regiao favoravel
ao chaveamento. Qualquer ponto pertencente a
essa regiao pode ser levado a origem através de
chaveamento adequado. Qualquer outro ponto em
qualquer outra regiao nao pode ser levado a origem,
como se pode ver, nem tampouco se pode leva-la
para a regiao hachurada.

Nao se conseguiu, até o momento, achar o
algoritmo que estabilizasse tais pares, mas um
possivel ponto de partida seria buscar uma forma
de mover a regiao favoravel em diregao a trajetoria,
definindo uma distancia entre elas e procurar que
esta distancia tenda a zero. Tendo isso ocorrido,

12

bastaria aplicar o chaveamento. Isto fica como
sugestao para pesquisa futura.

5 Conclusao

O problema de estabilizacao para sistemas hibridos,
que é o problema mais importante da realimentagao
hibrida, ainda esté pouco estudado. Neste tra-
balho, estudou-se sistemas hibridos bastante sim-
ples, constituidos somente de um par de sistemas
componentes continuos lineares e invariantes no
tempo. Nao foram encontradas técnicas de projeto
para todos os casos de pares. Os casos de pares
que foram estabilizados com sucesso tinham uma
propriedade em comum, que era o fato de um
dos sistemas componentes continuos ter autovalores
complexos (centro e foco instavel).

Para se obter os automatos estabilizantes,
buscou-se sempre o menor numero de estados
e a menor quantidade de meméria possivel (de
preferéncia nenhuma).  Entretanto, alguns
casos, foi necessirio usé-la. Buscou-se estudar o
maior niimero possivel de pares e dar uma técnica
de projeto de autématos estabilizantes para cada
par estudado. O objetivo disto fol montar uma
lista de projetos tal que dadas duas triplas de
matrizes (C,A,B), se obtivesse a técnica de projeto
correspondente. Os automatos obtidos nao sao oS
tinicos possiveis. Talvés se possa obter mimeros de
estados e quantidade de meméria menores que o
que foi conseguido neste trabalho.
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