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PARTE B CAPITULO ·o 

RESULTADOS BÁSICOS ., ., 
ALGORITMOS PARA AVALIAÇAO) INTEGRAÇAO E DIFE~ 

..., 
RENCIAÇAO DE SPLINES POLINOMIAtS 

Um breve res~mo de teoria que justifica os algoritmos utilizados 

nos procedimentos deste manual encontra-s e na parte A. 

Os procedimentos codificados em ALGOL estão gravados em fita ma~ 

nética e estão disponíveis aos usuários do CCE da USP. 

Para sua utilizaçãp devem ser empregados os seguintes 

de controle: 

comandos 

?BEGIN J0B SPL; USER = <código do usuârio>/ <password>; CLASS 2; 

?C0PY SPL0T0/ = , DECLARA FR0M FITA (SERIALN0="E30050"); 

?C0MPILE <nome> ALGOL; ALGOL DATA; 

$SET AUT0BIND 

$BIND=FR0M SPL0T0/= 

BEGIN 

$INCLUDE "DECLARA" 

FILE CR(KIND=REMOTE), IMP(KIND=PRINTER); 

<programa principal> 

END. 

?DATA 

<dados do programa principal> 

?END J0B 

Note que o comando de controle $INCLUDE "DECLARA'·' é intercalado, 

entre os comandos do programa principal, imediatamente apos o . c0man­

do BEGIN. 

Os procedimentos foram introduzidos na parte A na seguinte ordem: 

• .. 



LBISEC, I NTERV, PTE, INVPTE, BSMQ, 
BSX, BSX2, BSMCD, BSCDJ, BSD.JX, 

BSDX, BSDX2, BSMCI, - BSID, BSMGRM , 

BSRPP, RPPSX, RPPSDX, BSX2H, BSMQH, 

BSXH, BSMCDH, BSDXH, BSMCIH, BSIDH, RSRPPH. 

A relação,com os nomes e definições dos procedimentos que aipre-

sentaremos a seguir, fará uso das seguintes notações: 

Todos nomes que começam por BS identificam procedimentos que en­

volvem a expansão em B-splines de um spline s E: te 'f>m; 9n ; ti). T~ 

dos que começam por BS e terminam por H subentendem B-splines associa 

do s com nós de uma partição uniforme de passo h. 

O espaço cC., (tih) indica o espaço dos spl ines com nos simples 
m 1 , 

(multiplicidade 1) em pontos de uma partição unifo rme de passo h. 

RELAÇÃO DOS PROCEDIMENTOS EM ORDEM ALFABETICA DE SEUS NOMES 

NOME FINALIDADE 

B~O)J_ · Determina os coeficientes da expansão em B-splines de D!-1s(x), com as 

funções B-splines definida sobre nós da partição estendida associada com 

e§ ( P m-j + 1 ; ?n., ; ti) 

BSDJX Avalia Dj-ls(x), s E: e§ ( ~ m; ?n; ti) 

.JTI-1 r n.__. BSDX Avalia s(x) ,Ds(x) , ... ,u s (x), s E Q) ( -p m; ~fl ti) 

BSDXH 

BSDX2 

BSID 

BSIDH 

BSMCD 

BSMCDH 

BSMCI 

A mesma de BSDX, porem com s € ~(tih) 

A mesma BSDX 

Avalia a integral definida de 

A mesma de BSID, porém com s 

Determina os coeficientes das expansões em B-splines das derivadas suces 

sivas de s com as funções B-splines definidas sobre nós da partição es­

tendida associada a Q)( 7fJ m;9,l ; ti) 

A mesma de BSMCD, porem com s E çf (tih) 
m 

Determina os coeficientes da expansão em B-splines da integral indefini­

da .f~(t)dt, s E: Q)( 7P m+l; ?Yl._ ; ti) 
.Y,. 



NOME FINALIDADE 

BSMCIH A mesma da BSMCI, porém com s e ~ (llh) 

BS.MGRM Determina a matriz de Gram 

BS~~ 

BSMQH 

BSRPP 

BSRPPH 

BSX 

BSXH 

BSX2 

BSX2H 

Determina {N1I(x)} ~+ 1-)11 em $e ~ m; 9n. ; li) 

A mesma de BSMQ, porém em ~(llh) 

Converte a expansão em B-splines de um spline : s e- cE'c 'õ7> m ;{Jn; li) 

para sua representação polinomial por partes. 

A mesma de BSRPP, porém com s 

Avalia s e e)( 'Pm; 9n. ; li) num ponto x e I = [a,@ 

A mesma de BSX2H 

A mesma de BSX 

~ 

A mesma de BSX, porem com s e G> (t1h) 
m 

I "'l'T'CRV D . 1 < < m.c eternuna R- ta. qu: Yi - x_ - ~H 1 

INVPTE Determina 2í a partir de li associada com Q) ( õ-J m; Qn ; .\li) 

LBISEC 

PTE 

RPPSDX 

RPPSX 

A mesma de INI'ERV 

Determina li a partir de 2i associada com Q)( 7P m ;7n.; li) 

Derivadas sucessivas de s e (2)( ,P m; ?n. ; li) ou s e- c:f (llh) atra­
m 

vés de sua representação polinomial por partes. 

Avaliação de s e ~( 'f'm; 9n..; li) ou s e ~(llh) através 1de sua 

re resentação olinomial 

RELAÇ.ÃO DOS .'.PROCEDIMENTOS BM ORDEM. ALFABETICA Dii' SUAS-: FINALIDADES 

NOME 

BSX 

BSX2 

BSX2H 

BSXH 

RPPSX 

Avaliação de s 

Avaliação de s 

Avaliação de s 

Avaliação de s 

6 

6 

E 

E 

FINALIDADE 

e§' C o,) m; 9n ; l:I) 

c§c ~;cm; l:I) 

~(llh) 

(?)m (llh) 

e) m (!:Ih) ou Q)( 'õú m:; 0't ; l:I) através de sua repr~ 

sentação polinomial por partes 

Avaliação de s E 

BS~ B-splines normalizados não nulos num ponto x de [a, b], associados . . :· com 

nós de uma partição estendida definida em ~ ( p m·; 9n ; li) 

BS~~H B-splines normalizados não nulos num ponto x de !ii,b], associados com 

nós de uma partição estendida definida em (?)rri ( !:Ih) 

BSRPP Conversão da expansão em B-splines de s 6 $e 7J m; 9n ; l:I) , para 

sua representação polinomial por partes 



NOME 

BSRPPH 

FINALIDADE 

Conversão da expansao em B-splines de s € 

tação polinomial por partes 

$., (ôh) para sua represen~ m 

PTE Conversão da partição ô para a partição estendida E definida em 

(!)( p m; Wl. ; ô) 

INVPTE Conversão da partição estendida E para a partição ô definida em 

c5'c 'Pm; 9n; ô) 

BSDJX Derivada--Avaliação de nI-1s(x), s € (b ( p m; 9n ; ô) 

BSCDJ 
· -1 

Derivada - Coeficientes da expansão em B-splines de D! s (x) com as :-fun-

ções B-splines definidas sobre nos da partição uniforme associada com 

BSMCD 

BSMCDH 

BSDX 

BSDX2 

BSDXH 

(j( lPm-j+l; ctn > ; ô) 

Derivadas - Coeficientes das eÃ-pansões em B-splines 

sivas de s com as associada com Q)(iõJm; 9n: ô) 

Derivadas - Coeficientes das expansões em B-splines 

sivas de s E (Vm(ôh) 

Derivadas ··sucessivas de s € cfc p m; <?n ; ô) 

Derivadas sucessivas de s E cfc Trr1; 9n.; ô) 

Derivadas sucessivas de s € ~(ôh) 

das derivadas suces-

das derivadas suces-

RPPSDX Derivadas sucessivas de s E cÇ (ôh) ou s E d( p m; CJn ; ô)atra 

vês de sua representação polinomial por partes 

BSID Integral - Avaliação de integral definida de s E e)( --p m; 9n. ô) 

BSIDH Integral - Avaliação da integral definida de s E ~(ôh) 

BSMCI Integral - Coeficientes da expansão em B-splines da integral indefinida 

~~ s(t)dt, s E g( Pm+l :(Jn; ô) 

BSMCIH Integral - Coeficientes da expansão em B-splines da integral indefinida 

~~ s (t)dt, s E . ~+l (ôh) 

BSMGRM Integral - Matriz de Gram 

LBISEC Intervalo · [yi < Yi+l). Determinação dei tal que Yi - x < Yi+l 

[y < INTERV Intervalo 1 , y1 +1). Determinação dei tal que Yi - x < Yi+l 

BSMGRM Matriz de Gram 



INDICE DO CAPITULO O 

Os procedimentos encontram-se descritos por ordem alfabética de seus 

nomes. 

BSCDJ 

BSDJX 

BSDX 

BSDXH 

BSDX2 
BSID 

BS-IDH 

BSMCD 

BSMCDH 

BSMCI 

BSMCIH 

BSMGRM 

BSMQ 

BSMQH 

BSRPP 

BSRPPH 

BSX 

BSXH · 

BSX2 

BSX 2H 

INTERV 

INVPTE 

LBI SEC 

PTE 

RPPSDX 

RPPSX 



Cap.0-B Determina os coeficientes da expansao em B-splines de 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes. 

n = dimensão de &( ?m ;01.; li). 

.l)~l..JJJ 

1/3 

~ {y. }m+n nós da partição estendida l associada com cfc '!Pm /(j}in_; li) 
1 l 

·• {c. }n coeficientes da expansao em B-splines de s E: (j( ~ m; qrz.; 6) 
1 l ... 

~ j ordem da (j-1)-ésima derivada a direita de s (1 5 j 5 n) 

. 

determina 

ii = dimensão de .cf ( 'fJ m- j + 1 ;?n-1
; 6) 

m = m- j + 1 = ordem dos polinôrn,ios por partes. 
1 j 

{-. }m+n nos da -Y
1 1 

partiçao estendida associada a 

{cc . }n coeficientes da expansão em B-splines de D+j-ls(x), considerando as 
1 l 

funç6es B-splines definidas em pontos da partição estendida ·:asso-

ciada a d( ÍPm-j+l; q-rz1; 6). 

Procedimento 

BSCDJ (m, n, y, c, J, mtil, ntil, ytil, cc) 

Entrada 

m , n , y [ l J , ... , y= [IJl + n] , c [ 1 J , . . . , c [n J , j 

As dimens6es das matrizes são propiciadas pelo programa principal, 

~- Saida 

~ mtil, ntil, ytil[l], ... , ytil[mtil+ntil], cc[l], ... , cc[ntil]. 

As dimens6es das matrizes são fornecidas pelo programa principal e dimen­

sionadas iguais as matrizes y e c, respectivamente. 

-t Método 

Inicialmente determina a matriz {cd(j ,i)j=~, i=j que contém em cada linha 
. 1 

j coeficientes da expansão em B-splines de D!- s(x),,com as funç6es B-spli 

nes definidas em _nós da partição estendida associada com ~( '"fm;·-ô{l; li). 

Em seguida elimina os coeficientes cd(j ,i) teoricamente nulos e determina 



Cap.0-B Determina os coeficientes da expansao em B-splines de 

BSCDJ 
2/3 

j+ntil-1 de tal modo que os primeiros ntil coeficientes {cd(j ,i) }i=j nao 

• teoricamente nulos fiquem alocados em {cd(j,i) }i=~+ntil-l, sendo ntil adi 

mensão de ,cff( ~m-j+l;?n\ L'I). 
11 

• p· l { )} j+ntil-1 { (º)} ntil d . . 1 . - 1na mente armazena cd(j ,i i=j em cc 1 i=l , etermina mt1 = . 
• 

= m-j+l, ntil e ytil . 

Pró~edimentos . Auxiliares 

BSMCD, INVPTE e PTE 

Multiplicações ou Divisões 

. . 
Nenhuma, excluindo-se as operaç6es em BSMCD, INVPTE e PTE. 

Algoritmo 

procedim~nto BSCDJ(m,n,y,c,j ,mtil,ntil,ytil,cc) ; 

inteiro m,n,j,mtil,ntil; real y[*], ytil[*], c[*], cc[*]; 

1 inteiro .tm [1: n-m], n im [1: n-:-m]; real x [L n-m], cd [1 ~m, 1 ~nJ ; 

inteiro k,i ,mi,kd,ik; real a,b; 

BSMCD(m,n,y,c,cd); INVPTE(rn,n , y , k,a,b,lm,x); 

parai de 1 passo 1 até k f aça 

~rn [i] + im [i]; 

se R.m [i] >m-j+l então n i m [i ] + rn-j+l 11 

mi + m; kd + O; 

~ para i de 1 passo 1 até k faça 

., l!kd + kd + R.m [i] - nim [i]; 

n ti 1 + mi + n i m [ i] ; s e k d > O e n tão 

para ik de mi+l passo 1 até nt i l faça 

• cd [i, ik] + cd [3, ik+kd]; 

mi + ~ ; 
par a i d e j p as s o 1 a t é n ti 1 f aça c c [i- j + 1 J + c d [3 , i J ; 
mt i l + rn-j+l; 

p TE (m ti 1 , n ti 1 , y ti 1 , k , a , b , n R.m ~ 



• 

• 

. , 

.. 

Cap.0-B Determina os coeficientes da expansao em B-splines de 

Codificação em ALGOL 

b~l,LJJ 
3/3 

%=================================================================-===== 
PRGC~D~~E BSCCJí~.N,Y,C7J.,~TlL,NTIL,YT!L,CC); 
I~TEG[q ~,~~J,~11L7NTIL; ~EAL ARRAY Y[*),YTILl*],C~[•J,C[*]; 

¼----------------------------------------------------------------------· 
% UTiLlZA 3SMCC-PTE-ZNVPTE 
%-----------------------------------------------------------------------

7. 

3 E. G! N 
[kJEGER ARPAY LH[l:N-M], NLH[l:N-Ml ; R[ AL ARílAY X{l:N-~J,CD[l:H,1:~); 

!N1EG[~ K, I, MI, KC, 1K; R::AL A,9; 
:1 S tC O C }~, ~J, Y,, C, CD ) i I N V PT [ ( M - ~4" Y, K? "·,ô~ L M , X) ; 

F O F T .: = l S T E P 1 U ;~ :I L K D O 
P ES 1 N NL M [ I J: = U': f IJ; 

IF LMf.I] > ~-Jt-1 THEN r-;u:i:;11 !4= M-J+l 
u,m; 

~I:= H; KD:= O_; 
F G R ! : = 1 S TE P 1 UN T I L K C Q 

e E:; T r, K D : = K D .. L M [ r ) - N L .,. [ r ] ; 
'HIL:= M1 + NL:~:IJ; 
1F ;-;e "> O THU; 
FJR IK:= HI+l STEP J~TIL NTIL rJ CO[J,IK]:= CC!J.IK•KDJ ~ 

!': ! : =~!TIL 
[ ~J; 

FO~ 1:= J . ~TE? l UN1TL ~TIL Díl CC[T-Jtl):=CO[J,IJ; 
WFlfECIMP.c/,"CC(ll=",*CF4.1)>,NT[L-J+l~F □~ 1:=1 STEP l UNTIL N-J+l DO 

c:rn>; 
~TIL-:: M-J+1; PTE(MTIL,NTIL,YTIL,K~r... s ~NLM.,X) 
E: NO; 



• 

Cap.0-B 

Dados 

Avalia Dj-ls(x) através da expansao de sem B-splines 
+ 

m = rirdem dos polinBmios por partes 

n = dimensão de Q)( 'f1 m; Wl; fl) 

{y. }m+n nós da partição estendida li associada com $e 7Õ"m; ·'?rz ; fl) 
l l 

. { c. }n 
~ 1 l coeficientes da expansao em B-splines de s 

j ordem da (j-1)-ésima derivada a direita de s (1 < j < m) 

·• x ponto de [a, b] 

determina 

. 1 
D~- s(x) 

Função Real 

BSDJX(m,n ,y,c,j , x) 

Entrada 

m,n,y[l], ... , . y[m+n], c[l], ... , c[n], j ex 

15 :'., lJJA 

1/2 

Os dimensionamentos das matrizes são propiciados pelo programa principal. 

S a ida 

. 1 
BSDJX + D{- s(x) 

Método 

~-Inicialmente determina a matriz {cd(j ,i)}j=T, i=1 que contém em cada ·li­
~ 
·~nha j coeficientes da expansão em B-splines de n1- 1s(x), com as funç6es B-

, -splines definidas em nós da partição estendida associada a ~( ·'fm; 7Jn; LI). · 

Em seguida determina t tal que Yi .S x < Yi + 1. Finalmente avalia n!- 1s(x) 

• aplicando a fórmula 

Procedimentos Auxiliares 

BSMCD - BSXZ - INTERV(LBISEC) 



~ . 

Cap.0-B Avalia nt-1s(x) atraves da expansao de sem B-splines 

Multiplicações ou Divisões 

. 1 
Avaliando-se D~- s(x) por meio da função real BSX2 e excluindo-se as oper~ 

ç6es para determinação da matriz CD e de 1, teremos; 

~(3rn(rn-l) multiplicaç6es ou divis6es, sendo rn = m-j+l. 

, fun~ão real BSDJX(m,n,y,c,j,x) ; 

inteiro m,n,j; real y [*], e[*]; 

!inteiro i, mtil, Q,; real cd[l:m,l:m], cc[l:n]; real s; 

BSMCD(m,n,y,c,cd); 

se x = y[n+l]então 1 + :n senao 1 ;<-- I:t;-JTERV(l,m+n,(.m+n)/2,x,y) ; 

se j = m então s + cd [m, 1] 

senão / / para 1 de J passo · 1 até n faça cc [i] · + cd [j, i]; 

mtil + m-j+l; 

s + BSX2(mtil,n,y,cc,x~ 

BSDJX -:..__j 

Listagem em ALGOL 

Z---==============================--=---==-~----------------------------
R[Jl PRGCEDUFE ESCJXCM,N~Y•C,J~X); 
!1-i l[GE.R tJ.,N,.J; Ef/ll x; H:: n /lR RAY Yf1:hcr~1; 

¼-----------------------------------------------------------------------
~ UTILIZA ES~ CC- f~X2 -l~TLHVCL ~1S ECJ 
~-----------------------------------------------------------------------~-

ílEC:Ii\ 

, 1 r-, 1 E G E R "! ~ i~ 1 J L , L ; F. [ A L AR R /t Y C D r 1 : M • J : 1\ ] , C C [ 1 : ~ J :; F E A L ~ ; 
GS ~CD< ~ .. 1.;,y .,(,CC ); 
If X =Y[~+l] T~EI\ L:=N [LSE L:=INT[RVC1,~+N~(~4h)12,Y,Y); 
If J =M TH E~ S:=CDfM,L] 

~SC JX:=~ 
[t,;[; 

[ LSE EEC lN FCR I:=J SlEP 1 U~Tll ~ DG CCIJJ:=CCIJ,IJ; 
!-'.TIL := M-J+1i 
S:=ESX2CYTIL,N,Y,CC,X,Ll 



1 

Cap.0-B Avalia. {Dj-ls (x)}. m através da expansao de s em B-splines. + . . J =l 

Dados 

rn = ordem dos polinômios por partes 

n = dimensão do espaço cff\ '?m;?rl; l\-) 

{y.}m+n nos da partição estendida 6 associada com d( '"f'm;r?n; 6) 
1 l 

BSDX 
1/3 

. n 
" { c. } coeficientes da expansao em B-splines do spline s 

• 1 l 

,. 
,. x ponto de [a,b] 

determina 

m-1 
D+ s(x), . . . , D+s(x), s(x) armazenando-os, respectivamente, em dx(m), ... , 

, dx ( 2) , dx (1) . 

Procedimento 

BSDX (m,n,y,c,x,dx) 

Entrada 

m , n , y [1 J , . . . , . y [ m + n J , c [1] , . . . , c [n] e x . 

Os dimensionamentos das matrizes são fornecidos pelo programa principal. 

Saida 

dx~], dxDJ, ... , dx~J cujo dimensionamento e previsto no programa princ~ 

pal. 

• 'Método 

i . 
·1,·Dm+-js(x) = L cd(m-j+l,i)(y . . -y . )Q~ (x), j = 1, 2, ... , m 

. i 1 . l+J 1 1 
, 1= + -J 

Inicialmente determina-se a matriz {cd(j ,i)}j=T, i=1 onde a j-ésima linha 
. -1 

contém os coeficientes da expansao em B-splines de D! s(x), considerando 

• as funções B-splines definidas em nos da partição estendida associada a 

< Em seguida determina-se i tal que y(i) - x < y(i+l) ou i = n se x=y(n+l). 

finalmente, por meio do mesmo algoritmo utili zado em BSMQ, constrói-se pa­

ra cada j o conjunto {Q~ }~ n 1 . e se avalia Dm+-js(x) por meio da ·fórm~la 
1 1= ;e,+ - J 

acima. 



Cap.0-B { j-1 )} m Avalia D+ s(x j=l 

Procedimentos Auxiliares 

BSMCD, INTERV(LBISEC) 

•. 
Multiplicações ou Divisões 

através da expansão de s em B-splines. 

BSDX 
2/3 

~ Excluindo-se as operações utilizadas na determinação de te da matriz cd: 

(Sm2 + m - 8)/2 

~ Comparação com procedimentos equivalentes 

, 

m BSDX2 BSDX 

(m-l)m(m+l)/2 (Sm 2+m-8)/2 

2 3 7 

3 1 12 1 ' 20 
-

4 30 38 

5 60 ~ 61 

6 105 89 

O procedimento BSDX torna-se mais eficiente que BSDX2 a partir de m=6. 

Algoritmo 

procedimento BSDX(m,n,y,c,x,dx); 

inteiro m ,n; r>eal x; r>eal e[*], dx [*]; 
-~nteiro i_,j,k; real denom, al, a2; real dd [l :m,1:n], Q[l:m+l]; 

se x = y[n+l] então k + n senão k + INTERV(l,m+n,(m+n)/2,x,y); 

BSMCD (m, n, y, e, cd) ; dx [m] + cd [m, k] ; 

"' . 

sem> 1 então 

Wara j de 1 passo 1 até m-1 faça Q [j] + O; 

Q[m] + 1./(y[k+l] - y[k]); QÍm+ll + O; 

para j de 2 passo 1 até m-1 fgça 

íflpara ide m-j+l passo 1 atém faça 

1111 denom + y [i+k-m+j] - y [i+k-m]; 

al + (x-y [i + k-m]) / denom; 

a2 + 1-al ; 

Q[i] + al*Q[i] + a2*Q[i+l] 1111 

dx [m- j + 1] + O; 

parai de k+l-j passo 1 até k faça 

dx[In-j+l] +dx[m-j+l] + cd[in-j+l,i]* (y[i+jJ - y[i])*Q(in-k~JJJ,. 

dx [1] +- O; 

parai de . k+l-m passo 1 até k faça 

dx[l] + dx[l] + c[i]* Q[m-k+il_JJ 



• 
~ 

Cap.0-B { j-1 } m 
A.valia D+ s (x) j =l através da expansao de s em _ B-splines. 

Codificação em ALGOL 

BSDX 
3/3 

l======================================================================= 
PFDCEOURE ESDXC ► ,N,Y~c,x~tx); 
I~TEGER ~.N; FEIL X; ~EAL JRRAY YI•1,Cf•J,OXC•J; 

i-----------------------------------------------------------------------
º·i.: UTILI7A lflSE!;~ Jr-JEJ;v E BS!-CI: 

, 

't 

4----------------------------------------------------------------------­. 

I • 

G EG u; 

I~TEGER !.J,K; Fi;L DE~O~,Al,~2; REPL ARRAY CC[]:V,1:~J,C[J:~tl]; 
1 r X=Y(N+l] THE~ K:=N ELS[ K:=INTfF\íl,~+N,{~+~)/?rXrYJ; 
[St-'.CCCM,N, Y,C,Cf); 
D H ~ J: = CD [ ~: , K J; 
IF ~ > 1 Th[N · rEGlN 
f(~ J:=1 STfP 1 UNTIL t-'.-1 CO C[JJ:=C; 
C ! E J : = 1 • / C Y IJ<. + 1J - Y( K J ) ; CI ~· + 1 :} : = C; 
F(R J:==2 STEP l·UUT•IL -t-·1 · C( · 

BEEIN FO ~ I:=l'-J+l Sl[F 1 UNTIL ~ DC 
13 H H C E r\ C M : = Y [ 1 • K - 1': -+ J ) - 't [ I -+ K - M J ; 

Al:=(X-YfI•K-~Jl/tf~C~; ~?:=l-Jl; 
G[JJ:=Al*Qf1J•AZ•~II+1J 

E~O; 
DXIl'-J-t lJ:=G; 
FOR J:=K+1-J STEP 1 UNT!L K GQ 

oxrr-J+]]:=CX["·J+l]+corr-J-+l~I]*()[]i~]-YIJ])*C[~-K•Il EuJ: 
DHU=·=o; 
F(R I:=1 SlEP 1 UNllL ~ DO O[IJ:=CX-Y[I+K-~J)•C(IJ•CY[I+"J-X)*C[I41); 
F[R J:=K+J-~ S1[F 1 Ut\lJL K CQ CX[J):=!)X(l)+CIIJ~crt--K+1] 
E. I\D; E t,::; 



Cap.0-B 

Dados 

Determina 

B-splines, 

{Dj-ls(x)}m através de sua expansao 
-+: J 

s E: gm(Lih). 

• Os extremos do intervalo [a, b] 

k = número de nós da partição uniforme associada a cfm(Ah) 

·~=ordem dos polinômios por partes 

em 

·. m+k (:> 
{ci}

1 
coeficientes da expansao em B-splines de s E ~m(Ah) 

" 
~ x = ponto de [a,b] 

determina 

BSDXH 
1/ 3 / 

m-1 m D+ s(x), armazenando-os, respectivamente, em {dx . } . . . , 
J l 

Procedimento 

BSDXH(a,b,k,m,c,dx) 

Entrada 

a,b,k,m,c[l] , ... ,c[m+k] 

O dimensionamento da matriz deve ser propiciado pelo programa principal 

Sai.da 

dx [1], ... ,dx [m], com dimensionamento previsto no programa principal 

Método 

;Versão modificada do algoritmo utilizado em BSDX2. 
•- ·-1 n . l x - Y· 
·.Em BSMCDH vimos que D~ s(x) =i~j cd(j ,i)Nm-J+ ( h 1

), j=l, .. . ,m . 
, 

Utilizando BSMCDH calculamos {cd(j,i)}j=~, i=~ 

Determinando-sei tal que y 1 S x < Yt+l , obtem-se m-1 D+ s(x) = cd(m,i). 

Em seguida para cada j e rn = m-j+l, 1 5 j S m-1 calculamos 

através de BSX 2H. 

procedimentos Auxiliares 

BSMCDH e BSX2H . 



-------------------------------------m:::) -DXH 

... 

Cap.0-B 
. 1 

{DJ- s(x)}m através de sua expansao 
+ l 

em 

B-splines, s E: clm (L:ih). 

MuZ.tipZ.icações ou Divisões 

Nio computando as operaç5es para cilculos de h,1 e matriz CD: 
m 

i~ 2 (i 2 - i + 2) = (m 3 + Sm - 6)/3 

·. Comparação com procedimentos equiva Z.en tes 

" 
1 • • 

1 • 

BSDX BSDX2 m 
(5m 2 +m-8)/2 m(m-1) (m+l)/2 

2 7 3 

3 20 12 

4 38 30 

5 . 61 60 

6 89 105 

AZ.goritmo 

procedimento BSDXH(a,b,k,m,c,dx); 

inteiro n,t,tx,mtil,i,j; reaZ. h; reaZ. Q[l:m+l]; 

n + m + k; 

~aZ. cd[l:m; l:n], cc[l:n]; 

h + (b-a) / (k+l); 

BSMCDH(a,b,k,m,c,cd); 

se x=b então l + n senão l + (x-a)/h + m - 0.5;. 

dx [m] -<- cd [m, t] ; 

para j de l passo 1 até m-l faça 

111 mtil + m-j+l; 

parai de j passo 1 a té n faç a 

e e [i - j + 1 J + e d O ., i J ; 
dx[j] + BSXZH(a,b,k,mtil,cc,_x_)_l_ll_ ; ....... 11 ;I 

BSDXH 

(m 3 +5m-6)/3 

4 

12 

26 

48 

80 

2/3 



.. 

,· 

Cap.0-B 

XH 
3/3 

de sua expansao em B-splines, 

Codificação em ALGOL 

%==================-===========:==========================-=-======-----
PRGCEDURE 9SCXHCA,B,K,H,C,X,DXJ; 
r~TEGER K,M; REAL Ape.x; REAL A~RAY C(*]P~xr~1; 

%-----------------· ·---------------------------------------------------., ,. UTILIZA BS;<2H ,:-

o/-----------------------------------------------------------------------,. 
SI:. C:lN 
H.E.GE1 '1/.,L:rLX,dlTrL,I,J; t\Et.L H; ~EAL A? .. ~AY C[l:M-1-l); 

N:=M+K; 
E['.,! N 
f; E A L AI{ R A Y CD f 1 : 1-1, 1 : N l , C C [ 1 : :~ ] ; 

H : = C B - A > / C ,~ + l J ; 8 S ri CD 1-i { ti. ,, ':, K ,, ~, , C , C C ) ; 
1 F X=!:? L~E N L==N :LSE L:= o~-AJI~ + 'M - o. s ; 
e xr ~ J: = e o u1, L J ; 
f G~ J: =1 STEP l J N11L M-1 !;Q 

Gl G I ~-J 
~TIL:= 1~-j+1; F8R. 1:=J SffP 1 U1'iTIL N t):J ~CfI•J'f.l]:=CD[J,IJ; 

1X[J):= 3SXZrlCA,R,K,~l!L,CC,Xl 
ft-; í); ENS; END; 



-------------------------------------- b~LJXL 
Cap.0-B { j -1 }m . - B 1. Avalia D+ s(x) j=l atraves de sua expansao em -sp ines 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes 

n = dimensão do espaço 

' { }m+n .. . -Yi nos da partiçao 
. l 

estendida E associada com 

·. {c . }n coeficientes da expansão em B-splines do spline s. 
l l 

~x ponto de [a,b] 

• determina 

m-1 s(x), D+s(x), D+ s(x), armazenando-os, respectivamente, em 

dx [1] , dx [2] , ... , dx [m]. 

Procedimento 

BSDXZ(m,n,y,c,x,dx) 

Entrada 

m,n,y[l], ... , y[m+n],c[l], ... , c[n], x 

l:I) 

. 1/ 2 

Os dimensionamentos das matrizes devem ser previstos no programa principal. 

Saida 

d; [1], dx [2], ... , dx [m], com dimensionamento propiciado pelo programa prin 

pal. 

· Método .. 
'· Inicialmente obtem-se a matriz {cd(j ,i) }j=r, 
.. 

i=j onde a j-ésima linha con 

de nl+1s(x), ~con~iderando-se , tém os coeficientes da expansão em B-splines 

as funções B-splines definidas em nõs de partição estendida associada a 

• Em seguida determina-sei tal que y(i) ~ x < y(i+l) ou i =n se x=y(n+l) . 
. 1 n . 

finalmente para cada j =l,2, ... ,m calcula D!- s(x) = i ~j cd(j ,i)NT-J+l(x). 

proce dim ento s Auxiliare s 

BSMCD, BSX2, INTERV(LBISEC) 



Cap.0-B { j-1 m - 1· Avalia D+ s(x)}j=l atraves de sua expansao em B-sp 1nes 
2/ 2 

~ultiplicações ou Divisões 

Não contando as operações para determinação de te da matriz cd e conside­

rando-se o uso do algoritmo ~SX2 para avaliar o{-1s(x) teremos: 

m 
.t:l 1= 

3i 2
- 3i 
2 

= 
1 
2 (m-l)m(m+l) 

:.Algoritmo 

•procedimento BSDXZ(m,n,y,c,x,dx); 

inteiro m , n , ; r e a l x ; r e a l y [ * J , e [* J , d x [ * J ; 
\ inteiro i,j ,tx,mtil; real cc[l:n], cd[l:m ; l:n]; 

BSMCD(m,n,y,c,cd); 

se x=y[n+I]então tx -+ n senao tx + ;rNTpRV(l,m+n,(m+n)/2,x,y); 

para j de 1 passo 1 atém faça 

~ra 1 de j passo 1 até n faça cc [i] + cd [i, i]; 

mtil + m-j+l; 

dx[i] + BSX2(mtil,n,y,cc,x,tx) 11 

Codificação em ALGOL 

• • 

3/====================== =====================-=-----------------------== 
.• PF~CE.DUr:E RSDXZCi-;,.N.YrC,XrCX}; . _ • 

INTEGE~ M,~; REAL x; RlAL A~~AY Yl•J,C[•l,OX[•J, 
o/------------------------------------------------ -
; Ll T IL IZ A íl J ~\ e o ,. I ;~ T ER \1 ( L D I s E e } , =-' s X z . 
z-----------------------------------------------------

f EG T N 
I t, TE G E R I,. j,. liT Il , L X ; ;{ E Ji. L A.:B l\ Y CD'[ 1: ~l, 1: N J , C C I 1 nn ; 

E SM[D(M,N, Y ,C,C~); 
Jf )(=Y[N+1] TrilN LX:=IJ ELSE L(:=J:'lTEr{V(l,NiM,{I\H"J/2,.X,Y); 

f CR J: = 1 S T EP 1 urn J L /-; D D 
D[GI N 
FOR J:=J STCP 1 UNfIL N ~O CC[lJ:=CDIJ,IJ; 
1-:T I L: = M- J tl; 

CX[J]:=ílSXzC~TILrN,Y,CC,X,LKl 
[ ~D; EN D; 



Cap.0-B Avalia integral definida de s(x) a partir de sua expansao 

em B-splines. 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes 

~n = dimensão de Sctam;Qn.; 6) 

• { }m +n - - -x d • Y. nos da partiçao estendida o associa a com 
• l l 

~ { c. }n coeficientes da expansão em B-splines de s 
l l 

1ei extremo inferior de integração (a 2 ei < b) 

es extremo superior de integração (ei < es :: b) 

determina 

Função Real 

BSID(m,n,y,c,ei,es) 

Entrada 

m,n,y[l]', ... , y[m+n], c[l], . .. , c[n], ei, es 

cl( 'Pm; 'dn; 6) 

E: ac .~m ;'dn ; 6) 

b.SlLJ 
1/2 

Os dimensionamentos das matrizes sao fornecidos pelo programa principal. 

Saida 

BSID + J~s s(t)dt ei 

Jj1_étodo 

• ·Inicialmente determina os coeficientes {cij}~=l da expansao em .B-splines 

• da in tegral indefinida Jx s(t)dt, com as funçõ~s B-splines definidas em nós 
Y1 

•da partição estendida associada a 

• Em seguida calcula 

es ( )d n . Nm+l( ) Jeis(t)-dt = "E s = J 
1 

s t t = . L 1 c 1 . . e s , E I = 
y r= J J Y1 

n 
.L l J = 

. Nm+ 1 ( . ) Cl. . ,.el 
J J . 

e, finalmente, ~~ss (t)dt = (ES-EI)/m. A divisão por n e uma correçao dos valores 

de ci-, j=l , ... ,n+l, determinadas em BS~CI a menos da constante m. 
J 

proce dimentos Auxiliare s 

BSMCI - BSX2(INTERV(LBISEC)) 



Cap.0-B Avalia integral definida de s(x) a partir de sua expan­

sao em B-splines. 

Multiplicações ou Divisões 

BSlD 
2/2 

Avaliando-se EI e ES através da função real BSX2 e excluindo-se as ,opera-.. 
ções para determinação da matriz ci teremos 3(m+l)m multiplicações ou di­

. visões . 

. Algoritmo 

função real BSID(m,n,y,c,ei,es); 

inteiro m,n; real y[*J, c[*]; real el, es; 

1 inteiro R-x; real iei, ies; real ci [1:n+l]; 

BSMCI(m,n,y,c,ci); 
1 1 l 

para R-x de 1 passo 1 até n faça ci [tx] + ci [l"x+l] ; 

tx + (m+n)/2; 

iei + BSXZ(m+l,n,y,ci,ei,tx); 

ies + BSXZ(m+l,n,y,ci,es,tx); 

BSID + (ies - iei)~ 

Codificação e m ALGOL 

., . 
li 

Z----====================-=--------------=======-====-------------------
RLtl PROCECU~E GSIDCM,N,Y,C,[1.,.ESJ; 
I~l[GE H P,~; k[Al AhkAY Yl~J,C[~l ; ~[Al EI, ES ; 

1---------------------------------------------------------
i----UTIL!lA ES~CI,Esi2c!NlEEV(l~!SEC)) 
~------------------------------------------------------ ------

Bf{lt,; 

i~JEGER LX; R[Al IE!, IES; REAL ARfi t) C![1:~+l]; 
BS ~CI(M, /1: ,Y,(,()), 
Füfi LX:=1 ~JEF 1 U~TIL ~ CC CifLX]:=Cl[LX+lJ; l}:=í~➔ NJ/2; 
JEJ:= 2SX2 C~+l,~,Y,CI~E1,L~); 
J[S:=ESX2CM4], ~,),CI,ES,t , J; 
P,SJD :=CES-JEl)/~ 
E~. C; 



Cap.0-B 

Dados 

Avalia integral definida de s(x) através de sua expan­

sao em B-splines e partição uniforme de passo h. 

Os extremos do intervalo [a,b] 

"" k = número de nós da partição uniforme associada com ~m (li) 

m = ordem dos polinômios por partes 

! {ci}:+k coeficientes da expansão em B-splines de s 8 ~m(li) 

1 ei extremo inferior de integração, a 5 e1 < b 

es extremo superior de integração, a~ ei < es ~ b 

Determina 

O valor de 

Função Real 

es 
J. s(t)dt e armazena-o em BSIDH e1 . . 

BSIDH(a,b,k,m,c,ei,es) 

Entrada 

1/2 

a,b,k,m,c[l], ... ,c[m+k],ei,es, com dimensionamento previsto .;no 

principal 

programa 

Saida 

BSID = ~~ s (t)dt 
e1 

· Método ., 
~. Utiliza a mesma abordagem considera.da no ca.so geral, porem substitui1ido BSXH 

1 por BSX2H. A execução de BSX2H com rn = m+l automaticamente gera a partição 

estendida associada a ~+l(~). 

• Inicialmente calculam-se os coeficientes de f: 
. em seguida,avalia-se f~ss(t)dt= l r,es s(t)dt-

e1 m l5'1 

s(t)dt através de BSMCIH e 

§:is(t)dt] . A divisão por 

m; uma correção aos valores de ci, i=l, ... ,n+l determinados em BSliCIH a 

menos da constante m. 

procedimentos Auxiliares 

BSMCIH e BSX2H 

' 



... 

Cap.0-B Avalia integral definida de s(x) através de sua expan­

sao em B-splines e partição uniforme de passo h. 

Multiplicaç~es ou Divis3es 

2m(m-1)+5, nao considerando as operaçoes para cálculo de c1 

Comparação com procedimento equivalente 

m __ BSID 

3m(m-l) 

2 6 

3 18 

4 36 

5 60 

6 90 

Algoritmo 

função real BSIDH(a,b,k,m,c,ei,es); 

inteiro k , m; real a,b,ei,es; real c[•J; 

~teiro n,i; realiei, ies; 

n + m+k; 

~al ci [1 :n+l]; 

BSMCIH(a,b,k,m,c,ci); 

iei + BSX2H(a,b,k,m+l,ci,ei); 

ies + BSXZH(a,b,k,m+l,ci,es), 

BSIDH + (ies-iei)/m 11; 1 

BSIDH 

Zm(m-1)+5 

9 

17 

29 

45 

65 

~----- ------,----- ------------ - ---------------
". Codificação e m ALGOL 

, 

• 

%---=- ------ --- - ------------ --- ---- -=====- -
R[tl pr~JC[QUf.[ ES I OH (A,,2~~.;~ r ,C .. E!.1[S); 
lh T[G[ :? K,I"!; ~l:..AL A,ii , E ) , ES i REAL ARRAY : [ *]; 

%----------------------------------------------------------------------· 
z------------------------------------ ' 

3E._GIN p,) T( G[ R N,I; RE AL ru,TESi 

1..J;= M+K; 

3 L GPl P E AL /, "'~L'I. Y <:: I [ 1 :fU 1]; 

E 1-; o; 

9 SMCTH<A, .:°l • K,M.C,CI )i 
IL I:= fjX .2H CA,D,K,~:+1,CI, EJ ) i 
I[ S : -= ~SXZHCft,9 ,K, M-41,f.l•ES ); 
B.:i1DH : = ( 1[S- I [I )/'-'. 
E NO i 



Cap.0-B 

Dados 

Determina coeficientes das expansao em B-splines das de­

rivadas de s(x). 

m = ordem dos polin6mios por partes 

f n = dimensão do espaço e)( f m; '0n ; í:I) 

·. {yi. }m+n nós da partição estendida E associada com e)( f> m; ~ í:1) 
• l 

~ n 
{ci}

1 
coeficientes da expansão em B-splines do spline s. 

• determina 

BSMCD 
1/2 

A matriz {cd(j ,i)}j~~;i=j onde a j-ésima linha contém .os coeficientes da 

- j-1 expansao em B-splines de D+ s(x), considerando as funções B-splines defi-

nidas em nos de partição estendida as.saciada a g( ·'f m;1õll; í:1). 

Procedimento 

BSMCD(m,n,y,c,cd) 

Entrada 

m, n, y[l], ... , y[m+n], c[lJ, ... , c[n] 

Os dimensionamentos das matrizes s~o propiciados pelo programa principal. 

SaÍ-da 

cd{:L,1], ... , cd[l,n], cd[2,2], ... , cd[2,n], ... ,cd[m,mJ, . . ,, cd[m,n] . 

. o dimensionamento da matriz bidimensional cd deve ser previsto no programa 

~principal. 

= iij cd(j,ilNT-j+l(x), j=l , .... ,m, i=j, ... ,n 

cd(l,i) = .c(i), . i=l, ... ,n 

cd(l,i) = 

(m-J· +l) cd(j-l,i)-cd(j-1,i-l) t - . , em caso con rario 

j=l,2, ... ,m, i=l, ... ,n 



~-------------------------------~· BSMCD 

Cap.0-B Determina coeficientes das expansao em B-splines das de-

rivadas de s(x). 

Procedimentos Auxiliares 

Nenhum 

Multiplicações ou Divisões 

~ '( m - 1 ) ( 2n - m ) 

iAlgoritmo 

procedimento BSMCD(m,n,y,c,cd); 

inteiro m,n; real y [*], c[*], cd [*,*] 

inteiro i,j ,mj; real denom; 

parai de l passo l at~ n faça cd'[l,S.] + c[i] 

se m •~ 2 então para j de 2 passo l até m faça 

11 mj + m-j+l; 

parai de n passo -l até j faça 

ffiaenom + y [i +mj] - y [i] 

se denom = O então cd [i , í] + O 

senao ~d[j,i] +cd[3-l,iJ- cd[J-1,i-1] 

2/ 2 

cd[j ,i] + cd [i ,i] *, mj/de_no_m _l )_) 1 _.J....:_Jl 11 11 1 

Codificação em ALGOL 

• 
,, 

• 

~==-----------=~=------=====================-------------==-------------
~ PR(C[CURE ES~C[C~,N,Y,C,CC); 

J~TEGEH N,M; ~Etl Af HPY CI•J,CCl•,•J,lC•J; 
~--------------------------------------------- -;. 

E EGI f'< 

lf\l[GE:h I,J,1<.;; h'EAL CENCM; 
f(~ 1:=l STEf 1 u ~T!l K [ □ ccr1,J):=([I]; IF ~ >= 2 J~EN 
f(R J:=? Slf? 1 U~T!L ~ CC FEGIN 

,-:J:=M-J+1; 
fO R l==~ ~TEP -1 U~Tll J CC EEGIK 

Df ~C~==~[J1~J)-YCJJ; 
ff CE!\n = e THI\ C!;fj,I]:=C 
- [lS[ VfGI~ cr,r~,IJ:=(CfJ-1,IJ-C[fJ-1,I-1]; 

CD[J,JJ:=~J*CD(J,IJ/CE~(~ E~C; 
pi;:. ; 

END 
[ !\!J; 



BSMCDH 
1 / 2 

Cap.0-B Determ.i.na. os coeficientes da expansao em B-splines das deriva :. 

'das de s (x), considerando partição uniforme de passo h. 

Dados 

Os extremos do intervalo I = [a,bJ 
• 

k = número de nós da partição uniforme associada com c?m (ti) 
. 
~m = ordem dos polinômios por partes 

~ { . }m+ k f. . d B 1 . 1 · d d e ci coe 1c1entes a expansao em -sp 1nes norma ~za os e s ~ 

\ 

• 1 

determina 

Os coeficientes de D~- 1s(x) 

{ cd (j , i) } j = ~, i = ~ • 

Proc e dimento 

BSMCDH(a,b,k,m , c,cd) 

Entrada 

a , b , k , m , c [ 1 J , . . . , :c [ rn + k J 

= .P. cd(j ,i)Nm-j+l r~x ~ yi _\ obtendo a. matriz 
1=J \ / 

O dimensionamento da matriz deve ser fornecido p~lo programa princ ipal 

Saida 

cd [l , 1 ], ... , c d [l , n J , cd [2 , i] , ... , cd [2 , n J , . . . , cd [m, m] , ... , cd [m, n J 
o dimensionamento da matriz deve ser previsto no programa principal . 

• Mét odo 

~ n rJ(-y . ~ 
~ -A par t i r d e n = m + k , h = ( b - a) / ( k + 1 ) , s (_x) = i ~ 1 c i Nm \ h 1 ) e d a r e 1 ação 

' m m-1 m-1 re~ursiva D+N (x) = N (x) - N (x-1) obtem-se: 

A matriz {cd(j ,i) }j=~,i=~ é calculada: 

(i) definindo-se cd(l,i)=c(i), i=l, ... ,n 

(ii) construindo-se a respectiva tabela de diferenças V onde 

vc d (j , i ) = c d (j - 1 , i ) - c d ( j - 1 , i -1 ) 

( i i i ) m u 1 ti p 1 i c an do - se cada c d (j , i) por h j - l . 



BSMCDH 
2/2 

Cap.0-B Determina os coeficientes da expansão em B-splines das deriva-

das de s (x), considerando partição unifo11ne de passo h . . 

Procedimentos Auxiliares 

Nenhum • 
• Multiplicaç~es ou Divis5es 

·cm-1) (2n-m) 
: 2 , excluindo-se o cálculo de h. 

~ Se a matriz cd for utilizada somente para avaliação das derivadas sucessi­

vas de s(x) pode-se omitir as divisões por h, as quais serão posteriormen­

te introduzidas no algoritmo que avalia as derivadas, efetuando-se p~ra ca 

da j uma iinica divisão, j=2, ... ,m. Com esta modificação eliminam-se ::todas 

multiplicações ou divi~ões de BSMCD~. 

' 

• 

Entretanto se compararmos com BSMCD, mesmo conservando-se as divisões por h~ 

o procedimento BSMCDH envolve apenas a metade das operações executadas em 

BSMCD. 

Algoritmo 

procedimento BSMCDH(a,b,k,m,c,cd); 

inteiro k,m; real a,b; real c[*J, cd[*,*J; 

1 inteir•o i,j,n; real h; 

-n + m+k; 

h + (b-a) / (k+l); 

para i de 1 passo 1 até n faça cd[l,i] + c [i] ; 

para J de 2 passo 1 até m faça 

para i de j passo 1 até n faça 

cd [j , i] + (cd[j-1,i] - cd[j-1,i~l])/hl 

fodificação em ALGOL 

7.- - ·==-====== ==-=============== ============= ===-==== ====================-=== 
p~[C[DU~E 3S~CCH{fi~E,K,~,c,cr); 
INl[GER K,"; R[Jl J,~ ; Rlhl AqRAY Cl•1,CD[*r•]; 

z--------------------------------------------------------~--------------
BECI;-~ INlEG[f; J,.J,\; flEH H; 

N:=~+-Ki 
H:=(P-/l/Ct•1); 
FOR "I : = 1 S ·1 f F 1 Ut\TJL N DC CCU,IJ:= CI n ; 
FOR J:=2 511:.P l U .TIL H '] o 
FOR J:=J ~1EP 1 l'iH lL N oc C:C1JrIJ:= ( CC{J-1,I)-C[CJ-1,I-1] )/~ 



Cap.0-B 

Dados 

Determina os coeficientes da expansao em B-splines da in 

tegral indefin_ida de s_(x). 

m = ordem dos polinômios por partes 

l 
1/2 

..,n = dimensão do ·espaço g( 'f m; ?rê; 6) 

{ }m+n ~ . - • Yi 1 nos da part1çao estendida il associada com 

. lc . }n coeficientes da expansao em B-splines do spline s 
• 1 l 

• determina .. 

{m. ·c1·. }n+l onde {c1·. }n+l f · · d B 1 ·· d sao os coe 1c1entes a expansao em -sp 1nes _ e 
1 l 1 l 

fx s(t)dt considerando-se as funç6es B-splines definidas em n6s da ~µartt­
Y1 
ção estendida associada com d( 'f m; 1n; 6) 

Procedimento 

BSMCI(m,n,y,c,ci) 

Entrada 

m, n, y [1] , ... , y [m+n] , c [1] , ... , c [n] 

Os dimensionamentos das matrizes sao fornecidos pelo programa principal. 

Saida 

ci[l-J, ... , ci[n+l] contendo, respectivamente, os va.lores. de mci:1, ••. ,mci 
1

-n+ · .. 

O dimensionamento da matriz deve ser previsto no programa principal. 

•Método 

.~-1s(x) =fx s(t )dt = 
Y1 Y1 

n . Nm+ 1 ( :.. . O 
i~O Cli i Xy/ , c1Ü= , 

n ·Dado {c - } 
1 l 

ca lculam-se ci. 
l 

A fim de economizar divis6es são calculados mci1 , •.. _ ,mcin, os quais são ·ar 

·mazenados , respectivamente, em ci [2], ... , c i [p+l] , definindo-se ci [1] = o. 

procedime ntos Auxiliares 

Nenhum 



Cap.0-B Determina os coeficientes da expansao em B-splines da in 
tegral indefinida de s(x). 

Multiplicações ou Divisões 

n 

BSMC J 
2/ 2 

... ------------------------------------------
• Algoritmo 

: procedimento BSMCI(m,n,y,c,ci); 

•inteiro m,n; real Y[*], c[*], ci[*J; 
1 

~tei;o i ; real s; 

s + O; 

parai de 1 passo 1 até n faça 

~ + s + (y[i+rn] - y[i]) * c[i]; 

ci [i] + ~ 

para i de n+l passo -1 até 2 faça ci [i] + ci [i-1] 

ci [1] + O 

Codificação em ALGOL 

%-===-==== ====================================== ====================== 
PRCCEDURE FStCIC>~K,Y,C,C]); 
IKlEGER ~,N; REAL ARRAY Yl•J,C[•1,CI[•J; 

2-----------------------------------------------------------~-----------
BE UN 

RllL s; IiOEC[ti J; 
~ s-: =o; FOF< J:=1 S1EP 1 Ui\'TIL N DO BfOI\ 'S!=S+()' H-+n--:r·nn*(IJ];(H1):=s 
• Et\J D; 

FOF I:=Ntl SlEF -1 VNTll 2 D □ CIIIJ:=CI[!-1); CI[l]:=r um; 

.. 



Cap.0-B 

Dados 

Determina os coeficientes da expasao em B-splines da integral in­

definida de s(x) considerando partição uniforme de passo h. 

Os extremos do intervalo I = [a, b] 

'"k = número de nós da partição uniforme associada com. c?m(L'.Q 

-m = ordem dos polin6mios por partes 
. 

: {c • }m+k coeficientes da expansao em B-splines de s € 
l 1 

1 determina 

{ . 
1
m+k+l 

Cl. 
l l , 

Procedimento 

coeficientes da expansao em B-splines de jX s(t)dt 
Yl 

' ' . 
BSMCIH(a,b,k,m,c,ci) 

Entrada 

BSMCIH 
1/ 2 

a,b,k,m, c[l] , ... , _c[m+k], com dimensionamento dado pelo programa JD-Yimci­

pal. 

Sa{da 

ci [1], ci [2], ... , ci [n+l] com d i mensão prevista no programa principal. 

Método 

'Utiliza a mesma versao considerada no caso geral (.BSMCI). 

~Gera a partição estendida associada com 

•• . n+l 
,{c1.} 

1 l 
tal que§; s(t)dt 

i (yi+j - y.) 
.ci . 

1 .. 
= . E 1 --~--- ~]._ c . , 

J = m J 
i=l, ... ,n. 

c?m(M) e calcula os coeficientes 

ºA fim de economizar operaçoes sao 

pectivamente em ci [1], ci [2], ... , 

calculados {mci . }n e armazenados ·res-
. 1. o 

ci [jn+ 1] , definindo- se ci [1] = O, tendo 

e m vista que o coeficiente ci 0 = O. 

procedimentos Auxiliare s 

nenhum 



Cap.0-B - Detenn~na_ os coeficientes da expansão em B-splines da integral in­

definida de s(x) considerando partição uniforme de passo h . . 

Multiplicações ou Divisões 

n, excluindo-se as operações para cálculo de h e da matriz {yi}~+m 

BSMCJJ-i 
2/ 2 

,~ ------------------------------------------

• Algoritmo 

·procedimento BSMCIH(a,b,k,m,c,ci); 

.inteiro k,m; real a,b; real e[*], ci[*J 

; 1 inteiro n,i ; real s,h ; 

n + m+k 

~ai y[l:n+m] 

h + (b-a)/(k+l) 

para 1 de l p~sso 1 até 'n+~ faça 

y [i] + a + ( i-m) * h ; 

s + o ; 

parai de l passo 1 até n faça 

~ + s + (y[i+m] - y[i]) * c[i] 

ci[i] + :_lU ; 
parai de n+l passo -1 até 2 faça ci.[i] + ci.[i-1] 

ci [1] + º 1 1 ; l 

Codificação em ALGOL 

., %--======================================================-==---========= 

•• 
PkOCEDU~[ 3S~C!H(A,8,K,~ ~C,C I J; 
INTE~ER ~,K; REAL A, B; ~~A L ARRAY :[~J, CI[•] ; 

~-- --------------------------------------------------------------------w ,. 

\?:=H+K ; r:=(8-Al/(K+!J ; 
B E C \' !H. A L A Fi ~ A Y Yr 1 : ~! + 1-: J ; 

B L Gl l•J 

[/, r;; 

FC:<: I:=1 
s: = J; 
F O~~ í:=1 

.S : =S + 

S 1 [ ? 1 IJ "i l I L 1'I + ~: r. fJ Y [ I l : = A + C I - H ) * H 

STEP 1 UN TIL ~ on 
(Y[1+-Ml-YtlJ)ecC[1J; C~[ .!:): =S 

F0 1 !:=\ +l Sf[P -1 U~l-IL 2 ~O C![!J: = CI[I-!l ; 
:I[lJ::o; 

Et~ e; E1W; 

; 



·~ 

Cap.0-B Determina a matriz de GRAM. 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes 

n = dimensão do espaço 

{y. }m+n 
1 l 

nos da partição estendida l associada com 

1/ 3 

-{w. }m 
' 1 l 

valores positivos retirados da tabela correspondente para a fórmula 
4' 

de integração numérica de Gauss. 

{z. }m m valores entre -1 e 1 ~imétricos em relação~ origem, retirados da 
1 l 

tabela correspondente para a fórmula de integração numérica de Gauss. 

determina 

{ n n G .. } . 
1
· . 

1
- onde G .. 

lJ 1= ,J= lJ 

Procedimento 

BSMGRM(m,n,y,w,z,G) 

Entrada 

N~ · (X) , N~ (X) > 
l J 

m, n, y [1], ... , y [m+n] , w [1] , ... , w [m] , z [1] , ... , z [m] 

Os dimensionamentos das matrizes são fornecidos pelo programa principal. 

Saida 

.. G [1 , 1] , ... , G [1, n] , G [2 , 1] , ... , G [2, n] , ... , G [n, 1] , ... , G [n, n] 

:ó dimensionamento da matriz deve ser previsto no programa ;principal . 

•• Método 

~ 

Como G e uma matriz de banda 2m-l, inicialmente zeramos todos seus elemen 

.,tos e, em seguida, avaliamos as integrais para cada i e .i-m+l S j j --~ i+m.,!._l _ 

- através da fórmula de integração de Gauss: 

• {y i +m i +m-1 s y · 
G- .= ~(x)if.lJ. (x)dx= L v+ltf.l(x)~(x)dx = 

lJ v=1 l J 
. y\} 
1 

(Yv+l - Yv) (Yv+l + Yv) 
com tuv = zu + 

2 2 

i +m-1 (y -y ) m 
v+ 1 v ,JII ,JTI 

E · 2 E l w N . . (t ) N . (t ) v=1 u= u 1 Uv J · uv 



Cap.0-B Determina· a matriz de GRAM. 

A fim de minimizar o numero de operaçoes para cada m s v s n tal que 

Yv+l - Yv > O calculam-se os B-splines não nulos-e, logo apôs, para todo i 

e j verificam-se quais N~ (t ) e N~ (t ) são não nulos, adicionando em G .. • 
l UV J UV lJ 

(y +l - y) 
e parcela v v w N~(t )N~(t ). 

2 U l UV J UV 

Procedimentos Auxiliares 

• 
·BSMQ 

Multiplicações ou Divisões 

n-m+l ( 2 )(9m 3 + m2 + 2) - nm 3 

Algoritmo 

procedimento BSMGR(m,n,y,w,z,G) 

inteiro i,j ,ci,u,tx; real d,t; real Q[l:m+l]; 

parai de 1 passo 1 até n faça 

•• 

para j de 1 passo 1 até n faça G[i,j] + O 

para ci de m passo 1 até n faça 

se y [ci+l] y [ci] > O então 

~+ (y[ci+l] - y [ci])/2; 

para u de 1 passo 1 atém faça 

ílf";+ d* z[u] + (y[ci+l] + y[ci])/2 

BSMQ(m , ci,y,t,Q) ; 

para l de 1 passo 1 até m faça 

para j de 1 passo 1 até m faça 

G [ci-m+i ,ci-m+j] + G [ci-m+i ,ci-m+jJ +d:* w[uJ. * Q_[i} * Q.[iJ. 
1-1-l 



Cap.0-B Determ.ina a matriz de GRAM. 

Codificação em ALGOL 

BSMGH..M 
3/3 

%================================-=-=-=============================-----
PRCCEDURE !351-'GRl'(~,-N,Y,w,2. .. G); 
I~T[GER M,N; REAL ARRAY Y[~J,WC•1,Z[~],G[k,•]; 

l----------------------------------------------------------------------· 
Z UTILIZA !NTEFy-LRlSEC E 3S~Q 

. %-------------------------------------- .-------------------------------· • 

., 

3 E Gl :-1 
1n[GEK I .. J.,CirU,LX; RE.AL D,T; ~EAL Afi.:1AY Q[l:J-1+1]; 

FOR I:=! STEP l U~TTL N CD FJR J:=1 STE? 1 UNI!L N DO S[I,JJ:=o; 
F DR C I : = :'-1 S TE P 1 IJ i~ TI L :.; '.) D I F Y[ C I + 11-Y I C i J > C T f!E N 
8[GIN D:=(YfCI+lJ-YfCIJ}/2; 

FD~ U:=1 STEP 1 UN TIL H CO 
3EGIN T:= D~7[UJ•CYISI+J]+Y[CI])/2; BSMO(M,-C1 .. y .. r,.c1; 

E.NO; 

F01' 1: =1 ST EP 1 JH!L .F DC íOR J:=1 STEP 1 Ull:TIL ~ DO 
G[C!-M+I,CI-k+J]:=G(C!-~+!r C! -M+J1•D*H[UJ~OIIJkQ(J) 



J Q 
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Cap.0-B 

Dados 

rn = ordem dos polinômios por parte 

{ }rn+n -•· Y· nos da partição estendida ó associada com 
1 1 

-x ponto de [a, b] 

Índice tal que 

;determina 

{1\(x)}i+l-m armazenando-os respectivamente em {Qi 17 

Procedimento 

: 
BSMQ(m,t,y,x,Q) 

Entrada 

m, i, y[l], ... , y[m+n], x, com dimensão da matriz fornecida pelo programa 

principal. 

sa{da 

Q [1], ... , Q [m], com dimensionamento m+l previsto no programa principal, 

Método 

Constrói-se a matriz triangular 

~<;;lações recursivas Qj (x) = [Cx 

: m m-1 m-1 
;. Ni Cx) = (x .- yi)Qi (x) + (Yi+m - x)Qi+l (x). 

• A matriz triangular Q, cuja Última 1 inha contém os B-spl ines .normaJ i zados 

.de ordem m, e gerada linha após linha, conservando-se de cada ve z apenas os 

talores da ~ltima linha calculada, motivo pelo qual Q e uma matriz unidi ­

,!11ens ional . . 

o algoritmo para geraçao de Q baseado nas relações recursivas e extremamen 

te estável porque envolve somente combinações convexas de quantidades não ne 

gativas. 

1 

· ! 
! 
! 
1 

' 



Cap.0-B Avalia {Nrn}R. 
i. t+l-rn 

Procedimentos Auxiliares 

Nenhum 

·•Multiplicações ou Divisões 

• ( 3m 2 + m- 4) / 2 

.. 
,Algoritmo 

• procedimento BSMQ (m, i, y, x, Q) ; 

inteiro m,t; real x ; real Y[*J, Q[*J 

1 -i,,leiro i,j ; rea_l denom, al, a2; 

para j de 1 passo 1 até m-1 faça Q [j] + O 

Q'[m] ·+ 1·/ (y [t+l] -· y [i]); Q [m+l] + O 

m-1 > 2 então para j de 2 passo 1 até se -

~ra i de m-j+l passo 1 

111 denom + y[i+i-m+j] -

m-1 faça 

até m faça 

y [i+t-m] 

al + (x - y [i + t -m]) / denom 

a2 + 1-al 

Q [i] + al 

parai de 1 ·passo 1 atém faça 

* Q[i] + a2 * Q[i+lUJj //; 

Q[i] + (x-y[i+t-m]) * Q[i] + (y[i+t] -x) * Q[i+l] 

· codificação em ALGOL 
• 

BSMQ 
2/ 2 

%- - --================-===========-=--=------ - =--==========--- - --------- -

.. 

.. 

PRCCEDURE BSMQCM ,L,Y,X7Q); 
P E A L X ; T r-.; T E G E R L , M ; R [ A L A R ~ A Y Y [ * ) • O ( " 1 ; 

.----------------------------------------- --,. 
EE G I N 
J N T E~ l R J 7 J; R !:: A L D E N C \l 7 A 1 , A?. ; 

FG~ J: =1 STEP 1 UNTIL M-1 D □ C[J):=O; 
cPIJ: =1/(Y[L:tU-Y[LJ)i CU'.+l):=Oi !f M-1 >= 2 TP.Etl 
FOR J:=2 STEP 1 u rnIL ~-1 )0 

3E.SlN 
FOR J:= ~-J+1 STEP 1 UNTIL ~ no 

J E GI i-l 
OENOM:=YI!+L-M•Jl-Y[I•L-~J; Al:=CX-Y[I+L-M])/DEN□~; 
A?:=1-Al; Q[I ]:= Al~Qfl] * AZ•G[l+lJ 

EN)i 
F~~ r:=l ST[P 1 UNTJL H DO 

Q([l:=CX-Y[I+L-~))*UIIJ + CY[!+LJ-X)*Cfi+l) 
EN!); 



. 

Cap.0-B Ava 1 ia_ { N~ (x) } ! + 1.,..m considerando partição unifonne de passo h. 

Dados 

Os extremos do intervalo r = [a,b] 

k = número de nós da partição uniforme associada com <ff'm(tili) 

m = ordem dos polinômios por partes 

. x ponto de [a,b] 

.-.t Índice do nó da partição estendida associada com c?m(lllt) tal que 

< y - X < t 

calcula 

{Nm } m d . . {Q. 1m t+i-m i=l armazenan o-os, respectivamente, em 
1 1 

1 

Procedimento 

BSMQH(a,b,k,m,t,x,Q) 

Entrada 

a,b,k,m,t,x 

BSMQh 
1/2 

Q [1], Q [2], ... , Q [m], sendo o dimensionamento ·de m+l previsto no programa 

principal. 

Método 

V~ rsão simplificada do algoritmo utilizado em BSMQ• 

•·são utilizadas as relações recursivas:_ 

.qm(x) = (xQm-l(x) + (m-x)Qm-l(x))/m 

.Nm(x) = xQm-l(x) + (m-x)Qm-l(x) 

.. 
. procedimentos Auxiliares 

Nenhum 

Multiplicações ou Divisões 

m2+ Zm-1, exc luídos os cálculos de h e fat. 



Cap.0-B Avalia {N~ (x)} R, considerando partição uniforme de passo h. 
· i t+l-m 

BSMQH 
2/2 

Se BSMQH for utilizado apenas para avaliação de s(x), o algoritmo pode ser 

modificado excluindo-se Q[i]/fat e multiplicando-se em BSXH a soma que ge­

ra s(x) por fat = (m-i)! 

Comparação com procedimento equivaZente 

m BSMQ BSMQH BSMQH excluídos 

(3m 2 +m-4)/2 m2 +2m-l 

2 5 7 

3 13 14 

4 24 23 

5 38 34 

6 55 47 

AZgoritmo 

procedimento BSMQH(a,b,k,m,R-,x,Q) ; 

inteiro k,m,R-; . reai a,b,x; reai Q[.J 
inteiro i,j; reai xdh, fat, h ; 

par a J d e 1 p as s o 1 a t é m - l f a, ç a Q [jJ + O 

Q [m] + 1 ; Q [m+l] + O ; 

fat + 1 . 
' 

h + (b-a)/(k+l) 
xdh + _ (x-a)/h-t+m ; 

para J de 2 passo 1 atém faça 

11 fat + fat * (j-1) ; 
parai de m-j+l passo 1 atém faça 

. .. -

Q[i] + (xdh-i+m) * Q[i] + (i+j-m-xdh) * Q[i.+1] 
para 1 de l passo 1 atém faça .. 
Q[i] ·+Q [i]/~ 

,Codifid.ação em ALGOL 

m2 +m-l 

5 

11 

19 
29 

41 

Q íil/fat 

¾-----===-----====---=------------- - --=-------------------- - ------
p~[CEDUR[ BS~QHCA,~,K,M,L,X,C); 
I~TEGEq ~,L,K;RlAL A,s.x; REAL AR~AY Q[*); 

z-----------------------------------------------------------------------
a[GI N !~TEGER I,J; REAL XDH, FAT,H; 

FOR J:=l STEP l UNTIL ~-1 ijQ n[J]:=O; orr1:=1; GIM+l]::Q; 
FAT!=li H:={P,-f.)/(K+l); Xuil:=cX-A)/;-\-L+H; 

íOR J:=2 ST[P 1 UNTIL M DJ 
3EG1~ FAT:= FAT*(J-1); 

FC~ I:-=M-J+l STEP 1 UNTIL t.A 00 
Q[IJ:=CXDH-I+M)*O[I)+{I+J- N-XDH)*t[I•ll; 

E r, e; 
FOR !:=1 STEP 1 U~TJL M DO Q[!J:= Q[IJ/FAT 



.. 

Cap.0-B 

Dados 

Conversão da expansao em B-splines para a Representação 

Polinomial por Partes. 

m = ordem dos polinômios por partes 

n = dimensão do espaço 

• { . }m. +n - -Y1 i=l nos da partiçao estendida A associada com 

~ fci}~=l coeficientes da expansão em B-splines do spline s 

ca Zcu ia 

k número de nos distintos da partição A, 

{xi}~ ri6s da patti~ão A 

f . . t { , } k m e os :coe 1cien es, çw ij i=O .j = 1 dos polinômios. Po (.x) ,. P1 (x) ,-• .. ~ Pk(x) 

que representam o spline s em cada subintervalo I 0 = [a ,x-i_) , ... ~ ;Ik_1".'[xk..:-l 'xk) 

m j-1 
Pi(x) = j~l cwij(x-xi) , x € 

armazenando-os, respectivamente, em {cp(i,j)}i=~,j=7 

procedimento 

BSRPP(m,n,y,c,k,x,cp) 

Entrada 

I o 

I . , 
1 

i=l, ... ,k 

"m, n, y [1] , ... , y [m+n] , c [1] , ... , c [n] 

·~s dimensionamentos das matrizes são fornecidos pelo programa principal . .. 

sa{da 

• k, x [1] , x [2] , ... , x [k] , cp [o , 1] , ... , cp [o, rn] , cp [1, 1] , ... , cp [1, m] , ... , 

, cp[k,1], ... , cp[k,m] 

Os dimensionamentos das matrizes devem ser previstos no programa principal. 

Método 

A partir de s(x) = -~1 cw .. (x-x-)j-l para x E I . obtem-se 
J = lJ 1 1 



Cap.0-B Conversão da expansao em B-splines para a Representação 

Polinomial por Partes. 

2/3 

cw . . 
lJ 

j .,.1 
= D+ s(x1) 

, i=l,2, .. -.,"k, j=l,2, ... ,m e cw0 j = 
.D~ -ls (xi) 

(j-1)! 
, j=l,2,~·•,m ... 

(j-1)! 

. 1 k 
~s valores de {DJ- s(x-) }. 

1 
. ml sao obtidos atrav~s do procedimento BSDX2, 

+ l 1= ,J= 

.e os de {Dj-ls(x1) } __ m por meio do mesmo algoritmo utilizado em BSDX2, p~ 
. - J-1 

,r•êm aplicado no ponto x = x1 . .. 
. 

_Procedimentos Auxiliares 
' 

INVPTE, BSMQ e BSDX2(BSMCD, INTERV(LBISEC)) 

Multiplicaç5es ou Divis5es 

~Gm-l~m(m+l) + ;cm 2 + 3m - 2), 

não contando as oper aço e s envo 1 vi das na determinação de f a t, CD e divisoes por 

fat. 

A Zgoritmo 

procedimento BSRPP(m,n,y,c,k,x,cp) ; 

inteiro m,n,k; real Y[*J, e[*], x[*J, cp[*,*J; 

inteiro i,j ,mtil; inteiro R.m[l:n] ;;_•real a,b,BSDJSX 

real cd[l:m,l:n], fat[l:m], dx[l:m], Q[l:m+l] ; 

fat[l] + 1 ; 

para i d e 2 passo 1 até m faça fat [i] + fat [i-1] * (i-1) 

INVPTE(m,n,y,k,a,b,im,x) ; 

parai de 1 passo 1 até k faça 

· .11 BSDX2(m,n,y,c,x[i], dx) ; , 
para j de 1 passo 1 atém faça 

" cp[i,j] + dx[j]/fat[j2JJ 

BSMCD(m,n,y,c,cd) 

.. 

para j de 1 passo 1 atém faça 

rr-;til + m-j+l ; 

BSMQ(mtil,m,y,x[l] ,Q) ; . 

para 1 de mtil passo -1 até 1 faç a Q[i-1:j-l] + Q[i] ; 

BSDJSX + O ; 

para i de j passo 1 até m fa ça BSDJSX + BSDJSX + c d [j, i] * Q [i] 

cp [o, jJ + BSDJSX/fat [_j] 11 ; 1 



·. 

. . 

.. 

• 

Cap.0-B Conversão da expansao em B-splines para a Representação 

Polinomial por Partes. 

Codificação em ALGOL 

BSRP P 
3/3 

7.================================================================-=-==== 
PR(CEDURE PSFPF<~,N7Y,C,K,X,CP>; 
I~lEGLR ~,N,~; íl[tl ft~RAY YI~JrC(*]•Xf~J 7 Cf[•,tJ; 

x-----------------------------------------------------------------------
i.: L 1I L 1 :. A I t\V F T E , !: X C X Z , :' :: M C C r Hn E r< \ , L R I S E C E E S tJ, ~ 

¼-----------------------------------------------------------------------
BLl:H.' 

INlEGER I,J.~TIL; T~TEGEF AhfiAY l~[J:~1; ~EPL l,~,DSCJsx; 
REJL .A.RR/\Y crr1:hl:J\J,F.AlU:n,cxu: ► h cu:r+1J; 
F .A T [ 1 J : = 1; F C !1 J : =?. S 1 E F l l! i•: T 1í L ~'. C S F A T [ I J : = f iJ 1 { I - J J ~ < T - ! ) ; 
I~\PTECM#NrY,KPt,E,LM,X}; 
FCf !:=l STLF 1 L~T!l K CC 
B~GIN.SSDX2C~,h,Y,C,XII1,0X); 

FCR J:=1 STEP l UNTll M CO CFIJ,J]:=DX[JJ/FAl1J) Ê~C; 
B~icoc~,N,Y,(,CO); 
FC~ J:=1 S1EF J l~llL ~ CD 

EEGl~ MTIL:=~-J+l; [S~CC~TIL,M,Y,XflJ,J>; 
FCR J:=Nlll STEP -1 C~TIL 1 CC C[!+J-1):=G(J~; BSCJ~):=(; 
FCR .1:=J SlEP 1 l~liL M D~ E~c~sx==9SD~~)f([C~,l]~C[]]; 
CP[O,~]:=ESDJSX/í~T[JJ END; 



BSRPPH 
1/3 

Cap.0-B Conversão da Expansão em B-splines para Representação Polinomial por 

Partes, considerando partição wüforme de passo h . . 

Dados 

Os extremos do intervalo I = [a, b] 

.k = número de nós da partição uniforme associada com dm(~) 

·~=ordem dos polinômios por partes 

:{ci}:+k coeficientes da expansao em B-splines de s E gm(.tJi) 

t . 
determina 

nus d . - . f { } k m a partiçao uni orme e cpij i=0,j=l coeficientes dos 

mios que representam s em cada subintervalo li, i=0,.~· ,k 

Procedime.nto 

BSRPPH(a,b,k,m,c,x,cp) 

Entrada 

poliria-

a,b,k,m,c[l] , ... , c[m+k], com dimensionamento previsto n0. programa princi­

pal. 

Saida 

x[l], .. . , x[k], cp[0,1], ... , cp[0,m], ... , cp[k,l], ... , cp[k,m] 

As dimens5es das matrizes devem ser fornecidas pelo programa principal. 

~1é todo .. 
•inicialmente determina {x.}k e para cada i=l, .•• ,k calcula s(x . ) ,D s(x.), 

l l l + · l 
.. m-1 

., ... ,D+. s(xi) atravéi de BSDXH; em seguida obtem 

cp-. = 
• lJ 

. 1 
D~- s(xi) 

(j-1)~ 
, j=l, ... ,m. 

Finalmente, para determinar {D!~ 1s(x 1)}7 utiliza o mesmo algoritmo empre­

gado em BSDXH, calculando · a matriz cp al través de BSMCDH e executando BSMQH 

(a,b,k,m,tx,Q) comi= m-j+l e x=x para j=l, ... ,m. 
1 

procedimentos Auxiliares 

BSDXH(BSXZH), BSMCDH, BSMQH 



-------------------------------BR<:SRPPH 

Cap.0-B Conversão da Expansão em B-splines para Representação Polinomial por 

Par tes, considerando partição unifonne de passo h. 

Multiplica ç ões ou Divisões 

2/3 

k .. 3 (rn 3+ 5m - 3) + 1 (m 2 + 6m + 2) , nao computando as operaçoes para :êáiculo 

de h, fat, cp e divisões por fat [j]. 

· Comparaç5o com procedimento equiv~lente 

,, 
• 

m BSRPP BSRPPH 

k (m-l)m(rn+l) 7Cm 2.+3m-2) k . +. ~ (rn 2 + 6m + 2) 7 + 3 (m 3 +.5m-3) 

2 3k + 8 41<: .+ .12 

3 12k + 24 12k + :29 

4 30k + .5 2 26k + :56 
1 i ◄ 

5 60k + 95 48k - 95 + 

6 105k + 156 80k + 148 

Algor>i tmo 

procedimento BSRPPH(a,b,k,m,c,x,cp); 

intei ro k,m; real a,b; real e[*], x[*], cp[*,*]; 

inteir>o i,j,mtil,n; .real h,BSDJSX; real fat[l:m], dx[l : rn], Q[l:m+l] 

n + rn+k ; 

11 r>eal cd[l:m,l:n] 

f at [1] + 1 ; 

para i de 2 passo 1 até m faça fat [i] + fat [i-1] * [i-1] 

h + (b-a)/(k+l) 

parai de 1 passo 1 até k faça 

11 \ x [i] + a + i * h ; 

BSDXH(a,b,k,m,c,x[i] ,· dx) 

.. para j de 1 passo 1 atém faça cp[i,j] + dx0]/fat[j] / 11; 
BSMCDH(a,b,k,m,c,cd) ; 

para j de 1 passo 1 atém faça 

11 l mtil + m-j+l ; 

BSMQH(a,b,k,mtil,m,x[l] ,Q); 

BSDJSX + O ; 

para 1 de m-mtil+l passo 1 atém faça 

BSDJSX + BSDJSX + cd O , i] * Q [i +mti 1-m] 

cp [o ,jJ -<- BSDJSX/fat u_"J_I I_I ~'' I 



•. 

., 
• 
.. 

Cap.0-B 
Conversão da Expansão em B-splines para Representação Polinomial por 
Partes, considerando partição wüforme de passo h. 

Codificação em ALGOL 

%=-=========-=====------------==-----------------------=--=-====--------
PRGCEDURE ~~RPP~CA,9,~rH•C,X,C?); 
I ,~ ! E G E R ~ , K ; :~ E A L .õ. • :: ; R [ A L ·º· ~ ? A y X r * ) p e p r. .. ~ * ) ,, e I * ) ; 

%----------------------------------
? UTILIZA GSDxrl• 3S~C~H E BSM~H 
%-------------------------------------

1EAL tF2AY FATil: ~J,JX[l: MJ,~tl:~•1); 
~l: = M+ K; 

B l ( i: l~ R E AL A RR f. Y C íl [ l : t-:, i : /~ ] ; 

FAH 1J ==1; 
F:JR ! := 2 S TE f' l ;rnT IL M DO f Afr IJ:=fATrJ-1 ] 
H:=(B-/!)/(K+]); 
FOR 1 == 1 ST[P 1 lJ NTI L K DO 

XtI):= /J. + .I*n; 
!3 5 ex H C ,. , R , K, ~,, C , X ~ I] • ~ X ) ; 

t< ( !-1) :I 

' j 

FOR~== l STEP 1 UNTI L ~ ~D CP[I.JJ:=CX[J]/FAT[JJ 
E 1\ n; 

~SMCDHCA,8,K•M,C,Cíl); 
FOR J:=1 STEP 1 U~T!L ~ DO 

~lGJN MTIL:= t,,:-Ji1 ; 
RS~~H( P,B,K,~lIL,~Tl ~,~[!], Ql 
BSDJSX:= G ; 
FíJS I := t-1,-HTILr!. STEP 1 Ui\J TIL f-l DG 

P.SDJSX:= e~DJSX ~ CG[J,IJ a- ~[!+~TIL-r.]; 
CP[O,J):= BS~JSX/FAT[Jl 

i::1•,c; EN O, [r,.;c·; 



Cap.0-B Av~lia s(x) a partir de sua expansao em B-splines, 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes . 

• _ n = dimensão do espaço e)( '[' m; ?n ; li) 

{yi}:+n nós da partição estendida Z associada com 

~C- }n coeficientes da expansão em B-splines do spline s. 
l 1 

-x em [a,b] 

R.x estimativa de R. tal que 

determina 

R, 

s ( X ) = r C . N1:1 (X) 
h=i+l-m 1 1 

Função Rrrnl 

BSX(m,n,y,c,x,R.x) 

Entrada 

m, n, y[l], ... , y .[m+n], c[l], ... , c[n], x e R.x; os dimensionamentos das 

trizes devem ser previstos no programa principal. 

Sai da 

BSX = s (x) 

~Método 

1/2 

ma 

:inicialmente determina-se R.; se x=y [n+l] então i=n senao R.=INTERV(l,m+n, R.x,x,y) 

• Em seguida ·calcula N~+l-m(x), ... ,N~(x) através .do procedimento BSMQ(m, i ,y,x,Q) e 

• finalmente computa 
R. m m 

s (x) = _ I: ci Ni (x) = i:h c [t+i-m] Q [i] . 
1= R.+1-m 

4 

procedimentos Auxiliares 

BSMQ, INTERV(LBISEC). 



Cap.0-B Avalia s(x) a partir de sua expansao em B-splines 

Multiplicações ou Divisões 

(3m2 + 3m - 4)/2, excluídas as operaçoes para determinação de 1. 

Algoritmo 

função real BSX(rn,n,y,c,x,1x) ; 

· inteiro rn,n,tx; real x ; real Y[*J, e[*] 

• \ inteiro i , j ; real s x ; real Q [ 1 : rn + 1] 

se x = y[n+l] então ix = n 

senão ri-;-+ INTERV(l,rn+n,tx,x,y) ;tx +_2__Jj; 
BSMQ(rn,tx,y,x,Q) 

sx + O; 

para i de 1 . passo 1 até m faça sx + sx + e [tx+i-rn] * Q [i] 

BSX + ~ 

Codificação em ALGOL 

BSX 
2/ 2 

%==----=====-=--- =-=======- - ------=--~----------------------------------
R[JL PRCCEOUFE BSXCM,N,Y,C,X,LX}; 

I ~; T E G [ í? ~ , t, , L X ; F E A L X ; F [ A l /\. R R A y ) [ * ) , e r .. ] ; 
x-------------------------- --------------------------------------------
% U l I L 1 Z A L E S E C , J t, T f R V f B S ~1 Q 

x----------------------------------------------------·------------------
EEGI N 

]NTEGEF l,J; ~fll sx; FEAL Ar FAY Ctl:~+11; 
Jf X=Y[N~lJ lfE~ LX~=~ ELSE BfG 1N J:=INTE RV<l,~J N,LX,X,Y); LX:=J lNO; 
ESM C(M7LX,l,X,C); s x :=(; 
F09 I==l SlEF J U~TIL r CQ sx:=SX4([lf+I-~J-cI13; 
'ESX:=SX 
mo; 



Cap.0-B Ava.lia s (_x) a.tra.vés de sua. expansao em B-splines e par­
tiçio uniforme de passo h. 

Dados 

Os extremos do intervalo I = [a, bJ 
-. 

k = nümero de n5s da partiçio un~forme associada com 

· m = ordem dos polinômios por partes 

· m+k -· {ci}
1 

coeficientes da expansao em B-splines de s E 

• x ponto de [a,b] 

determina 

O valor de s(x) 

◄ 
Função Real, 

BSXH(a,b,k,m,c,x) 

Entrada 

a,b,k,m,c[l] , ... ,c[m+k] e x 

c:fmc~) 

O dimensionamento da matriz c deve ser previsto no programa principal. 

., 

sáida 

BSXH = s(x) 

Método 

■ Versio simplificada do algoritmo utilizado em BSX . 

< .1ncialmente determina t tal que y 0 - x < y 1 e, em seguida avalia :,., t+· 

s (x) = 
t 
~ 

i=t-m+l 

m 

= i~l ct+i-mQi 

m , os valores de {Qi} 1 sao obtidos 

, procedimentos . Auxi 7,iares 

BSMQH 

Multiplicações ou Divisões 

m2+ 3m - l, nio contando o cálculo de te h. 

Bsxi-,. 
1/2 



-. 

.. 

Cap.0-B Aval ia s (x) através de sua expans ao em B-sp 1 ines e par­

tição uniforme de passo h. 

Comparação com procedimentos equivalentes 

-- ---

m BSX2 BSXH BSX2H 

l m(m-1) -2 m2 +3m-l m (m-1) + 2 

2 3 9 4 

3 9 17 8 

4 18 27 14 

5 30 39 22 
6 45 53 32 

BSXH 
2/2 

A comparação acima revela a vantagem no uso de BSXZH. O procedimento BSXH 

foi desenvolvido apenas para conferência dos resultados fornecidos por al-
• . . 1 1 

· goritmos equivalentes porem com eficiências diferentes. 

Algoritmo 

função real BSXH(a,b,k,m,c,x) 

inteiro k,m; real a,b,x ; real c[*J 

inteiro t,i ; real h,s ;real Q[l:m+l] 

h + (b-a)/(k+l) ; 

se x=b então t +m+k senão t + (x~a)/h+m-0.5 

BSMQH(a,b,k,m,t,x,Q) 

s + o:,; 

para i de 1 passo 1 até m faça s + s + e [t+i-m] * Q [i] 

BSXH + s 

Codificação em ALGOL 

X-==--------------==---=------------------------------------------------
RE.AL P~fJC[DURE: ESXH CA,B .. K, M .. c .. x); 
INTEGE.R K, :1 ; REAL A,3,X; REAL fd~AY C[r;J; 

;.----------------------------------------------------------------------· 
. X UTILIZA BSM~H 

~----------- ----------------------------------------------------------· ,. 

H:=cg-nnr--tt); 
lF X=2 T~EN L:=M•K ELSE L!=(X-Al/H + H - C.5; 
8 S ~1 Q li ( J,, 8, ~•ri,. L, X. Q ) ; 

FOR I:=1 ST[P 1 Ui\Tll M 80 S:=S * Ct:L+1-~J•OfIJ; 
3SXH :=S 



Cap.0-B Avalia s(x) a partir de sua expansao em B-splines 

Dados 

m = ordem dos polinômios por partes 

n = dimensão do espaço 0( f>rri;ffe; li) 

{y . }m+n d · - d ir d nos a part1çao esten ida u associa a com 
l l 

•{c. }n coeficientes da expansão em B-splines do spline s 
l 1 

· x em [a, b] 

estimativa de Jl tal que 

determina 

s (x) através de s (x) · = crJ:Jt) 

Função Real 

BSX2(m,n,y,c,x,!lx) 

Entrada 

BSX2 
1/3 

m, n, y[l] , ... , y[m+n], c[l] ; ... , c[n], x e !lx; os dimensionamentos das ma 

trizes devem ser previstas no programa principal. 

Saí.da 

BSX2 = s (x) 

. Método 

n n + j - 1 [i] . 1 
• = Nm - '" ·Nm-J + ( ) I . . 1 d . S(x) .E 1 c . . - .,., 1 c. x. n1c1a mente e t erm1na-se l 

◄ 1 = 1 l 1= l 
tal que 

< • y 1 x < Y!l+l " Em seguida con s ideramos~ 

!l 
• s(x) = I: 

i=t+l-m 
c _[lJ N~ = 

l l 

!l 
E 

i=Jl -m 
c _[m] N~ = c [rnJ. 

l l i 

' 
d [rn J ( ) d .. d - d . { [j] } m m O valor e c 0 x e cornput.a o atraves a ge r açao a matriz cn+·· ... 1 .. 1v 1vl-IDJ = ,1=J 

considerando-s e : 



. 
► 

.. 

Cap.0-B 

[j + 1] e. = 
1 

Avalia s(x) a partir de su~ expansaa ~m B-splines 

cx-y.J c .uJ+ cy . .- xJ c.uJ 1 1 1+m-J 1-l i=l,2, ... ,n+j 

j = 1 , 2 , •. . , m-1 

::i .X 
2/3 

Este algoritmo é extremamente estável por envolver somente combinação con­

vexas d~ quantidades não negativas. 

Se x = Yt+l obtem-se s(yt+l-). 

Procedimentos Auxiliares 

INTERV(LBISEC) 

Multiplicações ou Divisões 

/ 

(3m 2 - 3m)/2, excluidas as operações para cálculo de t. 

Comparaçao com procedimento equivalente 

BSX BSX2 
m 

3m 2 +3m-4 3m 2 -3m 
2 2 

2 7 3 

3 16 9 

4 28 18 

5 43 30 

6 61 45 



Cap.0-B Avalia s(x) a partir de sua expansao em B-splines 

Algoritmo 

função real BSX2(m,n,y,e,x,tx) ; 

./nteiro m,n,ix ; real x ; real Y[*J, e[*] 

1 inteiro i,j ,k; real denom, al, a2 ; real ex[l:m] 

se x=y[n+l]então k + n senão k + INTERV(m,n,tx,x,y) 

par.a J de l passo l até m faça ex [jJ + e [i +k-m] 

sem> 1 então 

para j de 2 passo l atém faça 

n-;ara idem passo -l até j faça 

111 denom + y[i+k-j+l] - y[i+k-rn] 

al + (x-y [i + k-rn] / deqom . ; 

a2 + 1 - al ; 

BSX2 + ex [rn] 

cx[i] + al * ex[i] + a2 * ex[_i_-1_]~1 ~" 11 

Codificação em ALGOL 

BSXZ 
3/3 

%----===================--============================-================= 
fU AL ?>tOCEDUR[ HS XZCM,t-.J,Yrf.,X,-LJO; 

JNTEGE.R N,1✓.; REAL x; ARkAY Y(.,],C[c.]; I~nEGf.R LX; 

¼----------------------------------------------------------------------· 
Z UJILi?A LBIS[Q,. I~TERV 
%----------------------------------------------------------------------· 

PC Gl N 

-. 
~ IF X=Y[N+ll THEN K:=N ELSE K!=!~JEHV{~,~,LX,X,Y); 

~2lTE{I MP,</,"M=",I2,X2,"N=",1Z•XZr"K=~,I?,YZ.•LX=~,I2>,H,~,K,LXJ; 
wq JT[C!~P,</,"Y",*CF4.l)>~~•N,F DR I:= 1 SfEP 1 ~NTIL N+M DO Y[I]); 

F □ R J:= 1 STEf 1 UNJIL ~ 00 CX[JJ:=CCJ•K-MJ; 
IF M > 1 1 H[N 
fO P. J: = Z S TE P 1 U NT I L 1✓• () O 

8EG1~ FOF I: = x 5TEp -1 UNT!L J DO 
BEGIN DENO~:=Y[I•K-J+l]-Y[I•K-~1; 

Al:={X-Y[!+K-~J)/CENu~; A2: = 1-Al; 
CX(rJ:=Al*CX[I1 t- A2*CY.f!-1J 

END; 
E >J); 

ES'.<2! =CXP'.] 
[/';;); 



Cap.0-B 

Dados 

Avalia s(x) através de sua expansao em B-splines e part1 

ção uniforme de passo· h. 

Os extremos do intervalo I = [a, b] 

BSX2H 
1/3 

·,k = número de nós distintos da partição uniforme associada com cf m(tih) 

m = ordem dos polinômios por partes 

· m+k 
~{ci} coeficientes da expansao em B-splines de um spline 

' l 
s 

·x ponto d e [ a , b J 
-r -· 

determina 

s(x) e armazena-o em BSXZH 

. Função Real 

BSXZH(a,b,k,m,c,x) 

Entrada 

a, b, k, m, c[l], ... , c[m+k] , x 

O dimensionamento da matriz deve ser propiciado pelo programa principal. 

Saida 

BSX2H = s(x) 

Método 

•versão simplificada do algoritmo utili zado em BSX2. 
1 • 

.. o cálculo de t é o maior inteiro contido em (x-a)/h+m; a expressao (x-a)/h+m-0,S 

•toi utilizada porque em ALGOL, linguagem utilizada para codificação do al­

goritmo, o valor da expressão é arredondado. 

~Procedimentos Auxiliares 

Nenhum 

Multiplicações ou Divisões 

m(m-1)+2, não contando as operaçoes para cálculo de h,t e fatoriais. 



Cap.0-B Avalia s(x) atrav~s de sua expansao em B~splines e parti 

ção uniforme de passo h. 

Comparação com procedimento equivalente 

BSX2 BSX2H 
... rn 3m (rn-1) /2 -m(m-1)+2 

2 3 4 

3 9 8 

4 18 14 

5 30 22 

6 45 32 

Algoritmo 

função real BSX2H(a,b,k,rn,c,x) ; 

in~eiPo k,m ; real a,b,x ; real c{.J 

inteiro n,j ,i,t ; real h, xdh, fat ; 

n + rn+k 

~al cx[l:n] 

h + (b-a)/(k+l) 

se x=b então t + n senão i + (x-a)/h+m-0.5 

xdh + (x-a)/h-t+rn 

para j de l passo 1 até m faça C;X [j] + e O+i-rn] 

fat + 1 ; 

para j de 2 passo 1 atém faça 

1 \ 1 fat + fat * (j-1) 

• · parai de m passo -1 até j faça 

cx[i] + (xdh+rn-i) * cx[i] + (i-j+l-xdh) * cx[i-1] 1-11; 

BSX2H + cx[m]/~ 

BSXZH 
2/3 



.. 

.. 

. 
• 

Cap. 0-B Avalia s(x) atravis de sua expansão em B-splines e part! 
ção uniforme de passo h, 

Codificação em ALGOL 

BS.XZH 
3/3 

7.======= ========-======--=--------~-----------------------------------= 
~í..Pl P:?üCECUFE BSX?HCA,3,Kd1,CrX)i 
I~TEGE~ M,K; ~[AL A~a,x; REAL A~~AY C(*1; 

?--------------------------------------------------------------
ql(l ~J INTf.G[R N,J,í,Li r<EAL H, XQl-i, FAT; 

~:=M•K; H:=CB-AJ/CK ◄ J); 

8f Gl~ Rt.~L Ai'>i:UY 0'.[1 :~ Ji 

IF x=a THEN L==~ ELS[ L:=(X-A)/~ • M - c.s; 
,:J:-J:=(X-A)/H-L+l1; 
FGR J:=l STE? 1 Ll~TIL M D~ CXCJJ:=C[J+L-r1; 
FAT:=!i 
[□ q ~==z SlEP l U~TIL ~ DD 

ij[GIN FAT:=fAT~CJ-t); 
FüR r:=M ST[P -1 u~rIL J DC 

CX[IJ:=CXDH+H-!)~CX[IJ+C!-Jtl-XDHl•CX[I-1) 

'3 S XZ H: =C Y p: J / F A T 



.. 

Cap.0-B Determina R. tal que Yi ~ x < Yi+l 

Dados 

{ Y - } m+n nos da partição estendida E as soei ada com d( 'ÍPm; 1n ; t:.) 
l. l /J 

os 

X 

Índices p e q dos extremos do intervalo [yp , yq) 

E [yp , y
9

) C [a,b] 

lNTERV 
1/ 2 

• R.X estimativa de R. tal que . < 

. 
• 

determina 

R. tal que 

Função_Inteira 

INTERV(p,q, R.x,x ,y) 

Entrada 

p, q, tx, x, y [l] , ... , y [m+n] , com dimensionamento previs to no 

principal. 

Sa-Í.da 

INTERV = R. 

Método 

programa 

Utili za a bissecção do intervalo ~p , yq) combinado com uma est imativa R.x 

de R. • 

• À vantagem no uso de INTERV em lugar de LBISEC surge quando se deseja tabe 

"~ -lar s 6 -E ( f m; tm; t:.) em vários pontos de I = [a, b] , pois a proximidade 

· dos x's entre si implica na proximidade dos respectivos R. 's. 

Procedimento Auxiliar 

LBISEC 

Multipli caçõe s ou Divisões 

Se a estimativa tx de t for boa ocorre uma considerável redução das opera­

ções em rel ação a LB I SEC . 



Cap~O-B - Determinai tal que y1 s x < Yt+l 

Algoritmo 

função inteira INTERV(p,q,tx,x,y) 

.fnteiro p,q,tx; real x; real y[*J 

1 inteiro i, t; 

se x 5': y [tx] então 
. 
,;, 

y [ t x+i] então se X < 

-
t senao 

s e X 

senao 

se X ~ y[tx-1] então 

-senao 

INTERV + i 

Codificação em ALGOL 

i +- R.x 

< y [tx+2] então i + tx+l 

senao 

11 t + tx+2; 

i + LBISEC(t,q,x~ 

t + tx-1 

ITt + tx-1; 

i + LBISEC(p,t,x,y) 11 

1 NTERV 
2/ 2 

%--=====-=---=-=---==-=----=-------------------------~------------=-=-== 

" 
•• 

Jf;TCGER PROCEOU~E INTERVCP,Q,LX,X,YJ; 
INTESER P,Q,LX; REAL x; REAL A~RAY Yf•); 

~-----------------------------------------------------------------------,. 

,~--- . - ---· 
13lGlN 
INTEGEq Ld; 

I F X >-= Y [ L X 1 T HE N Ir X < Y [ L X + 1] T H E~: L: = L X 
fLSE IF X < HL:X+z) 

TiEN L!=LX+l 
ELSE ô[GIN T:=LX~z; 

ELSE IF X>= Y[LX-lJ THEN L:=LX-1 
ELSE BESIN l:=Lx-1; 

L==LE:sEC(P,r.x,Y> 



Cap.0-B Determina 6 a partir da partição estendida 6 

Dados 

m = ordem dos polinômios por parte 

n = dimensão do espaço efc~ m; ?n; 6) .. 
{y. }m+n 

• 1 1 
nos da partição estendida tí associada 

·determina 

. 
ps extremos do intervalo [a, b] 

d= número de nós da partição 6 referida em 

d { z . } nós da partição 6 
1 l 

com 

{im}d componentes do vetor de multiplicidade rrn_ 
1 

Procedimento 

INVPTE(m,n,y,d,a,b,tm, z ) 

En trada 

m,n,y [1], ... , y[m+n], com dimensão forne c ida pelo programa principal 

s ald a 

d, a , b, tm[l], ... , tm[d], z [l], ... , z [d] 

INVPTE 
1/2 

os dimens ion amentos das matri zes devem s er previs tos no programa princi p a l 

Método 

J ni c i a lmente de te r mi n a a =ym e b =yn+l" Em seguida por um proce s so de compa­

; ~ção e cont agem de fi ne d, as comp onente s do v e tor de mul t ipli ci da de 'Jn.. e 

os nós da partição 6 • 

proc e dimentos Auxiliares 

:Nenhum 

Mul t iplicaçõ e s ou Di v isõe s 

o 



·•. 

Cap.0-B Determina â a partir da partiçio estendida i 

Algoritmo 

procedimento INVPTE(m,n,y,d,a,b,tm,z); 

inteiro m,n,d; real a,b; real z[*]; inteiro R.m[*J; 

inteiro i; 

a + y [m] ; b + y [n + 1] ; 

i + m+l; d+ O; 

repita \ 1 d+ d+l; 

tm [d] + 1; 

enquanto y [i] = y [i+l] faça \ 11 i :+ i+l; 

tm [d] + trn [d] + 1 111 
z [d] + y [i] ; 

◄ 

i + i+l 11 

até que i > n 

Codificação em ALGOL 

INVPTE 
2/ 2 

7.== -- --==-- ------======================================================= 
P FIJCEOUf~E ltiVPT[Ol,N, Y.D, A,13,L M .. 7J; 
l~T EG ER M,~,D; REAL A,8; RLAL AR~ AY Y[*l~Z[*); I~T~GER ARRAY L~f*J; 

i.-----------------------------------------------------------------------
1:JEGIN 
I ~lEG ER I; 

t.: = Y{HJ; e :=Y[N+1J; I: = 1-1+1.; D:=o; 
[, C J l S l :J O : = J + 1 ; L 1-1 T D l : = 1 ; . 

WHILE YCT)=Y[l+ll DO B[ C!N I: =I +ti L~CDJ: =LX[DJ+l END; 
?.[CJ:=Yrt]; T: =J +-l;E\; O 

'.J N T l L r > 1''. 
E NJ i 



.. 

Cap.0-B 

Dados 

< Determina 1 tal que Y1 x < Yi+l 

{y. }m+n nos da partição estendida 6 as saciada com ci ( 7J m; ?n 
l l (J 

Os Índices p e q dos extremos do intervalo [y , y ) p q 

6) 

• determina 

1 tal que y
1 

~ x < Yi+l armazenando-o em LBISEC 

Função Inteira 

LBISEC(p,q,x,y); 

Entrada 

p, q, X, y[l], y[Z], ... , y[m+n] 

O dimensionamento da matriz deve ser previsto no programa principal 

Saí.da 

LBISEC = 1 

Método 

Bissecção do intervalo [yp , yq) 

Procedime ntos Auxiliares 

.. 
Nenhum 

Multiplicaç5es o u Divis5e s 

Depende da localização de x em [a,b]. 

Não excede v tal que v-1 < V 2 - q-p < 2 

LBISEC 
1/2 



Cap.0-B Determina t tal que 

Algoritmo 

função inte~=a LBISEC( x ) ,n p,q, ,y ; 

.. inteiro p ,q; real x; real y [*]; 

Í inteiro t,u,rnid; 

i + p; u + q; 

< 

~ 
enquanto u-t > 1 faça 11 mid + (t+u)/2; 

• se X < y [mid] 

enquanto y [t] = y[t+l] faça t + t+l; 

LBISEC + i 

Codificação em ALGOL 

·então u + 

-senao i + 

mid 

m~ 

l~EC 
2/ 2 

Z=--========·=========================-=----------- ----------------------

.. 

I~íEGE R PRCCEDURE LB15ECCP,C,C,Y); 
1 IH E G L R p , e; R [ A L X ; H [ A L Ai~ ~ A y vr * ) ; 

%----------------------------------------------------------------------· 
EEG 1 14 
rnTEG[R L,t:,MlCi 

L: =P i U: =Q i 
h fil L E U - L > 1 r O 

BEGIN ~!D:={L+U)/2i 
IF X< Y[ ~[ D] T~[~ U==~Iíl 

ELSE L!=MIC E~ □; 
WH !L E Y[L) =Y TL41J 00 L= =Lt li 
LBIS[C:-=L 
E 14 f) ; 



Cap.0-B Determina partição estendida Z a partir de 6 

Dados 

Os extremos do intervalo I = [?., b] 

~m = ordem dos polinômios por partes 

d = número de nós da partição 6 associada com gC'õ-> m;'?n; 6) 

• I }d - d . -~zi 
1
·nos a part1çao 6 

•' 
d .{im} componentes do vetor de multiplicidade 
l 

PTE 
1/2 

,. 

determina 

n = dimensão do espaço ·e)(? m; 9n_; 6) 

{y. }m+n nos da partição estendida Z associada ·com d( íb m; ?rz ; 6) 
1 l (F 

Procedimento 

PTE(m,n,y,d,a,b,im,z) 

Entrada 

m, d, a, b, im [1] , ... , im [d] , z [1] , ... , z [d] 

Os dimensionamentos das matrizes im e z devem ser fornecidos pelo progr~ 

ma principal. 

salda 

. n, y [1], ... , y [n+m] , com dimensionamento previs to no programa principal . 

• Método 

.. 
. ,: 

Define os m valores iniciais da matriz y iguais ao extremo inferior de 

I = [a,b]. Em 

vamente {ym+i 

seguida, utilizando um processo de contagem constrói sucessi 
im im . imd 

= z1}. 1 1, {y . = z2} · -1 2, ... ,{y +º + ... +imd 1+1=za}- 1 1= , m+im 1 +1 1- . m ,.,m1 . - 1= e 

n = rn+tm 1 + ... +imd. Finalmente define os Últimos m valores da matriz y 

iguais ao extremo superior de I = [a, b]. 

procedimentos Auxiliares -
Nenhum 



Cap.0-B Determina partição estendida ia partir de ô 

Multiplicações ou Divisões 

o 

... 
Algoritmo 

•P.rocedimento PTE(m,n,y,d,a,b,im,z); 

•inteiro m,n,d; réal a,b; real z[*J; inteiro tm[*J; 

,. 'j inteiro i , j , i i 1 , i i 2 ; 

para i de 1 passo 1 até m faça y [i] + a; 

it 2 + m; 

para j de 1 passo 1 até d faça 

li ii i 2 + ii2 t iIU [j]; 

ii1 + U,2 - tm[j] + l· , 

para l de i R, 1 passo 1 até ii2 faça y [i] + 

para i de 1 passo 1 até m faça y (p+i] + b 1 

Codificação.em ALGOL 

z[j] li 

PTE 
2/ 2 

%====================== · ============================================-=== 
P f O C E C U R E P 1 E C 1-: • t,; '? Y, D , t, , E, L 1-'i , 7. ) ; 
l~JEG[R ~~t,;,C;REAL A,f;ffAl APRAY YC•l,zr-);Jf\TECER A~RAY L~f•J; 

------------------------------------------------------------------------~ . 

BfGTN 

11\T[G[R I,J,Ill,lLZi 
• f(k .J:=1 SHP 1 Ui\'TJL ~ CG Y[JJ:=,d; 

It2:=M; 
1 (R J:=t SlEP 1 ~~TIL O DO BEGIN IL2:=IL2+LM[~J; IL1:=IL2-L~[J]+1; 

FOE I:=Ill ~lEF l UNTIL Il2 D[ 

[NO; 
N :=!L2i 
F rn J:=1 STEP 1 l.:Nlil i; 00 YUH·J] :=e 
[ r-.a; 



--

Cap.0-B Avalia {D~- 1s(x)}~através de sua expansão polinomial por partes 

Dados 

k = numero de nos distintos da partição t.. 

m = ordem dos polinômios por partes. 

. k 
{z. }. 1 nos distintos da partição t. em ordem crescente. 

1 1= 

RPPSDX 
1/3 

{ k m 
• cp · · } · O · 1 lJ 1= ,J= 

coeficientes dos polinômios pi(x) = j!l cpij(x-zi)j-l que representam s 

r; 8c fm; íJ'n ;t.) em cada subintervalo Ii, i=O ,1, ... ,k definidos pela 

partição t. de [a, b] 

x ponto de [a,b]. 

determina 

ºj-r . ·m m 
{D+ s(x)}j=l armazenando-os, respectivamente, em {dxi}i=l 

Procedimento 

RPPSDX(k,m,z,cp,xidx) 

Entrada 

k, m, z[l], ... , z[k], cp[0,1], ... , cp[O,m], ... , cp[k,1], ... , cp[k,m], x 

Saida 

dx [1] , dx [2] , ... , dx [m] 

Método 

~Jnicialmente determina o intervalo r. , i= O,l, . .• ,k ao qual x pertence. . 1 

• Em seguida define-se w=x-z. e aplica-se o esquema de Horner 
p'.' (w) p'." e!) p ~m-1) (w) 

para calcular 

• ,r) 1 1 1 P· (w), P· -lw , . - - - , .•• ' - - ---
1 

1 2! 3! (m-1)! 
Recordemos brevemente que o 

esquema de Horner e a repetição do dispositivo prático de Briot-Ruffini, ~ 

plicado inicialmente ao polinômio pi(x) e s ucessivamente aos quocientes das 

divisões por x-w. 

Finalmente multiplica-se c ada resultado pe lo numero fatoria l corresponden-

te a fim de obter as derivadas s ucess ivas de s(x) = pi(x), x É I .. 
1 



Cap.0-B Avalia {Dj-ls(x) }matravês de sua expansão polinomial por partes 
+ l . 

Procedimentos AuxiLiares 

INTERV(LBISEC) 

Multiplicações ou Divisões 

1 l r 2 :-, 2 Lffi + 3m - 8..1 , nao contando as operaçoes na execuçao de INTERV . 

.. 
C?mparação com procedimento equivaiente 

m BSDX2 RPPSDX 

½cm-l)m(m+l) ½[m 2 +3m-8] 

2 3 1 
3 12 5 
4 1 ◄ 30 10 -
5 60 16 
6 105 23 

Algoritmo 

1 procedimento RPPSDX(k,m,z,cp,x,dx); 

inteiro k,m; reai x; reai z[*J, cp[*,*] , dx[*]; 

. 

inteiro kx, i; reai zk,w,d; 

se x < z [1] então kx + O 

senão se x ~ z [k] e ntão kx + k 

senao kx + INTERV(l,k,k/2,x,z); 

se. kx=O então zk + z [l] senão zk + z [k-i) 

- • w + x- zk; 

• para i de 1 passo 1 até m faça dx [i] + cp [kx, i] 

para kx d e 1 passo 1 até m-1 faça 

• 
parai de m-1 passo -1 até kx faça 

ax [i] + dx [i] + w * dx [i + 1] ; 

d+- 1; 

para kx de 3 pas so 1 atém faça 

~+d* (kx-1); 

dx [kx]. + d * dx [k~I 

2/3 



,. 

RPPSDX 
3/3 

Cap.0-B Avalia {Dj-ls (x) }matravés_de sua expansão polinomial por partes. 
+ 1 

Codificação em ALGOL 

X================================================================--=-=--

~----------------------------------------------------------------------· 
% UTELIZA INTERV E L9ISEC 
4----------------------------------------------------------------------~ 

7. 

., ,. 

~ E GI N 
TWTEGn KX .. !i ílLAL -ZK, i~, o; 

IF X<Z[!J TH[N KX:=Q 
ELSE !F Y.>=ZIK] lHEN KX:=K ELS[ KX:=INT[P.V( 1,K,K/2,X.Z); 

IF KX =i) THEN ZK:=Z(l] [LS[ 7.K : =Z(KX]i 
l·l: =X - z K; 
FG~ f:~1 ~TE~ 1 lNTIL M DO DX[IJ:=CP[KX,!J; 
FOR KX:=J STEP 1 UNTIL M-1 i;O 
FOR J:=~-l STEP -1 UNTJL KX D~ DX[IJ:= OX[IJ + W• DX[J+l]; 
o:=1; FOR KX:=3 STEP 1 UNTIL M CO 

3[GHJ 
D:=Dte-(KX-1); DX[KXJ:= Ot:!JXfKXJ 



.. 

~' 

Cap.0-B Avalia. s (x) através de sua representação polinomial por partes. 

Dados 

k = numero de nos distintos da partição 6 

m = ordem dos polinômios por parte 

{ ,k ~ -z. ,. 1 nos distintos da partiçao 6 em ordem crescente l 1= 

JJPSX 
1/2 

{ k m m j-1 
cpij}i=O, j=l coeficientes dos polinômios pi(x) = jgl cpij(x-z1) que 

~epresentam s E g( 'f m; <àn,; ti) em cada subintervalo 11 , i=0, ... _ ,k de-

terminados pela partição 6 de [a, b] 

x = ponto de [a,b] 

determina 

O valor dé s (x) armàzen4ando-o em RPPSX 

Função Real, 

RPPSX(k,m,z,cp,x) 

Entrada 

k, m, z[l], ... , z[k], cp[0,1], ... , cp[0,m], ... , cp[k,1], ... , cp[k,m], x 

Os dimensionamentos das matrizes sao propiciados pelo programa principal 

Saí.da 

RP:P.SX - s (x) 

1>1êtodo 

. 
-Inicialmente determina o intervalo li, i =0,l, ... ,k ao qual x pertence . 

através. '. do .. _ m e· ·J j -1 Em seguida def ine w = x-xi e avalia pi(x) - jgl cp 1,J w 

·dispositivo prático de Briot-Ruffini. 

· Procedimentos Auxiliares 

INTERV(LBISEC) 

Multiplicações ou Divisões 

m-1, n ã o contando as operações na execuçao de INTERV. 



.,. 

r 

Cap.0-B Avalia s (x) através de sua representação polinomial por partes. 

Comparação com procedimento equivalente 

BSXZ 
m 3m 2 - 3m 

2 

2 3 
3 9 

4 18 

5 30 

6 45 

Algoritmo 

função real RPPSX(k,m,z,cp,x); 

inteiro i, kx; real d, zk, w; 

se x < z [1] então kx + O 

RPPSX 

m-1 

1 
2 
3 

4 

5 

senao se x :2'. z [k] então kx + k 

senao kx + INTERV(l,k,k/2,x,z); 

se kx :=: O então' zk + z [1] senão zk + z [kx] 

w + x-zk; 

d+ cpQ<x,mJ; 

parai de m-1 passo -l até 1 faça 

d + d * w + cp [kx, i] ; 

RPPSX + d 

2/2 

-:.___-----------------------------
~ Codificação em ALGOL 

,, 

%==========-=-=====================================-==================== 
REAL PROCEDU~E RPPSXCK,H,z~cP,(); 

1-------------------.---------------------------------------------------· 
i. U TI L I Z A J ~n E k V E L 8 I S E C 

~------~---------------------------------------------------------------· 

X 

o:-' ,. 

rn Gl >,! 

!NTE3ER I,KX; REAL CrZK,W; 

If X<Z[l J 'fH .Ol KX:=O 
ELSE IF X>=Z[K) rHEN KX:=K ELS( KX:=!NTERVCI•K~K/2,X,Z); 

IF KX=O THEN zK:=zll) ELSE ZK:=Z[KX]; 
w:=x-zK; D:=CP[KX,H]; 
F O F. I : = M - 1 S TE P - 1 u:J T ! L 1 D O '.l : = :) * W + C P I K X • 1 1 ; 

% 
iH PSX :=D 
EN r,; 
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