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UMA_CORJECTURA DE GAUSS SOBRE CURVAS PLANAS

EDUARDO ALMEIDA PRADO

ORIENTADOR: VERA LUCIA CARRARA ZANETIC

Definigao: Uma curva fechada normal de classe C! é uma imersso c!
r: sl — 2% tal que se x#y e f(x)=f(y), entdo {x,y} & um ponto du-
pPlo de f e {f'(x),f'(y)) Podemos pensar em f como sendo

f: R - 82, periodica de periodo 1.

Definigao: Um lago de f é uma restricao de f a um intervalo [a,b)

t.q. f|[a,b) e injetora e f(a)=f(b).

Se jam (xl.yl).....(xn.yn) 0s pontos duplos de : 3 em
[0,1),x1<...< Xn» X4<y, e f(x1)=f(y1). L A SR & PR T

Assoclaremos a f uma palavra w(f) construida cclocando-
se 0s x!

ise yis, 1<i<n, na ordem natural de R: w(f) = 2_...2

1 an”

Zy = Xjouy,, para algum j, 1<j<n.

Faremos uma prova do seguinte

Teorema (Conjectura de Gauss)
Seja f uma curva fechada normal de classe C1 com n pon-

tos duplos. Entao para cada 1, 1<i<n, o nimero de simbolos de w(f)

entre x, ey, e par,

Lema. Se rl[xi.yil nao e lago, entao existe (xJ,yJ) ponto duplo

t.q. x1<xJ<yJ<y1 e rl[xJ,yJ] e lago.
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Demonstragao

Demonstraremos por indugao no numero k de pontos duplos
(XJ.yJ) t.q. x1<xJ<yJ<y1 ( pontos duplos nestas condigoes!),Para
k=1 o resultado e imediato.

Suponhamos que seja verdade para k<i. Seja k=i , tomemos
um ponto duplo {X,y ) €. Xy <X4<Y 4<Yy- Se fl[xJ,yJ] e lago, nada
temos a demonstrar, caso contrario, aplicando a hipétese de indu-

¢ao para {x,,y ) temos que (x,,y,) ponto duplo t.q. Tl[x..¥] e

J
lago .
Go e x1<xJ<xt<yt<yj<y1'

Demonstracao do Teorema

1¢ caso: f|[x,,y,] e lago.

1°Y4
Neste caso, entre Xy eyy nao existem pares (xJ.yJ) de
pontos duplos, logo, © numero de simbolos entre Xy ey e igual ao
nimero de vezes que rl[yi.(x1)+1] corta o lago fl[xi,yil.
Sejam a,,...,a, €m w(f) entre x, e y, € se jam b1"“'bk
t.q. ‘aJ'bJ) é ponto duplo, 1<j<k; o:{l,...,k} — {1,...,k)} permu-
taga
Ggao t-q. bd(1)< ...<b°(k)-
Os arcos f((yi'ba(l)))' coes TUB (4 9y ba(k)))'
r((ba(k).(xl)u)) estao alternadamente em componentes conexas dis-
2
ti e
ntas de R r([xl,yi]). Como r((yi'ba(l))) e f((bo(k).(x1)¢1)) es

tao na mesma componente conexa de Rz—f([xi.yll) temos um numero ig

par de arcos, a saber k+1, portanto k e par.

2 caso: f|[x.y,] nao e lago.
Neste caso, pelo lema, (xJ.yJ) ponto duplo de f com
X,<x ,<y . < : laco. Podemos supor que se {x,y} e onto
194V <Yy © fI[xJ le o por q y P

duplo t.q. Xx,;<x<y<y, e fl[x,y) € lago, entao xJ<x. Chamaremos
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Q
fl[XJ-YJ] de 192 lago de f![xi,yi].
Obs.: Neste caso f([xi,xj)) esta inteiramente contida em uma compo
2

nente conexa de R -f([xi,yil) pois / (x‘,yL) pento duplo £.dqre
x1<xl<xj<yL<yj(y1 i

Do 1?2 caso sabemos que entre xJ e yJ existe um numero
par de simbolos S RERRRL- P Se jam bl""'b2m pontos de [0,1) t.q.
(ak'bk) e ponto duplo de f, 1<k<2m.

1) Do fato de fl[xJ,yJ] ser lago temos que / b xj<bk<yj‘

i1) Por construgao / b, t.q. x;<bp<x

)
111) Se existir algum b, , 1<k<2m, yj<bk<y1’ entao o numero de bys
entre yyey, e par. A demonstragao deste fato e analoga a demons-
tragao do 1? caso, tomando o lago fl[xj,yJ] e os arcos
4 L3 o weme s DR L o 5 . g . s Ty
((yJ ) (( g1 p)) ((tp y4)). onde t,«< <tp € tiaeenty

sao os bis t.q. yJ<bk<y1. e notando que f((yj,tl)) e f((tp,yi) es-
tao na mesma componente conexa de Rz—f([xi,yil), fato que segue da
observagao acima.

Logo, o numero de bis entre x, e y, e par.

Seja um lago de uma curva f. Podemos separé—la da seguin

te maneira:

1Y
obtendo uma nova curva fechada normal clz tl.

Se f[[x ,y,] nao e lago, seja rl[xJ,yJ] o 1% 1lago de
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f|[x1.y1]. Ao separarmos f em (xj.yJ) obtemos uma nova curva Tf,.
De 1, 11 e 111 temos que a paridade do numero de simbolos entre X,
ey, em w(f) e w(fl) nao se altera. Podemos repetir o processo ate
obtermos uma curva rq onde fql[xi,yil e lago. Do 1% caso e da pre-

servagao da paridade mensionada acima, segue o resultado.

BIBLIOGRAFIA:

Craveiro de Carvalho, F.J. Characterizing maximally looped closed
curves, Amer. Math. Montly, March 1985,

202-7.



