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UM CON.ECTURA DE GAUSS SOBRE CURVAS PLANAS 

EDUARDO ALMEIDA PRADO 

ORIENTADOR: VERA LUCIA CARRARA ZANETIC 

Definição: Uma curva fechada normal de classe c1 é uma imersão c1 

f: s1 - B2 tal que se x#y e f(x)=f(y), então {x,yJ e um ponto du- 

p 1 o de f e { f' ( x) , f • ( y) J Podemos pensar em f como sendo 

f: B - R
2
, per1Ód1ca de período 1. 

Definição: Um laço de fé uma restrição de f a um intervalo [a,b] 

t.q. fl [a,b) é injetora e f(a).,f(b). 

Sejam {x1,y1J, •.• ,{x0,ynJ os pontos duplos de 

[O,l),x1< .•• < xn• x1<y1 e f(x1)=f(y
1
), V 1 e {l, ..• ,nJ. 

Associaremos afuma palavra w(f) construída colocando- 

f em 

se os xis e yis, l~i~n, na ordem natural de 

z1 E xj ou yj' para algum j, l~j~n. 

Faremos uma prova do seguinte 

Teorema (Conjectura de Gauss) 

Seja fuma curva fechada normal de classe c1 com n pon­ 

tos duplos. Então para cada 1, l~i~n. o número de simbolos de w(f) 

entre x1 e y1 e par. 

Lema. Se fl [xi,y1J nao e laço, então existe {xj,Yjl ponto 

t.q. x1<x{yj<y1 e fl[xj,yj] é laço. 

duplo 
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Demonstração 

Demonstraremos por indução no numero k de pontos duplos 

{xj,Yjl t.q. xi<xj<yj<yi 

k:l o resultado é imediato. 

pontos duplos nestas condiçÕesl).Para 

Suponhamos que seja verdade para k<1. Seja kct , tomemos 

um ponto duplo {xj,yj) t.q. x1<xj<yj<yi. Se fl(xj,yj) é laço, nada 

temos a demonstrar, caso contrário, aplicando a hipótese de indu- 

ção para {xj,Yjl temos que 

laço e xi<xj<xt<Yt<yj<yi. 

Demonstração do Teorema 

lg caso: fl(x ] · 1 i'yi e aço. 

Neste caso, entre x1 e y1 nao existem pares {XJ,yj} de 

pontos duplos, logo, o número de símbolos entre x1 e y1 e igual ao 

número de vezes que fl[Yi,(xi)+l] corta o laço fl[xi,y1J. 
Sejam a

1
, ••• ,ak em w(f) entre x1 e y1 e sejam b1, ••• ,bk 

t.q. {aj,bj} é ponto duplo, l~j~k; a:{l, ••• ,k) - {1, ••• ,k} pennu- 

tação t.q. ba(l) < ••• < ba(k)• 

Os arcos f((yi,ba(l))), ••• , f((ba(k-l) , bo(k))), 

f((ba(k)'(x
1
)+1)) estão alternadamente em componentes conexas dis­ 

tintas de e2-r([x
1
,y

1
J). Como f((yi,ba(l))) e f((ba(k)'(xi)+l)) es 

tão na mesma componente conexa de R2-f((xi,y1)) temos um nÚmero im 

par de arcos, a saber k+l, portanto k é par. 

29 caso: fl(x
1
,y1] nao e laço. 

Neste caso, pelo lema, 

duplo t.q. x
1
<x<y<yi e fl[x,y] é laço, então 

de f com 

ponto 

Chamaremos 
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fl(xj,yj] de P laço de fl[x1,y1]. 

Obs.: Neste caso f((xi,xj)) está inteiramente contida em uma comp~ 

2 
nente conexa de R -f([x1,y1]) pois / 1x

1 
,y
1
J ponto duplo t.q. 

x1<xl<x/yt<Y/Y1, 

Do 1v caso sabemos que entre xj e yj existe um numero 

par de símbolos a1, ..• ,a2m. Sejam b1, •.. ,b2
m pontos de [0,1) t.q. 

l¾,bk} é ponto duplo de f, l<k<2m. 

ll Do fato de fl[xj,yj] ser laço temos que / bk' xj<bk<yj. 

11) Por construção / bk t.q. xi<bk<xj 

111) Se existir algum bk' l~k~2m, yj<bk<y1, então o numero de bks 

entre yj e y1 e par. A demonstração deste fato é análoga à demons- 

tração do 1v caso. tomando o laço os arcos 

f((yj,t1)), ... ,f((tp-l'tp)),f((tp,yi)), onde t1< ... <tp e t1, ... ,tp 

sao os bks t.q. yj<bk<y1, e notando que f((yj,t1)) e f((tp,y1) es­ 

tão na mesma componente conexa de R2-f([x1 ,y1] ), fato que segue da 

observação acima. 

Logo, o numero de bks entre xi e y1 e par. 

Seja um laço de uma curva f. Podemos separá-la da segui~ 

te maneira: o~ 
1. 1 

obtendo uma nova curva fechada normal c f1. 
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fl[x
1
,y

1
). Ao separarmos f em {xj,yjl obtemos uma nova curva r1. 

De!,.!.!_ e 111 temos que a paridade do número de símbolos entre x1 

e Y
1 

e~ w(f) e w(f
1
) nao se altera. Podemos repetir o processo até 

obtermos uma curva fq onde fql[x1,y1) é laço. Do 1e caso e da pre­ 

servação da paridade mensionada acima, segue o resultado. 
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