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Resumo 
Os testes usuais para comparar variâncias e médias, teste de Bartlett e teste F da 

análise de variância com um fator, supõem que as amostras sejam provenientes de 

distribuições normais. Para o teste de igualdade de médias, a suposição de homogeneidade 

de variâncias também é necessária. Alguns problemas se destacam quando tais suposições 

básicas são violadas, como tamanho excessivo e baixo poder. Neste trabalho descrevemos 

inicialmente o Teste de Levene para igualdade de variâncias, que é robusto a não 

normalidade, e o teste de Brown e Forsythe para igualdade de médias quando existe 

desigualdade de variâncias. Apresentamos várias modificações do teste de Levene e do 

teste de Brown e Forsythe, propostas por diferentes autores. Finalizando, analisamos e 

aplicamos uma forma do teste modificado de Brown e Forsythe a um conjunto de dados 

reais. 

Palavras-Chave: Teste de Levene, Teste de Brown e Forsythe, Médias Aparadas, 

Variâncias "Winsorizadas", Bootstrap. 



1. Introdução 

Os testes de Levcne e de Brown e Forsythe têm-se constituldo em técnicas úteis 

para comparação de médias e variâncias quando as suposições básicas dos testes de 

igualdade de variâncias e de igualdade de médias não são satisfeitas. 

Observa-se que estes testes tradicionais foram sofrendo modificações ao longo do 

tempo, propostas por diversos autores. 

O Teste de Bartlett para homogeneidade de variâncias não é robusto para 

divergência de nonnalidade. Visando contornar esse problema, propõe-se o uso do Teste de 

Levene para a comparação de variâncias de /e grupos de observações provenientes de 

distribuições contínuas e não necessariamente normais. O Teste de Levene é robusto à não­

normalidade. No entanto, alguns autores destacam certas deficiências no teste, e 

apresentam pequenas alterações que podem melhorar sua eficiência. 

Por outro lado, o teste F da análise de variância com um fator para comparar médias 

de /e amostras independentes de populações normais apresenta desvios no nível de 

significância quando os grupos possuem variâncias populacionais diferentes. Para esse 

problema foram propostas várias soluções, entre elas o teste de Brown e Forsythe. Vários 

autores apontam alguma inadequação no Teste de Brown e Forsythe e apresentam algwnas 

modificações para o mesmo. 

O objetivo principal desse trabalho é analisar as modificações propostas aos testes 

de Levene e de Brown e Forsythe. 

O presente artigo está esquematizado da seguinte forma: na Seção 2 é apresentado o 

Teste de Levene, que testa igualdade de variâncias quando os dados são de distribuições 

continuas, mas não necessariamente normais, e algwnas de suas modificações. Entre essas 

modificações está a proposta por Brown e Forsythe (1974a) que considera as distâncias das 

observações com relação à suas medianas amostrais ao invés das médias amostrais. Usando 

as medianas amostrais ao invés das médias, o teste se toma mais robusto para amostras 

pequenas e pode ser encontrado no pacote computacional MINIT AB 14. 

A Seção 3 se destina ao estudo do teste de igualdade de médias com amostras 

independentes de populações normais para variâncias desiguais, Teste de Brown e 



Forsythe. Também nesta seção são apresentadas algumas modificações deste teste, 

propostas por diferentes autores. 

Uma aplicação do Teste de Brown e Forsythe modificado a um conjunto de dados 

reais e algumas conclusões encontram-se na Seção 4. 

Para a execução do teste de Brown e Forsythe modificado, apresentado na Seção 4, 

foi desenvolvido um programa na linguagem de programação R. O programa calcula a 

estatística do teste de Brown e Forsythe modificado e o nível de significância, que é 

estimado via Bootstrap. O programa e o conjunto de dados utilizados na Seção 4 são 

apresentados no Apêndice. 

2. Teste de Levene e suas modificações 

Muitas técnicas estatísticas requerem a suposição de igualdade de variâncias das 

variáveis de interesse para as populações envolvidas. O teste padrão de homogeneidade de 

variâncias, teste de Bartlett, é uma ferramenta eficiente somente se as variáveis possuem 

distribuição aproximadamente normal. Quando a suposição de normalidade é violada, o 

tamanho real do teste (nível de significância atingido) pode ser muito maior do que o nível 

de significância fixado. Um procedimento que é relativamente insensível a desvios da 

normalidade é o Teste de Levene. Este teste é robusto, no sentido de que, na ausência de 

normalidade, seu tamanho real quase coincide com o nível de significância fixado para uma 

grande variedade de distribuições de probabilidade. 

Levene ( 1960) propôs uma estatística para testar igualdade de variâncias quando as 

amostras são de tamanhos iguais, que foi posteriormente generalizada para amostras de 

tamanhos diferentes. A estatística é obtida a partir de uma Análise de Variância com um 

fator, sendo que os níveis são as populações e cada observação é substituída pelo desvio 

absoluto da variável em relação à média do grupo. 

Suponhamos que k <!: 2 amostras aleatórias independentes entre si, X,1, ••• ,X,.,, 

i = 1, ... ,k, sejam tomadas. A amostra i é uma coleção de n, variáveis aleatórias 
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•• • 2 
independentes, identicamente distribuídas com distribuição G,, média µ, e vananc1a u, , 

para G,, A e u, 2 desconhecidos. A hipótese nula de igualdade de variâncias, 

é testada ao ruvel de significância a contra a hipótese alternativa que nem todas as 

variâncias são as mesmas, 

2 2 k H0 :u1 ~u1 paraalgumi*j,i,j=l.,2, ... ,. 

Denotamos os desvios absolutos das variáveis X u com relação às médias amostrais 

- I i'-, 
dos grupos X,. =-L,Xu por Zu =IXil -1\I, j=I,2, ... ,n,, i=l,2, ... ,k e defirumos a 

n, j•I 

estatística, 

O Teste de Levene consiste em rejeitar H O a favor de H O se W0 excede Ft-i .... t.1-a , 

o quantil de ordem (1- a) da distribuição F com k -1 e n - k graus de liberdade, 

respectivamente, no numerador e denominador. 

Portanto, o teste é uma análise de variância com um fator na variável desvio 

absoluto Zv. O uso de Zu ao invés de Z9 
2 faz com que o critério do teste se torne menos 

sensível para distribuições G, com caudas pesadas. Mesmo assim, como em geral as 

variáveis aleatórias Zu não são normalmente distribuídas nem independentes (verifica-se 

que Z9 e Zú, para j * l, têm uma correlação de ordem n, - i ), a distribuiç."io de W0 sob a 

hipótese nula não é F de Snedecor. 
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No entanto, para urna variedade de distribuições G, , por exemplo, distribuições 

normais e distribuições simétricas de caudas pesadas tais como a exponencial dupla e a t­

Student com quatro graus de liberdade, a níveis de significâncias usuais, 

a= 0,01, 0,05 ou 0,10 e amostras de tamanho pelo menos I O, o teste de Levene é 

robusto. Brown e Forsythe (1974a), num estudo de simulação, verificaram que, neste caso, 

o quantil de ordem (1-a) da distribuição nula de W0 , estimado pelo Método de Monte 

Cario, é aproximadamente igual a Fk.J. 0 .1c, 1-a. Verificaram ainda que a falta de robustez 

devia-se à assimetria das distribuições e não à existência de correlação entre os desvios. 

Estes fatos levaram à construção de formas alternativas do teste de Levene. 

Para distribuições G, assimétricas, como a qui-quadrado com quatro graus de 

liberdade, e distribuições com caudas extremamente pesadas, como a Cauchy, Brown e 

Forsythe (1974a) observaram que o teste de Levene tende a fornecer muitos resultados 

significativos, de modo que o tamanho real excede o nível de significância fixado. Por 

esse motivo, uma modificação do método de Levene é proposta pelos autores. Consiste em 

alterar a estatística W0 , substituindo o estimador de posição central X,. por versões mais 

robustas. 

Substituindo a média X,_ pela mediana do grupo, M,_, na expressão de Zu, ou seja, 

utilizando-se j=l, ... ,n,, i= 1, ... ,k, define-se 

onde 

-(M) 1 't"I 1 Z,_ =-L,Xu-M,_ , 
n, /•I 
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Utilizou-se ainda a estatística W.o , definida a partir de W0 , substituindo a média 

X,. por X, , sendo que X, é a média aparada a 10% do i-ésimo grupo. Se O < S < 1 , 

diurnos que X é a média aparada a 1006% se for obtida como a média após a eliminação 

das 100 S % menores observações e das 100 S % maiores observações . 

Brown e Forsythe (1974a) realizaram um estudo de simulação cujos resultados 

indicaram que a igualdade de variâncias em distribuições de caudas pesadas pode ser 

melhor testada por uma estatística da forma W.o e em distribuições assimétricas, por uma 

estatística similar a W ,o • Portanto, quando desvios de normalidade forem antecipados, a 

estimativa da média para cada grupo na estatística de Levene deve ser substituída por uma 

estimativa mais robusta de locação central. A perda no poder observada quando w;0 é 

usada ao invés de W0 é pequena relativa ao awnento da probabilidade de uma rejeição falsa 

da hipótese nula causada pela não normalidade. 

O poder do teste de Levene de homogeneidade de variâncias, que emprega os 

resíduos calculados usando a mediana amostral, pode ser aumentado com as modificações 

propostas por Hines e Hines (2000). 

Com o objetivo de aumentar o poder do teste de Levene com base na mediana, 

Hines e Hines (2000) propõem identificar e remover os 2.eros estruturais e usar contrastes 

relevantes, visto que o procedimento de Levene pode apresentar falhas, como por exemplo, 

ignorar a falta de independência dos resíduos envolvidos, não explorar o fato de que médias 

(ou medianas) e variâncias de variáveis aleatórias são relacionadas em muitas distribuições, 

como a distribuição Poisson e a Binomial. Segundo os autores, a presença dos zeros 

estruturais pode tomar o teste incapaz de detectar desigualdade de variâncias. 

Outra modificação para o teste de Levene pode ser encontrada em O'Neill e 

Mathews (2000). Os autores propuseram uma forma alternativa do teste de Levene 

construída com base no procedimento de mínimos quadrados ponderados. 
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3. Teste de Brown e Forsythe e suas 

modificações 

Suponhamos que X iJ represente a j-ésima observação da i-ésima amostra 

correspondente ao i-ésimo grupo, com j;::. 1,2, ... ,n, e ; = 1,2, ... ,k, sendo que as k 

amostras são independentes, as populações normais e as variâncias iguais. A estatística F da 

análise de variância com um fator para testar a hipótese nula de igualdade de médias 

H0 = µ. = µ 2 = ... =µ.,ao nível de significância a, contra a hipótese alternativa que nem 

todas as médias são as mesmas, H 0 : µ; * µ8 para algum i * g, i,g;::. 1,2, ... ,k, é dada por: 

(k-1) 
F=--....... -'---

L(n,-I)s/ 
l • I 

(n-k) 

· ' 

Se as variâncias populacionais são iguais, quando há igualdade de médias, ou seja, 

sob H O , essa estatística tem distribuição F de Snedecor central com k -1 e n - k graus 

de liberdade no nwnerador e denominador respectivamente. 
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A estatística F da análise de variância com um fator produz um teste que é sensível 

à falta de homogeneidade de variâncias, ou seja, quando os grupos apresentam variâncias 

populacionais diferentes, o tamanho real do teste não coincide com o tamanho fixado. 

Neste caso, uma melhor solução seria o teste proposto por Brown e Forsythe (1974b), que 

leva seu nome e que utiliza a estatística F', uma modificação da estatística F. 

O problema de comparar médias de distribuições normais independentes para três 

ou mais grupos quando há heterocedasticidade é conhecido como problema de Behrens­

Fisher generalizado. Várias soluções foram propostas para esse problema, entre elas a de 

Brown e Forsythe (1974b) que utiliza a estatística F' e será descrita a seguir. 

Suponhamos que X;; represente a j-ésima observação no i-ésimo grupo, com 

j = 1, ... , n; e i = 1, ... ,k. Os X y são observações independentes e possuem distribuição 

Normal com média µ, e variância o/ . Desejamos testar a hipótese nula de igualdade de 

médias H O : µ 1 = µ 2 = ... = µ 1 , ao nível de significância a, contra a hipótese alternativa que 

nem todas as médias são iguais, H 0 : µ1 * µg para algum i * g, i,g = 1,2, ... ,/c. 

A estatística proposta por Brown e Forsythe para testar H 0 , F', é definida como 

Os valores críticos de F' são obtidos da distribuição F de Snedecor com k - 1 graus 

de liberdade no numerador e f no denominador, onde fé implicitamente definido pela 

aproximação de Satterthwaite (1941), discutida em Brown e Forsythe (1974b): 

1 l 2 -=L'.-c_,_ 
f •·• (n, -1) 
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Através de um estudo de simulação, utiliz.ando diferentes variâncias populacionais e 

amostras de diversos tamanhos, Brown e Forsythe (1974b) compararam o tamanho e o 

poder do teste de igualdade de médias populacionais na situação de desigualdade de 

variâncias utilizando as estatísticas: F da Análise de Variância, F', e as propostas por 

Welch (1951) e James (1951). 

A estatística proposta por Welch (195 l) é dada por: 

±wJr,-x} 
1-1 

(
1 w,) W=[ k-l 

21
, 

I 2(k-2)± ---;; 
+~ 1- 1 (n,-1) 

onde 

Quando as médias populacionais são iguais, W tem aproxima.damente distribuição 
F de Snedecor, com k - 1 e / graus de liberdade, sendo que / é definido de modo que 

A estatística proposta por James(l 951) é da forma: 

Se todas as médias populacionais forem iguais, 
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onde a é o percentil de ordem 1 - a da distribuição Qui-Quadrado com k - 1 graus de 
liberdade. 

Brown e Forsythe (1974b) verificaram, através do estudo de simulação, que a 

estatística F da análise de variância apresentou acentuados desvios no tamanho fixado do 

teste quando as variâncias dos grupos eram desiguais e as outras três estatísticas mostraram 

pequenas flutuações no tamanho do teste. Para amostras de tamanhos pequenos, 

verificaram que o teste de hipóteses com estatística J desviava-se mais do tamanho 

nominal e rejeitava a hipótese nula com maior freqüência. O leste de estatlstica Fº variou 

em tamanho um pouco mais do que o de estatística W e para grupos com mais de 1 O 

observações, a diferença entre os níveis de significância fixado e atingido das duas 

estatísticas W e F
0 

foi pequena. Quando as variâncias eram iguais, ambas estatísticas W e 

F
0 

apresentavam poder similar ao da estatística F da análise de variância. 

Observou-se ainda que quando os grupos com médias extremas tinham variâncias 

pequenas, a estatística W era mais poderosa do que Fº . Tal fato poderia ser explicado 

pela diferente ponderação de médias: a estatística W ponderava as médias usando '\ c a 
s, 

estatística F
0 

, n, . Dessa forma, médias extremas com variâncias pequenas tenderiam a 

aumentar W mais do que F' , ocorrendo o inverso para médias extremas com variâncias 

grandes. Quando médias extremas vinham acompanhadas de variâncias grandes, o teste de 

Brown e Forsythe mostrou-se superior. 

Mehrotra (1997) aponta uma inadequação na aproximação proposta por Brown e 

Forsythe (1974b) para a distribuição da estatística de teste F
0 

, sob a hipótese nula. 

Através de um estudo utilizando formas quadráticas, o autor verifica que a 

distribuição da estatística F
0

, sob H 0 , tem aproximadamente distribuição F com f.. e / 2 
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graus de liberdade dados por (3.1), 

[±(1-~}/J 
f - 1• 1 n (3.2) e não como havia sido proposto por Brown e Forsythe ' -i-;)'u: 

,., (n, -1) 

(l 974b)(a distribuição de F' era aproximadamente F(k -1,/2 ) ). 

Na prática os valores de u,2 , presentes nas fónnulas (3.1) e (3.2) dos graus de 

liberdade, devem ser substituídos por s,2 • 

Keselman e Wileox (1999) mostraram que, sob condições semelhantes envolvendo 

variâncias heterogêneas e também não normalidade, o teste modificado de Brown e 

Forsythe apresenta wn aumento no erro do tipo I em modelos não balanceados, ou seja, 

quando os grupos são de tamanhos desiguais. Os autores propõem um procedimento que 

consiste nwn teste para igualdade de parâmetros de posição que adota uma estatística de 

teste utiliz.ando estimadores robustos de tendência central e variabilidade, isto é, médias 

aparadas e variâncias "Winsorizadas", ao invés dos estimadores usuais. Sugerem ainda que 

os valores críticos associados a um particular nível de significância sejam obtidos através 

do método de Bootstrap. 

A hipótese de igualdade de médias, H O : µ 1 = µ 2 = ... = µk, é substituída pela de 

igualdade de médias aparadas, H0 : µ 0 , = µ 02 = ... = µ"" . 

O procedimento proposto pelos autores é o seguinte: 

Suponhamos que n, observações independentes X ,1 , •• • ,X"'• sejam amostradas da 

população i (i=l,2, ... ,k). Assuma que os X/s (.;=1,2, ... ,ni) sejam obtidos de uma 
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população normal com média A e variância desconhecida u1
2 

, com u,2 * u,~ para algum 

; * r, ;,r= 1,2, ... ,A:. 

Sejam Xc,, :$; Xc2; :5; ••• :$; Xc.,, as observações ordenadas associadas ao i-ésimo 

grupo e J1 = [r n1 ] , onde r representa a proporção de observações aparadas de cada cauda 

da distribuição. Dessa forma, o tamanho amostral para o i-ésimo grupo é h, = n1 - 2J1 • A i-

- 1 lli-J, 

ésima média amostral aparada é Xª'· = - L X (J); • 
h, j-J,+I 

· Define-se ainda a i-ésima média "Winsorizada" como X w ,. = ..!_ 1: Yv , onde 
n, J•I 

yij = x(J,+I); se X u :$; X1,,+1);, 

Yu =X9 se X(J,+i)i <Xu <X<-.-i,),• 

Y!I = X(.,-,,lt se X!I;?: X(.,-,,); . 

Observa-se então que, no cálculo da Média Winsoriz.ada, observações inferiores ou 

iguais à (J, + 1 )-ésima estatística de ordem são substituídas pela mesma. Analogamente, 

observações maiores ou iguais à (n, -J, )-ésima estatística de ordem são substituídas por 

esse valor. 

A variância amostral "Winsorizada" para o i-ésimo grupo é definida como 

sw/ =-=1'--(~n-,---
1
)~-- De acordo com Wilcox (1996), uma estimativa da variância da 

médi·a stral arad é dada - 2 (n, -l)sw,2 De d · ad amo ap a por sH'I = ( ) . posse esses estim ores 
h, h1 -1 

robustos, as médias aparadas do grupo (Xª'· 's) substituem as médias amostrais (X,. 's), os 

estimadores das variâncias "Winsorizadas" ( sw,2 's) substituem os estimadores das 

k k 

variâncias usuais (s,2 's) e Lh, substitui n = In,, ou seja, h1 substitui n1 , na estatística ,., , .. 
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do teste de Welch e em seus graus de liberdade. Dessa fonna, obtém-se a estatística robusta 

de teste: 

Definida a estatística do teste, o valor crítico é estimado através da construção de 

distribuições empíricas via Bootstrap, da forma descrita a seguir. 

Sejam C Y = X u - X a1., i = 1,2, ... , k e j = 1,2, ... , n,, os valores das variãveis 

originais centralizados pela média aparada. 

Para o i-ésimo grupo, detennina-se a amostra Bootstrap selecionando 

aleatoriamente, com reposição n, observações dentre as C IJ, j = 1,2, ... , n,, gerando as 

novas observações x;1, ••• ,x:,. 
Se F

0 
• é o valor de F

0 
calculado com base em X,~, ... , X:, , i = 1,2, ... , k , repete-se o 

procedimento B vezes, obtendo-se B valores F01 • , • • • , F aB • • 

O nível de significância estimado (p •) de uma estatística de teste Bootstrap é a 

proporção de vezes que esta estatística é maior do que a do teste baseado nos dados 

originais. Obtido p •, se p • !, a , rejeita-se H O : µ 01 = µ 02 = ... = µ.,, . 

Wilcox verificou que B=599 proporciona wn controle satisfatório no erro do tipo 1. 
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4. Aplicações 

Nesta seção apresentaremos uma aplicação do Teste de Brown e Forsythe com as 

modificaçõe propostas por Keselman e Wilcox (1999) a um conjunto de dados fornecido 

pelo Centro de Estatística Aplicada- CEA-USP. 

Os dados que utilizamos para realizar o teste foram retirados do conjunto de dados 

utilizado na elaboração do Relatório de Análise Estatística sobre o projeto: .. fipos 

Psicológicos Associados a Variáveis Estratégicas em Empreendedores de Pequena e Micro 

Empresa", Eliane Santos (2003). 

Segundo este trabalho, no Brasil, as micros e pequenas empresas, que representam 

98% do total, exercem um papel significante na economia brasileira. Estudos realizados 

mostram que essas empresas são responsáveis por 35 milhões de empregados e 20% do 

produto interno bruto total. Da mesma fonna que 1,5 milhões de empresas do estado de São 

Paulo estão iniciando as suas atividades, em contrapartida, _I milhão estão decretando 

falência. Uma das prováveis razões pela qual as empresas fracassam é a inexistência de um 

planejamento. 

O estudo realizado baseou-se em questionários aplicados a 115 empreendedores de 

micro (O a 9 empregados) e pequenas empresas (10 a 99 empregados). 

Várias variáveis foram obtidas através do questionário, porém trabalhamos apenas 

com a variável Variação Percentual do Faturarnento bruto (VALFAT): Variação Percentual 

do faturamento bruto no período de 2000 a 2002, considerando corno base o ano de 1999 e 

com a variável EMPRETEC: Participou alguma vez do curso de treinamento oferecido pelo 

SEBRAE (Serviço Brasileiro de Apoio às micros e pequenas Empresas): Sim ou Não. 

Nosso objetivo é comparar a média da variável Variação percentual do faturarnento 

bruto das empresas que fazem o curso de treinamento EMPRETEC (V ALFAT com 

EMPRETEC) com a média da variável Variação percentual do faturamento bruto das 

empresas que não realizam o curso de treinamento EMPRETEC (VALFAT sem 

EMPRETEC). 

Foram calculadas as medidas descritivas para as variáveis VALFAT com 

EMPRETEC e V ALFAT sem EMPRETEC, presentes na Tabela 4.1. 
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Tabela 4.1 - Medidas Descritivas para a Variação Percentual de 
Faturamento Bruto com EMPRETEC e Variação de 
Faturamento Bruto sem EMPRETEC 

Média 
Desvio Padrio 
Mediana 
1° Quartil 
3º Quartil 
Mínimo 
Máximo 
Tamanho da amostra 

VALFAT VALFAT 
com EMPRETEC 

162,4 
100,4 
138,0 
109,0 
187,0 

o 
600 
59 

sem EMPRETEC 
125,l 
70,6 
127,0 
72,8 
160,0 

o 
328 
46 

Observamos que 50% dos menores valores de V ALFAT com EMPRETEC estão 

entre O e 138,0 e que o máximo dessa variável é um valor muito acima dos demais. Para a 

variável VALFAT sem EMPRETEC 50% dos menores valores estão entre O e 127,0. 

Analisando a Figura 4.1 , Boxplot das duas variáveis, podemos notar que ambas 

apresentam valores discrepantes e há evidências de assimetria nos dois grupos. 
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lf 

lf 
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VAU'AT com EMPRETEC VALFAT sem EMPRETEC 

Figura 4.1 Boxplot para a Variação Percentual de Faturamento Bruto com 

EMPRETEC e Variação de Faturamento Bruto sem EMPRETEC 
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Obsevando o histograma das variávis VALFAT com EMPRETEC e VALFAT sem 

EMPRETEC, Figuras 4.2 e 4.3, respectivamente, notamos que os dados não são 

nonnalmente dislribuidos. A partir da Tabela 4.1, observa-se uma grande diferença entre os 

desvios padrão nos dois grupos, sugerindo desigualdade das variâncias populacionais. 
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Figura 4.2 Histograma para a Variação Percentual de Faturamento Bruto com 

EMPRETEC 
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Figura 4.3 Histograma para a Variação Percentual de Faturamento Bruto sem 

EMPRETEC 

Através da forma modificada do teste de Brown e Forsythe descrita na Seção 3, 

desejamos testar a hipótese nula de igualdade de médias 

contra a hipótese alternativa 

onde 

µ, : Média da variação percentual do faturamento bruto das empresas que fazem o curso de 

treinamento EMPRETEC e 

µ 2 : Média da variação percentual do faturamento bruto das empresas que não fazem o 

curso de treinamento EMPRETEC. 
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Dispomos de duas amostras independentes (n1 = 59, n2 = 46, s/ = 10.080,16 e 

s 2 
2 = 4.984,36) com evidências de populações não normais e variâncias desiguais. 

De acordo com o teste proposto, a hipótese de igualdade de médias, ll0 : µ1 = µ 2 • é 

substituída pela de igualdade de médias aparadas, H 0 : µ.1 = µ.2 • 

Nosso objetivo é aplicar o teste de Brown e Forsythe modificado para testar as 

hipóteses descritas. Para isso, foi elaborado um programa no software R que se encontra no 

Apêndice A. 

O teste foi realizado para aparos de 30%, 20%, 10%, 5%, 1 % e 0%. O aparo de 30% 

corresponde à situação cm que retira-se 30% das observações de cada cauda da 

distribuição. Por outro lado, o aparo de 0% significa a não retirada de observações. 

A estatística do teste, F
0 

, foi calculada e o valor crítico foi estimado através da 

construção de distribuições empíricas via Bootstrap, conforme descrito na Seção 3. O 

procedimento de reamostragem via Bootstrap foi repetido B ve7.es e a estatística F. foi 

calculada para cada uma das B reamostras. 

Foi calculado o nível de significância estimado ( p •) de uma estatística de teste 

Bootstrap, ou seja, a proporção de vezes que a estatística calculada nas reamostras 

Bootstrap era maior do que a estatística do teste baseado nos dados originais, F • . 

Para aparos de 30%, 20% e 10% usamos B=I00, 250, 599 e 1000. Para os demais 

aparos utilizamos 8=599, pois não foram observadas alterações relacionadas à quantidade 

de reamostras nos aparos de 30%, 20% e 10% e Wilcox verificou que 8=599 

proporcionava um controle satisfatório no erro do tipo l. O valor de pª foi obtido e a 

decisão tomada (se p • s; a , rejeitamos a hipótese nula de igualdade de médias aparadas). 

A Tabela 4.2 exibe os resultados obtidos e a correspondente decisão a um nível de 

significância de 5%. 
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Tabela 4.2 - Resultados obtidos na realização do teste de Brown e Forsythe modificado. 

Estatistica F. p-valor Decisão a a = 0,05 

Aearos de 30% 
B=l00 46,0994 0,200 Não rejeita H 0 

8=250 46,0994 0,156 Não rejeita H 0 

8=599 46,0994 0,145 Não rejeita H 0 

B=lOOO 46,0994 0,165 Não rejeita H0 

Aparos de 20% 
B=lOO 76,7002 0,100 Não rejeita ll0 

8=250 76,7002 0,128 Não rejeita H0 

8=599 76,7002 0,132 Não rejeita H 0 

B=1000 76,7002 0,130 Não rejeita H 0 

Aearos de 10% 
8=100 137,4755 0,o70 Não rejeita H 0 

8=250 137,4755 0,076 Não rejeita H 0 

B=599 137,4755 0,075 Não rejeita H 0 

B=l0OO 137,4755 0,071 Não rejeita H 0 

Aparos de 5% 
8=599 201,4128 0,038 Rejeita H 0 

Aearosdc 1% 
8=599 264,4095 0,023 Rejeita H 0 

Aearosde 0% 
8=599 264,4095 0,025 Rejeita H0 

Observa-se que quanto maior a porcentagem de aparo, maior é o p-valor, nos 

levando à aceitação da hipótese nula. Para aparos de 5% e 1 %, rejeitamos a hipótese nula 

de igualdade de médias aparadas. Da mesma fonna, rejeitamos H0 quando não há aparos, 

ou seja, a porcentagem de aparos, y, é 0%. 

Esse comportamento faz sentido pois as medianas dos dois grupos são próximas, 

mas as médias são muito distintas, devido provavelmente à presença dos valores 

discrepantes observados no Boxplot da Figura 4.1. Uma alta porcentagem de aparos teria o 

efeito de excluir tais pontos discrepantes, tornando a média aparada próxima da mediana e 

levando portanto à aceitação da hipótese nula. 
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Com o objetivo de comparação, foram realizados os testes com as estatísticas p·, 

W (Welch) e t. 

Teste utilizando a estatística F' 

O valor da estatística F. depende das seguintes quantidades: 

• Tamanho da primeira amostra: n, = 59; 

• Tamanho da segunda amostra: n2 = 46; 

• Variâncíaamostralemcadagrupo: s/ =10.080,16 e S/ =4.984,36; 

• Média amostral em cada grupo: X1. = 162,40 e x2_ = 125,10; 

• Média geral : X_ = 146,03 e n = n1 + n2 = 105 . 

Posteriormente obtivemos F. = 4,98 e os graus de liberdade, conforme Seção 3. Os 

valores críticos de p· são obtidos da tabela da distribuição F de Snedecor com 

(k -1 = 2-1 = I) e (f = 102) graus de liberdade no numerador e denominador 

respectivamente. A região crítica obtida ao nível de significância de 0,05 é 

RC = {F' > 3,92}. Como F ' = 4,98 pertence à região crítica, rejeitamos a hipótese nula de 

igualdade de médias a um nível de significância de 5%. 

Teste utilizando a estatística de Welcb, W 

A estatística W, apresentada na Seção 3, foi calculada. O valor da estatística de 

Welch obtido, W = 4,98, coincidiu com o apresentado para estatística F' . Tal fato pode ter 

ocorrido devido ao uso de amostras de tamanhos grandes. Como, sob H O , W tem 

distribuição F de Snedecor com I e 102 graus de liberdade, a região crítica do teste é a 

mesma apresentada para o teste de estatística F ' e decidimos pela rejeição da hipótese nula 

de igualdade de médias. 
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Teste t para duas amostras 

Realizamos o teste t usual para igualdade de médias para amostras independentes, 

distribuições normais, com variâncias desconhecidas e desiguais. Obtivemos a estatística 

t = 2,23 . Sob H O, t tem distribuição t de Student com 102 graus de liberdade. Assim, a 

região crítica do teste é dada por RC = {t I t < -1,98 ou t > l,98 } . Como t = 2,23 pertence 

à região crítica, rejeitamos a hipótese nula a um nível de significância de 5%. 

Pudemos verificar que quando realizados os testes de estatísticas F' , W e t , a 

hipótese de igualdade de médias foi rejeitada a um nível de signifiância de 5%, ou seja, 

conclui-se que a média populacional da variável variação percentual do faturarnento bruto 

para empresas que fazem o curso de treinamento EMPRETEC difere da correspondente 

média das empresas que não fazem o curso de treinamento EMPRETEC. 

Em contrapartida, o teste de Brown e Forsythe modificado, que utiliza uma 

estatística robusta, rejeita a hipótese nula de igualdade de médias a um nível de 

significância de 5% somente para aparos iguais ou inferiores a 5%. Já para aparos de 10%, 

20% e 30%, a decisão é pela não rejeição da hipótese nula. 

Apêndice 

Programa no R e conjunto de dados 

O teste de Brown e Forsythe modificado foi programado utilizando o software R, 

versão 2.2.1 (Gentleman e Ihaka, 1997). 

Os dados utilizados (RAE-CEA-03P27) encontram-se na Tabela A. 1. 
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Tabela A.1- Conjunto de dados. 

VALFATcom 259 41 398 95 120 127 53 172 192 110 

EMPRETEC 151 176 o 437 165 127 144 600 136 130 

82 84 163 111 110 187 102 139 147 120 

100 216 362 191 125 127 104 120 109 273 

157 125 141 198 77 138 170 145 62 315 

152 206 97 85 129 300 140 245 92 

VALFATsem 180 138 o 166 110 276 40 133 42 60 

EMPRETEC 133 o 110 89 108 201 154 133 96 151 

158 68 73 72 133 100 38 257 24 129 

70 85 184 203 27 125 100 137 148 225 

100 180 110 328 230 130 

O programa lê o conjunto de dados, calcula a estatistica robusta F0 e estima o valor 

crítico de F0 através de distribuições empíricas via Bootstrap. 

Inicialmente os dados são lidos e é indicada a proporção de observações aparadas 

em cada cauda da distribuição. Em seguida é criada uma função para calcular a estatística 

robusta F., . 

Também são definidas e calculadas várias medidas necessárias ao cálculo dessa 

estatística, confonne segue: 

1- Determina-se o tamanho das amostras; 

2- As observações são ordenadas, em cada grupo; 

3- São definidas e calculadas as médias amostrais e médias aparadas para cada grupo, 

(no programa a porcentagem de aparos é denotada por g); 

4- Calcula-se o número de observações descartadas; 

5- É calculado o novo tamanho amostral (após os aparos); 

6- São definidas e calculadas as médias "winsoriz.adas" dos grupos; 

7- São definidas e calculadas as variâncias "winsorizadas" dos grupos; 
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8- São definidos e calculados os pesos utilizados no cálculo da estatística F0 ; 

9- Calcula-se o numerador de F0 , o denominador e em seguida a estatística robusta 

I O- São construídas as distribuições empíricas via Bootstrap ; 

1 1- A estatística F0 é calculada para as novas B observações ; 

12- Detennina-se o nível de significância estimado da estatística de teste Bootstrap, que 

é a proporção de vezes que esta estatística é maior do que a do teste baseado nos 

dados originais. 

13- O programa retoma o valor da estatística F0 (prinl (I)) e o nível de significância 

estimado (print (p)). 

O programa encontra-se a seguir: 

k<-2 ### Número de populações 
xi <-<:(259,41,398,95,120,127,53,172,192,110,151,176,0,437, 165, 127,144,600,136,130,82, 
84,163,111,110,187,102,139,147,120,100,216,362,191,125, 127,104,120,109,273,157,125,1 
41,198,77,138, 170,145,62,315,152,206,97,85,129,300, 140,245,92) ##Amostrada primeira 
população 
x2<-
c(180, 138,0,166, 110,276,40, 133,42,60,133,0, 110,89, 108,201,154,133,96,151,158,68,73,72, 
133, 100,38,257,24, 129,70,85, 184,203,27,125,100,137,148,225,I00, 180,I 10,328,230,130) 
## Amostra da segunda população 
g<-0.J 

#ll####lflf##lllll/:l#l#lllt/:l#/l#/l/1##/l/l###lfllll##Mlll#f####/lll###f/#:t 
### Criando uma função para calcular Fa 
##i###lllll#M.\'#1/###############!lll#!l####f/!l#l.'######ll!l!lllll/f 
Fr<-function(xl,x.2,g){ 
nl<-length(xl) 
n2<-length(x2) 
## Ordenando os dados 
x I o<-sort(x 1) ## Ordenando os valores da primeira amostra 
x2o<-sort(x2) ## Ordenando os valores da segunda amostra 
## Média aparada 
ml<-mean(xl) 
m 1 a<-mean(x 1,trim=g) 
m2<-mean(x2) 
m2a<-mean(x2,trim=g) 
medias<-data.frame(m l ,m l a,rn2,m2a) 
## Número "efetivo" de observações descartadas 
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j 1 <-floor(g•n 1) 
j2<-floor(g•n2) 
## Tamanho "efetivo" de observações utili2adas para calcular a média aparada 
bl<-nt-2•jI 
h2<-n2-2•j2 
## Obtenção de Y _ {ij} 
## Amostra 1 

yl<-xl 
for G in 1 :n 1 ){ 

if (xl [j]<=xlo[j 1 + I]) {yl [j]<-xlo[jl+l)} 
else (if (xi [j]>=xl o[nl-j 1]) {(yl [j)<-xlo[nl-j 1])}) 

} 

##Amostra2 
y2<-x2 

for G in 1 :n2){ 
if (x2[j]<=x2o[j2+1]) {y2[j]<-x2o[j2+ 1 ]} 

else (if (x2[j]>--x2o[n2-j2]) { (y2[j]<-x2o[n2-j2])}) 
} 

## Médias Winsorizadas 
mw 1 <-mean(y 1) 
mw2<-mean(y2) 
mw<-c(mwl,mw2) 
swl<-var(yl) 
sw2<-var(y2) 
w<-dataframe(mwl,swl,mw2,sw2) 

## Estatística "Robusta" Fa 
## Pesos 
swl til<-((nl-Wswl)/(bl •(bi-1)) 
sw2til<-((n2-l )•sw2)t(h2•(h2- l )) 
wl <-h 1/swl til 
w2<-h2/sw2til 
w<-c(wl ,w2) 
ma<-c(mla,m2a) 
ma.. <-weighted.mean(ma, w) 
ua<-sum(w) 

## Numerador da estatística 
dif<-(c(ma-rep(l,k}♦ma..))"2 ## desvios ao quadrado 
s<-t(w)%•%dif 
num<-s/(k-1) 
h<-c(h l ,h2) 
## Denominador da estatística 

quo<-(l-w/ua)"2/h 
den<-1 +(2•(k-2)/(k"2-l ))•sum(quo) 
F.r<-num/den 
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} 

retum(F.r) 
### Graus de liberdade 
fa= (k"2-l)/(3•sum(quo)) 

T=Fr(xl,x2,g) 

### Distribuições empíricas obtidas por Bootstrap 
nl<-length(xl) 
n2<-length(x2) 
g<-0.l 
m I a<-mean(x l ,trim=g) 
m2a<-mean(x2,trim=g) 
cl=xl-rep(l,n 1 )•rota 
c2=x2-rep( l ,n2)•m2a 

B<-599 
Q<-rep(0,B) # Vetor que irá alocar os valores de Fa para as reamostragens 
for (j in l :B) 
{ 

} 

Clr<-sample(cl,nl,replace=TRUE) 
C2r<-sample(c2,n2,replace=TRUE) 
Q[j]<-as.numeric(Fr( C 1 r,C2r,g)) 

a<-length(Q[Q>as.nurneric(Fr(x 1 ,x2,g))]) 
p<-a/B 
print(p) 
print(T) 
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