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A interpolagdo € um procedimento matematico que permite determinar um valor de
interesse em um ponto ndo amostrado, a partir de informagdes de pontos de amostragem.
Trata-se, portanto, de um procedimento comumente empregado em geologia na representagdo
grafica quantitativa, bem como para o calculo de perfis, areas e volumes. E preciso ressaltar
que a informagdo geologica € essencialmente discreta, localizada em pontos de investigagdo em
superficie ou subsuperficie.

Existem mais de tres dezenas de métodos de interpolagido, de acordo com revisdo feita
por Franke (1982). Entre esses, o método das equagdes multiquadricas, foi considerado por
aquele autor, como o mais impressionante em termos de capacidade de ajuste e suavidade
visual da superficie resultante.

As equagdes multiquadricas, propostas por Hardy (1971), apresentam a forma:

™M=

F=

.ct[(X, -X)? +(Y,-Y)* + C]” (1)

]

onde: c; € o coeficiente da i-ésima amostra;

C é uma constante de suavizagao;
(Xj,Y;) sdo as coordenadas do i-ésimo ponto;

(X,Y) sao as coordenadas do ponto a ser interpolado.

Os coeficientes (cj, i=1,n) sdo obtidos pela resolugio de um sistema de equagdes
lineares da forma:
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F=J};,cj[(XJ—X,)2+(Y,-Yl)2 +C|'"* parai=ln ),
ou em forma matricial, fazendo:

dij = (XX + (Yj-YD +©O)",

dyp di2 - dp|al A

Dl |F ®
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AS EQUAGCOES MULTIQUADRICAS NORMALIZADAS PARA INTERPOLAGAO DE DADOS GEOLOGICOS

O método das equagdes multiquadricas foi originalmente proposto como um
interpolador global e, portanto, dependente de todos os pontos de dados, o que inviabilizaria a
sua aplicagdo em geologia, devido a quantidade de dados, em geral da ordem de centenas a
milhares de pontos. Assim, o estudo da aproximagio local das equagdes multhuadn.c'as,
realizado por Yamamoto (1990), concluiu pela viabilidade dessa aproximagdo quando se utiliza
entre 12 e 24 pontos de dados, como um bom compromisso entre a precisio e o tempo de
computagdo requerido.

Landim & Yamamoto (1988) apresentaram os resultados da comparagdo entre as
equacgoes multiquadricas e a krigagem ordinaria para interpolagdo de superficies topograficas,
a partir de pontos de amostragem irregularmente distribuidos no terreno. Os resultados
obtidos mostraram que ambos os métodos proporcionam interpolagdes exatas e confiaveis,
porém com a vantagem das equagdes multiquadricas ndo necessitarem do mesmo rigor
estatistico da krigagem no calculo e modelagem de variogramas experimentais. A semelhanca
entre os sistemas de krigagem e equagdes multiquadricas, observada neste trabalho, deu
origem ao novo método de interpolagdo, como foi denominado por Yamamoto (1988). Este
novo meétodo de interpolagdo resultou de uma série de modificagdes introduzidas no sistema de
equagdes multiquadricas, que o tornou semelhante ao sistema da krigagem ordinaria. Agora o
valor de interesse em um ponto ndo amostrado é calculado exatamente como na krigagem
ordinaria, ou seja:

F=LW.F @

Os ponderadores do novo método sio calculados a partir da resolugdo do sistema de
equagdes do novo método;

— -r - — -

dn .dl2 dln 1 PVI 1p
dZI dzz d2n 1 W; de
dni d»z dm‘ 1 PV" np
il L ean S TRERON | |B4 I 1|

O objetivo deste trabalho é demonstrar a superioridade do novo método em relagdo as
equagdes multiquadricas originais e, em seguida, apresentar uma interpretagio adequada as
transformagdes introduzidas empiricamente (Yamamoto 1988). Para esse fim considere-se o
conjunto de pontos de dados da Tabela 1, conforme o mapa de localizagio d; Figura 1, para
interpolagdo de ponto de coordenadas (30,30). Observando-se o mapa da Figura 1 veriﬂ,ca-se
que este ponto esta dentro do tridngulo formado pelos pontos 1-2-3, Assim, a i;lterpoiaq:ﬁo
deste ponto dentro do dominio deste tridngulo, por meio de um Plano passando pelos seus trés
vértices, pode ser feita pela equagdo do plano ajustada pelo método dos minimos quadrados:

Z=720:+1.25X +0.;5Y
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Tabela 1: Coordenadas dos pontos de dag

em relagdo as equagées multiqugjjgggz comparacdo da eficiéncia do novo métod
ponto X Y 7 oG T = -
1 20 30 760 16 10 20
750
2 = o 2 17 TONRERON s R0
: 5 20 280 18 (SRR T 7
: ig : g ;Z :123 :8 W
20 735
6 40 50 788 21 15 15 745
7 20 20 750 22 50 10 788
8 20 40 770 23 50 15 792
9 10 30 740 24 45 10 780
10 20 10 748 25 50 45 795
11 30 10 753 26 50 50 790
12 40 10 773 27 45 50 789
13 50 20 795
14 50 30 800
15 50 40 799

Portanto, a cota interpolada no ponto (30,30) é:
Z =720 + 1,25%30 +0,5*30 = 772,50.

: i a utilizada como
A partir deste momento, a cota mterpol(:;dad igual a ]7;/52(,)50 serd utilizad
S iénci étodo de interpolagao.
referéncia para o estudo da eficiéncia do novo-m Iti 'drirc]:Jas foi desenvolvido como um
Como o método original das equagdes muitiqua le realizado por Yamamoto
interpolador global, sabia-se de estudos anteriores, como flqude edfe R T,
(1990), que este método era fortemente dependente dilquaniitges erz interpolagdo do ponto
foi realizado o estudo com o ajuste das equagoes multiquadr c:s gaa 27 pontos de dados em
(30,30) utilizando subconjuntos de p0ntgs (;ie dado:;vz?;::;ioe Sl e
> i nes »
i Os resultados 0DUCOS :untamente COM OS €ITOS
mCliE me?c;(:iia: 20;;3 para 0 novo método, encontrae o ;l;;at\)/:,l;azc,ijc:lg:s cotas interpoladas
lrz?at;gg: (%) calculados para a cota referéncia (772,50m).
0

Observando-se 0s resu = uagdes mu :
superioridade do novo método em relagao as €q ; ota referéncia de 772,50 m esperada,

i jo atinge a C - tingir a cota
. tos ainda nao a .2 ientes para atingir
S e ?)‘\i/op;r:étodo somente trés pontos ja foram sufic p
enquanto, que para o It

esperada.

3 ' lui-se pela
aficos da Figura 2, conc
iydondplabes o Itiquadricas, pois para este caso a
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Tabela 2: Erros relativos (%) para cotas interpoladas pelas equag¢des multiquadricas.

equagdes multiquadricas novo método
n° pontos cota (m) erro relativo cota (m) erro relativo

(%) (%)
3 645,63 16,42 TI2. 70 0,03
6 698,13 9,63 772,28 -0,03
9 729,96 5.:51 774,28 0,23
12 749,59 2,97 773,79 0,17
15 759,07 1,74 773,39 0,12
18 761,43 1.43 773,25 0,10
21 763,59 181'S 773,26 0,10
24 764,87 0,99 773525 0,10
27 766,18 0,82 77337, 0,11

A interpretagdo atual do sistema do novo método pode ser feita a partir de um artigo
de Hardy (1977), onde ele demonstra que os sistemas de equagdes de covariancia - semelhante
ao da krigagem ordinaria - (6) e o das equagdes multiquadricas (7), em notagdao matricial, sdo
similares, como se reproduz a seguir:

TG st Grong] [a b
MR CRI:C z

Za=lC;; ~C;; Gl Tl (6)
_C"| an CMH _Z"_

[ Dy Einiereind S il 8

O On - O - Z,

zp:[Q.vl QP2 Qpn]‘ (7)

(D B e N A
onde: Qjj = [(Xi-X})" + (¥;-Yp) +C]~

A equagdo (6) permite fazer uma interpretagdo adequada das transformagdes feitas no
sistema de equagdes multiquadricas (Yamamoto, 1988), as quais, hoje, considera-se tenham
sido empiricas. Assim, a transformagdo basica foi calcular o produto do vetor linha com a
matriz das quadricas, porém com uma condigdo adicional que a soma dos coeficientes assim
obtidos fosse igual a um. Para ilustrar a interpretagdo, utilizou-se do subconjunto de pontos de
dados (1-2-3) da Tabela 1. Portanto, a interpolagdo da cota Z, no ponto de coordenadas

(30,30), de acordo com a equagdo (6), ¢ feita como:
3,162 22,583 22,583| |760
Z, = [10,488 14,491 14,49 1]"‘ 22,583 3,162 20,248 *(790 (8)
22,583 20,248 3,162 780
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Multiplicando-se o vetor linha pela matriz inversa das quadricas, obtém-se o seguinte
vetor linha:

[0.432 0202 0202] ®,

que multiplicado pelo vetor coluna das cotas, resulta na cota interpolada no ponto (30,30):

760
Z,=[0432 0202 0,202]*|790 (=64546 (10)
780

Agora de acordo com a formulag@o original de Hardy (1971), multiplicando-se a matriz
inversa das quadricas pelo vetor coluna das cotas, obtem-se o vetor coluna:

18,672
15227 (11),
15,227

que multiplicado pelo vetor linha das quadricas no ponto (30,30), resulta também na cota
interpolada:

18,672
Z,=[10,488 14,491 14,491]* (15227 |=64563 (12)
15,227

As pequenas diferengas entre os resultados obtidos (10 e 12), devem-se a erros de
arredondamento. A matriz linha (9) sdo os coeficientes equivalentes do sistema da krigagem
ordinaria. Entretanto, a soma desses coeficientes ndo resulta em um, portanto, o resultado
obtido em (10) deve ser dividido pela soma dos coeficientes, segundo o calculo da média
ponderada. Assim, dividindo-se a cota obtida pela soma dos coeficientes, tem-se:

Z, = 645,46/0,836 = 772,08 (13),

ou seja, um resultado muito préximo ao valor da cota referéncia e, portanto, muito superior,
em qualidade, ao resultado obtido pelas equag¢des multiquadricas (12). Assim, no novo
método, introduzindo-se empiricamente a condigdo para que a soma dos coeficientes fosse
igual a um, estava-se na realidade normalizando os coeficientes como em (13). Como
consequéncia, o novo método pode trabalhar com um numero menor de pontos, para produzir
uma interpolagdo de qualidade, em relagdo as equagdes multiquadricas, conforme pode-se
observar nas Figuras 2A e 2B. Mas, por que a interpolagdo pelas equagdes multiquadricas
tende a melhorar com o nimero de pontos? A resposta para esta questdo deve estar justamente
na soma dos coeficientes das equagdes multiquadricas, obtidos pelo produto do vetor linha
pela matriz inversa das quadricas (equagdo 8). Assim, a fim de verificar esta resposta utilizou-
se do conjunto de pontos de dados da Tabela 1, do qual foram extraidos 9 subconjuntos, de 3
a 27 pontos, em incrementos de 3, para interpolagdo do ponto de coordenadas (30,30). Para
cada subconjunto foram calculados os coeficientes e a sua soma, cujos resultados encontram-
se listados na Tabela 3.

A variagio da soma dos coeficientes com o nimero de pontos foi representada
graficamente como se apresenta na Figura 3.

Como se pode verificar na Tabela 3, a soma dos coeficientes tende a um com o
aumento do nimero de pontos, acompanhada da diminui¢gdo do erro relativo. Portanto, a
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simples corregdo dos coeficientes, por meio da sua normalizagdo, ja é suficiente para melhorar
a qualidade da interpolagdo com um minimo de pontos. Assim, 0 novo método consiste
simplesmente na utilizagdo dos coeficientes normalizados !

Se o novo método utiliza os coeficientes normalizados das equagdes multiquadricas, o
ideal seria manter a denominagao original de "equagdes multiquadricas" acrescida da expressdo
"normalizadas”. As "equagdes multiquadricas normalizadas" mantém as mesmas propriedades
originais, porém com a vantagem de ser tanto um interpolador local como global.

Tabela 3: Resultados da interpolagdo pelas equagdes multiquadricas para
interpolagdo do ponto (30,30), o erro relativo e a soma dos coeficientes.

nQ pontos cota (m) erro relativo (%) soma coeficientes
3 645,63 16,42 0,836
6 698,13 9,63 0,905
9 729,96 5,51 0,942
12 749,59 2197 0,968
15 759,07 1,74 0,981
18 761,43 1.43 0,985
21 763,59 1,15 0,987
24 764,87 0,99 0,989
27 766,18 0,82 0,991
- +17 +¢ +5 +6 +27+Zl
18 25
+|8 +0 +2 +l5
364
+9 +! +Il
24
+2° +7 +.‘ +!5
+7| +2.§
124 A% 10 T - 2 2e 22
; 12 24 38 ) 60

Figura 1: Mapa de localizagdo dos pontos de dados para estudo da eficiéncia do
novo método em relagdo as equagdes multiquadricas.
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200 + 800 -+ ota referdncia (772,50m
colta referéncia ( 772.50m it il
Y
75 + 750 4
E €
= 700 + = 700 4
° -]
5] (%]
850 + 650 4
600 + + + + + 4 + + + 800 + + + ——t +
3 L] 12 15 18 21 24 27 ® 12 15 18 21 4 27
no. de pontos no. de portos
20 0,28 ¢
18
_ 18 02 ¢
* 14 =
. *x
2 12 = 0,16 ¢+
& >
10 ¥ o014
2 i &
o £ o008 ¢
4 ud
2 0+
0+ —i
0,08
3 12 16 18 1 14 7
no. de pontos

Figura 2: varia¢gdo das cotas em relagdo a cota referéncia para o método das
equagdes multiquadricas (A) e para o novo método (B); distribuigdo dos
erros relativos das cotas interpoladas pelas equagdes multiquadricas (C) e
pelo novo método (D).

Soma dos coeficientss

095 4+
09 +
083 +
08 + + + + +—it + =
3 [ ] 9 12 15 18 21
no. de pontos

Figura 3: Variagdo da soma dos coeficientes das equagbes multiquadricas para
interpolagdo do ponto (30,30) a partir dos subconjuntos de pontos
extraidos da Tabela 1.
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