As coisas que ensinamos

UMA EQUACAO INTERESSANTE
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H4 algum tempo, o professor Sidney Luiz Cavallanti mostrou-

me a equagao
vV2z - 14+ ¥z -1=1. (1)

e fez a seguinte observagio: apesar de, no decorrer da resolugao,
elevarmos as equagdes somente a poténcias impares (duas elevagoes
ao cubo), ainda assim, surpreendentemente, aparece uma raiz falsa.
Por qué?

Antes de mostrar como o professor Sidney resolveu a equagao, -
vejamos o porqué da sua surpresa.

Sabemos que
z=y = 2" =y", Vo, ye R, VnelN,

" mas a reciproca desta aﬁrma.gao s6 é verdadeira se n for impar.
Isto é,

"=y" = z=y,Vz,y€ R, se n for impar.

E facil ver que a propriedade z™ = y* = 2 =y ndo vale se
n for par - basta observar que 52 = (=5)% e 5# —5.

Estes fatos aparecem nitidamente quando, no final do 1°? grau,
resolvemos com nossos alunos as equagoes irracionais. Vejamos um

exemplo: Resolver
vV2z-3=12-3. (2)
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Viz—-3=2z-3 =5 (VIz-3) ' =(2-3) < 22-3=
=22 6249 < 22-82+12=0 <= z=6 ou z=2a

As passagens 2, 3 e 4 sio equivaléncias, mas a reciproca da im-
plicagdo 1 nao é verdadeira. E por isso que, apos resolvermos a
equacdo, “testamos” as raizes encontradas, para ver se elas, de fato,
satisfazem a equagdo inicial. No exemplo, 6 ¢é raiz de (2), mas 2
nao é.

Portanto, estamos acostumados com o aparecimento de “falsas
raizes” na resolugdo de equagbes irracionais.

Mas, no exemplo que o professor Sidney apresentou, o fato de
aparecer uma “raiz falsa” era estranho, pois a resolugdo da equagio
exigia apenas que seus membros fossem elevados ao cubo e sabemos
que, em IR,

=y = z=y.

Vejamos como o professor Sidney resolveu a equagao:

V2z -1+ Yz -1=1. (1)

Elevando ao cubo, obtemos

20-1+3(V2s-1) - Va-1+4+3V2s-1-(Vz-1)"+

+z-1=1 (2)

3-2+3V2 -1V -1(VZa-1+ z-1) =1 (3)

o termo entre parénteses vale 1 (é a prdpria equagio (1)')

32-2+43y/ (2 -1}z —-1) = 1 (4)
3z+3y(2z-1)(z-1) = 3 (5)
V22 -3z+1=1-z (6)
222 — 3z 4+1=(1-2)3 (7)
222 —3z+1=1-3z+32% - 23 (8)
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3 -z22=0. (9)

E, portanto, =0 ou z =14

Verifica-se, por substitui¢io em (1), que 1 é solugio, mas 0
nao é.

Onde e por que apareceu esta falsa raiz?

Sugiro que o leitor tente responder a esta pergunta antes de
prosseguir. :

Observe que z = 0 néo é solugio das equagdes (1), (2) e (3),
mas é solugdo das equagdes a partir de (4). Na verdade, (1), (2) e
(3) sdo equivalentes entre si (possuem o mesmo conjunto solugio),
e as equagdes de (4) a (9) também sdo equivalentes entre si, mas
(3) e (4) ndo sao equivalentes. Foi nesta passagem que fizemos algo
[133 E94 bl

ilicito”.
- O que fizemos para passar de (3) a (4)? Ora, usamos novamente

a equagao (1) substituindo 2z -1 4+ /2 -1 por 1, e este
procedimento ndo gera uma equagio equivalente a anterior. Tendo
duas equagdes equivalentes, (1) e (3), se substituirmos uma na outra,
obtemos uma nova equag¢io que é conseqiiéncia das anteriores, mas
nio é, necessariamente, equivalente a elas. Assim (3) = (4), mas
nao vale a reciproca.

Vejamos um exemplo onde este fato é mais evidente:

z =2 (o conjunto solugdo é {2}),

2 =1z ( equivalente a de cima).

Substituindo uma na outra, obtemos
z =1x, cujo conjunto solugio é IR!

Assim, o aparecimento de uma raiz falsa n3o estd ligado ao fato
de a equagdo ser irracional nem as poténcias que tomamos, e sim.
ao procedimento da-resolugdo.

Uma palavra sobre a abordagem deste tema em sala de aula: o
“truque” utilizado na passagem de (3) para (4) é itil, pois “limpou”
a equag3o, mas nao é uma equivaléncia — nio podemos perder de

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA.19 17



vista a equacgdo original. Situagdes como esta sio comuns, por exem-
plo, na trigonometria quando usamos, numa equagio, a identidade
sen’z + cos’z = 1. _

Vamos ilustrar o aparecimento de falsas raizes através de mais
dois exemplos:

z=1-1z (e, portanto, z =1/2).
Se elevarmos ambos os membros ao cubao, teremos:
z=1-z < °=(1-2z)° <= 2°=1-3z+3z>-2* =
(substituindo z por 1-—z)
B3 =1-31-2)+322 -2 <= 2:°-3:2-32+2=0 <
z=1/2; z=-1; z=2a

Outro exemplo:
z=1.

=1 < (2-17=0 < 2*-22+1=0 =

(substituindo z por 1)

22—2-1+1=0 e z'=1 & z=louz=-1.
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