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Abstract

In this work we present principles of' equivariant estimation and their applications in the
location-scale families and some linear models. We also consider the minimum variance un-
biased estimation under the linear models framework. We show some examples to illustrate
the use of those methods.

Resumo

Neste trabalho nés apresentamos o principio da estimagdo equivariante e algumas aplicagdes
na familia de localizagio-escala e em modelos lineares. Consideramos também ¢ ENVVUM

em modelos lineares. Vérios exemplos séo apresentados para ilustrar o uso destes métodos.
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1 Introducgao

Inicialmente, considere um modelo estatistico (X, A, P), em que X é o espago amostral
associado a um experimento, X (vetor aleatério), A é uma o-élgebra de subconjuntos de
X e P é uma familia de medidas de probabilidades, /P, no espago mensurével (X, .A)
(fixado). Em geral, assume-se que P = {IPy; 8 € Q} é indexada por um parametro (ou
vetor de parametros) 6 € €2, e que exista uma correspondéncia biunivoca entre {2 e P
(identiﬁcabilidade), com () denominado de espago paramétrico. O objetivo da inferéncia
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estatistica consiste em pesquisar sobre a distribuicio geradora, isto é, “descobrir” qual
distribuicdo Py, € P gera o8 dados em questio, ou equivalentemente estimar o valor de 4.

Considere h : @ — IR uma fun¢io mensurdvel, cujo valor em # tem-se interesse em
estimar e §(X) : X — R um estimador e d = §(x) representando uma estimativa de
h(8). Um critério bastante utilizado para a escolha de estimadores 6timos é tomar um
estimador §(X) que minimiza o risco R(8, §) := FE[L(8, 8)], V8 € Q, com L(6, .) denotando
ums fungio de perda apropriada. Dada a impossibilidade de se obter tal estimador (vide
Lehmann & Casella, 1998, p. 5), é comum restringir a classe de estimadores, e determinar,
dentro dests classe, um estimador que minimiza o risco uniformemente em 6. Desta forma,
por exemplo, pode-se obter o0 ENVVUM (classe dos estimadores nfo viciados), BLUE
(classe dos estimadores lineares), dentre outros.

Neste trabalho, teinos por objetivo apresentar a classe de estimadores equivariantes,
com énfase nos modelos de localizagio-escala e lineares, além de considerar a estimacio nio
viciada de varidncia uniformemente minima (NVVUM), nesta tltima classe de modelos. Na
Segdo 2, fornecemos alguns conceitos e definigdes que séo requeridas no desenvolvimento do
ertigo. Na Segéo 3, ¢ discutida a estimagiio equivariante no modelo de escals, enquanto que
na Secfo 4 o0 mesmo ¢ feito para o modelo de localizaggo-escala tanto de forma marginal
como conjunta. Na Segfo 5, apresentamos alguns resultados bésicos sobre a estimacio
equivariante e NVVUM para modelos lineares.

2 Estrutura Matemdtica do Principio da Equivariancia

Considere X : X — R uma varidve] aleatéria cuja respectiva distribui¢io pertence a
familia

P = {Py;6 € 0}, 1)
e C uma classe de fungdes bijetivas g : X — X.
Definicdo 2.1

i) Considere g € C e X um varidvel aletéria com distribuigio IPy € P. Se V8 € Q a
distribuicdo de X* := g(X), Pp € P, diz-se que o modelo (1) é invariante sob o
transformagio g.



i) Se i) vale V g € C, diz-se que o0 modelo (1) € invariante sobre a classe de trans-
formagbes C.

Considere C uma classe de transformagdes sob a qual o modelo (1) é invariante. Perceba
que C nio é necessariamente um grupo de transformagdes (fechada por composigéo e in-
versio). Definindo G(C) := {g; 9 = gi"'0...0g%}; ¢ € C,i=1,...,m}, em que os elementos
¢ € C néio sao necessariamente distintos, tem-se que o modelo (1) ¢ invariante sob G(C),
com G(C) sendo o grupo (gerado por C).

Considere g € G(C), entéo g(X) ~ Py € P. Pode-se mostrar que 6° := 7(6) : 2 — Q
é uma transformacgo bijetiva e que G := {g; g € G} é um grupo de transformagges. Para
demonstrar a primeira assertiva, considere Vg € G que X; ~ IPp, € P e g(X;) ~ Py € P
(1=12) tal que Pyy(4) = Pyy(4), VA € B(R) & Pa(s™(4)) = Pulg™'(4)), VA €
B(R) & 6; = 05, e o resultado segue. Para provar a segunda assertiva, mostre que
rog) =(g)o(g) e(g~) =7, Va1, 9,9 € G e use o fato de que G € um grupo.

Adicionalmente, segue-se diretamente da definigéo de F(6) que

Pylg(X) € A] = PolY € A 2)
E,{y(9(X))] Ep[¥(Y)), (3

para qualquer funcio v, IPg- integrével.

Considere o problema de estimar h(§) no modelo (1) que é assumido ser invariante sob
as transformagdes X* = g(X) e 6" = g(6), g € G. Iremos supor também que Vg € G, h(67)
dependa de # somente através de h(f), ou seja

h(67) = g"(h(8))- 4)

Desta forma pode-se relacionar a estimativa d de A(6) com a estimativa d* de h(6*) da
seguinte forma

& = g"(d), (5)

implicando que o problema de estimar h(f) em termos de (X,6,d) ou h(6*) em termos
de (X*,6%,d") representam a mesma situagao fisica apenas expressa em um novo sistema
de coordenadas. A forma da fungdo a ser estimada tem um papel fundamental nas consi-
deragdes que serdo discutidas adiante.



Exemplo 2.1 Duas amostras da familia de localizag3o.

Considere X = (X3,..., Xm)T ¢ Y = (Y}, ..., ¥,)7, dois vetores aleatérios com respectiva
densidade conjunta

f(X-ny"U)ﬁf(zl‘f:---,’—’im"f,yl—'la---:ynfﬂ)r Er"em (6)
Este modelo permanece invariante sob as transformacoes
9X,Y)=(X+4a,Y+b), g(£,n)=(+a,n+b), M

para quaisquer escalares a e b. Considere que o interesse é estimar h{¢,n) = A :=n - ¢.
Denotando as varidveis e os parimetros transformados por X* = X 44, Y* = Y + §,
7" =n+be " =&+ o, entdo, tem-se que as transformaces em (7) levam A em A* =
7* —§" = A+ (b— a). Portanto, dada uma estimativa de A, digamos d, obtida via modelo
(6), tem-se que a estimativa de A*, digamos d*, no modelo transformado pode ser expressa
como d* =d+ (b — a) = g*(d).

Suponha agora que o interesse ¢ estimar h(£,n) = A = £2 + 7°. Considerando as
transformagSes em (7), tem-se que A ¢ transformado em A* = (£ +a)? + (7 + b)? = A +
#(£, 1, a,b), ou seja, A* niio depende de (7, £) somente através de A. Neste caso o problema
de estimar A, via modelo original, e estimar A*, via modelo transformado, nio representam
a mesma situagio. o

Sob a veracidade de (4), tem-se que o problema de estimar h(6) em termos de (X,8,d)
ou h(6") em termos de (X*, 6", d*) siio equivalentes, ent&o é razodvel que a fungio de perds
seja tal que L(f,d) = L(8°,d"), ou seja, que a fungio de perda seja invariante sob a
transformagéo g [uma caractetizagio de funcdes de perda invariantes é dada em Staudte
(1971)]. Tal observagéo conduz & seguinte definigio:

Definigdo 2.2 Se o modelo estatistico (1) é invariante sob g, a fungdo de perda L satisfez
L(g(6), g°(d)) = L(8,d), ®)

e h(8) satisfaz (4), entdo o problema de estimar h(6) com funcdo de perda L € dito ser
tnvariante sobre g.

Em um problema invariante, se § & um estimador de A(f), entdo existem dois caminhos
naturais de se estimar A(6*) (o estimando no modelo transformado) apresentados a seguir.
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1. Principio da Equivariancia Funcional

Se 8(X) é o estimador de h(#), entdo o estimador de ¢(h(8)) é dado por ¢(8(X)).
Fazendo ¢ = g*, tem-se que g*(8(X)) é o estimador de g*(h(#)), quando §(X) for usado
para estimar h(8).

2. Princfpio da Invaridncia Formal

Invariéncia sob as transformagdes ¢,7 e g* no problema de estimag8o de h(6) significa
essencialmente dizer que o problema de estimar h(#) em termos de X, 6 e d e o de estimar
g*(f) em termos de X*,0" e d* é formalmente o mesmo e, por conseguinte, devem ser
tratados da mesma forma. Isto significa que §(X*) = §(g(X)) deve ser usado para estimar
g*(h()) = h(€").

E desejdvel que os dois principios nos levem ao mesmo estimador, ou seja, que

5(9(X)) = g°(6(X))- 9)

Definicio 2.3 Em um problema de estimagéo invariante, um estimador §(X) € dito ser

equivariante se ele satisfaz (9), Vg € G.

Os principios de equivariincia funcional e invariéncia formal tém sido discutidos por
alguns autores, utilizando diferentes denominagdes. Por exemplo, Casella & Berger, (2002,
p.297) denotam por Principio de Medida Equivariante ao invés de Principio da
Equivaridncia Funcional. Algumas outras denominagdes podem ser encontradas em
Lehmann & Casella (1998, p.223). Além disso, alguns autores destacam a diferenca entre
equivaridncia, em que as estimativas dos pardmetros se modificam em um determinado
sentido quando os dados sio transformados, e invaridncia, na qual as estimativas ficam
imutéveis sob transformacdes; para detalhes veja Schervish (1995, p.344), Borovkov(1998,
p.166), Lehmann & Casella (1998, p.150) e Casella & Berger (2002, p.296), por exemplo.

Exemplo 2.2 Familia de Localizagao.
Considere X = (X1,...,X,)T um vetor aleatério com densidade dada por
fx=8=f(z1-§....2.—§), (ER
O modelo acima é invariante sob as seguintes transformagtes
X*=X+ae &=g¢(¢)=E+a, VaeR,
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o problema de estimag&o de £ é invariante sobre as transformagdes acima se considerarmos
funcoes de perda da forma L(£ + a,d+ a) = L(§,d),Va € R, e isto ocorre se e somente se,
L(¢,d) = p(d — €) (Lehmann & Casella, 1998, p.149). Neste caso, um estimador §(X) ¢
equivariante (por localizagdo) se e somente se

0(g(X)) =6(X +a) =6(X)+a=g¢*"(0(X)), Vac R. (10)

Exemplo 2.3 (Continuagio do exemplo 2.1).

No exemplo 2.1, tinhamos h(§,7) = A = —§ e g°(d) = d + (b — a). Considerando
uma fung8o de perda invariante sobre as transformagdes (7), entéo tem-se um problema de
estimagdo (de A) invariante. Neste caso, um estimador §(X,Y) é equivariante se e somente
se

X +a,Y+b)=6X,Y)+(b—a). (11)

Se 81(X) e 5(Y) séo estimadores equivariantes por localizagio (da forma (10)) de £ e 7,
respectivamente, entdo §(X,Y) = §2(Y) — 8,(X) é um estimador equivariante de A.

A seguir sdo derivadas algumas propriedades dos estimadores equivariantes.

Teorema 2.1 Considere §(X) um estimador equivariante em um problema invariante sob
a transformacdo g, entdo a fungdo de risco satisfaz

R(5(9),6(o(X))) = R(6,4), Vo e Q. (12)

Dem:
Por defini¢do e lembrando (3), segue que

R(g(6),6) = Egs)|[L(g(6),6(X))] = Eo[L(3(6),6(g(X))]

E,[L(g(6), 9" (6(X)))] = E5[L((6), 8(X))] := R(6, ).



Definigdo 2.4 Um grupo de transformagées G de Q € dito ser transitivo se ¥6,,0, € ,
3g € G tal que g(6,) = 2.

O corolério seguinte é 1til para generalizar 0 Teorema 1.4 (Lehmann & Casella, 1998,
p.150) para o problema de estimaggo equivariante por localizacgo.

Corolério 2.1 Sob as suposicoes do Teorema 2.1 e considerando G transitiva sob o espago
paramétrico S, entdo tem-se que a fungdo de risco de qualquer estimador eguivariante é

constante.

Dem: Pelo Teorema 2.1, tem-se que R(3(61),0(9(X))) = R(61,6), V6, € Q. Sob a
suposigdo de transitividade de G, temos que V8y,8; € Q, 33, € G; g15(61) = 02, portanto

R(62,8) = R(3:5(01),8(912(X))) = R(61,9), V61,62 € Q. (13)

Quando o risco de qualquer estimador equivariante ¢ constante, e supondo que exista um
estimador equivariante com risco finito, o melhor estimador equivariante §*, no sentido de
minimizar o risco, denominado EERM (EERM-Estimador Equivariante de Risco Minimo),
& obtido minimizando tal constante. Uma forma de se obter §* é encontrar uma fungéo da
amostra X, digamos (T, W), em que T é uma estatistica suficiente e W ¢ uma estatistica
ancilar, ambas para 6. Desta forma, podemos obter §* minimizando em § a seguinte

esperanga condicional
Eo[L(8, (X)W = w] (14)
uma vez que

R(6,6) = Fo[L(8,6(X))} = EolEalL(8, 6(X))|W =]
= /H  E[L(8, 6(X))|W = w]dIP(w)

. min EolL(0, 5X)IW = uldP(w)
m}ﬂEo[L(&J(X))IW = ]
min Eo[L(6, 8(T, w))|W = u], (15)

em que k representa a dimensdo da estatistica ancilar W.



Exemplo 2.4 (Continuagdo do exemplo 2.1).

Neste exemplo, tem-se que 8 = (£,7) T e §(6) = (£+a,74b). Esse grupo G é claramente
transitivo sob @ = IR?, dado que Y(¢,n) e (€*,7*) € R?, 3a,b € Rtaisque & = ¢ +ae
n* =1+ b. Por conseguinte o EERM pode ser obtido através de (15), por exemplo. o

Algumas propriedades adicionais, tanto no contexto cléssico quanto no Bayesiano, dos
estimadores equivariantes, podem ser encontradas em Zacks (1971), Schervish (1995) e
Borovkov (1998), por exemplo.

3 Modelos de Escala

Nesta seg@o, vamos aplicar os principios desenvolvidos na segéo anterior para o modelo
de escala. Considere que X = (Xj,...,X,)T pertence & familia de escala, ou seja, que sua
densidade é da forma
1o lym ﬁ) +
f()._ f(_r,...,_r , e R (16)

em que f é conhecida e T é dito ser um parametro de escala. O modelo ( 16) é invariante
sob as transformagGes

X*=bX, r*=br, ¥b>0. (17)

Suponha que o interesse seja estimar h(7) = 77, r € IN. Perceba que (4) ¢é satisfeita
uma vez que (17) induz as transformacSes

h(r) o 01" =b"h(1) e d* = b"d,
a funcdo de perda é invariante sob estas transformagdes se
L(br,b"d) = L(7,d), ¥b > 0, (18)
e isto ocorre se e somente se
d
L(r,d)=¢ (T—) . (19)

Para mostrar que (18) implica (19) basta fazer b = -, j8 o reciproco nao ¢ dificil de
verificar.



Exemplo 3.1 Fungoes de perda invariantes por escala.

Exemplos de funcio de perda que satisfazem (19) sao

Lird) = @7 (i _ 1)2

T2r Fad
e (20)
—_ T
L{r,d) = ld=7" _|d _ 1\,
1-7' Tf'
porém, a perda quadrética néo é da forma (19). o

A seguinte defini¢do segue diretamente de (9).

Definigao 3.1 Um estimador é de h(7) = 77 € dito ser equivariante sob as transformagdes
(17), ou equivariante por escala se

3g(X)) = 8(bX) = b"6(X) = ¢*(6(X)), Vb>0. (21)
Exemplo 3.2 Estimadores equivariantes por escala

A maioria dos estimadores usuais de 7 (pardmetro de escala) sdo equivariantes por
escala, por exemplo, o desvio padrédo, o desvio médio, a amplitude e o estimador de MV.

o]

Como o grupo G de transformagdes 7* = br, b > 0, é transitivo sobre & = R** entio,

pelo Coroldrio 2.1, tem-se que o risco de qualquer estimador equivariante por escala é

constante. A seguir, caracterizamos os estimadores equivariantes por escala.

Teorema 3.1 Seja X um vetor aleatdrio com densidade (16) e seja §o(X) um estimador

equivariante por escala de 67. Entéo, se

X;
Zi=" (i=1,..,n), 22
=1 ¢ ) (22)
comZ =(Zy,...,Z,)7, entdo uma condi¢do necessdria e suficiente para que um estimador

3 satisfaga (21) € que erista ume fungdo w(z) tal que

_ %)
w(z)

5(x) (23)



LDem: Uma condigio necesséria e suficiente para que & satisfaga (21) é que seja escrito na

forma
_ do(x)
d(x) = ux)’ (24)
com u(x) sendo uma fungéo invariante por escala, ou seja,
u(bx) = u(x), vx € R" e ¥b> 0. (25)

Se do(x) e u sdo dados como acima, entdo tem-se que Vx € R" e Vb > 0:

5(bx) = 5"((:::)) =¥ ‘50((")) bré(x),
satisfazendo (21). Supondo que § é um estimador equivariante por escala, seja u(x) =
0o(x)/4(x), entdo a fun¢io u & invariante por escala. Por conseguinte, uma condicao
necesséria e suficiente para § seja um estimador equivariante é que ele seja escrito da forma
(24). Para terminar a demonstragéo, vamos mostrar agora que a funciio u & invariante por
escala se e somente se u for fungio de z.

Fazendo b = [za|™' em (25) tem-se que u(x) = u(z,...,2,) = w(z), ¥x € R"
implicando-nos que Vb > 0, u(bx) = w(bz) = u(bzy,...,b2,) = ulzy, ..., 2z,) = u(x), o
que prova o teorema. =

Perceba que as componentes de Z no Teorema. (3.1) 86 estao definidas se X, # 0, ou seja,
estdo bem definidas ¢.c.[P]. Além do mais, tem-se que w(Z) é uma estatfstica ancilar
para a familia (16) ou, equivalentemente, para 7, pois w(Z) é uma funcdo invariante por
escala.

Teorema 3.2 Seja X um vetor aleatdrio com densidade (16) e seja Z o vetor aleatdrio
cujo componentes sio dados em (22). Suponha que o funcio de perda € da forma (19) e
que eziste um estimador equivariante por escala, &y, de " com risco finito. Assuma que
VZ, erista uma fungdo w(Z) = w*(Z) que minimiza

B [¢ (60(X)/w(Z))|2]. (26)
Entéo, um EERM por escala §* de 77 eriste e € dado por

do(X)
wH(Z)’

&(X) = (27)
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Dem: Seja §p um estimador equivariante por escala de 7", entdo pelo Teorema 3.1 tem-se
que umsa caracterizagio dos estimadores equivariantes por escala é

6o(X)

5(X) = ol

Dada a invariancia do problema de estimagio de 77 e a transitividade de G, tem-se que o
risco de §(X) independe de 7. Por conseguinte

R(r",6)

E{L(r",8)] = B {6 (56(X)/ (w(Z)7"))] = Brmalp (56(X)/(2))
Eraa[ Brmald (o(X)0(Z) 121] = [ Bras[ (60(X)/(2)) |Z)dPPy (2)
. min Ermalg (60(X)/u(2)) {21 PP (2

it B [6 (80(X)/0(2)) 2] = Emab (56(X)/u"(2)) 12,

v

implicando que o EERM por escala de 7" ¢ dado por (27). =

Por hipétese, tem-se que §o(X) tem risco finito, ou seja,
R(r",80) = E.[$(6(X)/77)] = E1[¢(5(X))] < oo,
implicando que E,-;[¢ (§o(X)lw(Z))] < oo. Portanto, o procedimento anterior é v4lido.

Coroldrio 3.1 Sob as suposi¢ies do Teorema 3.2, e supondo que p(v) = ¢(e*) € conveza e
ndo mondtona, entdo eriste um EERM por escala para 77 e ele € tnico se p € estritamente
conveza.

Dem: Veja Lehmann & Casella (1998, p.169). L]

Corolédrio 3.2 Sob as suposi¢oes do Teorema 3.2, se considerarmos

(@)=t

entdo

8o(X) 1 [60(X)|Z)

X = Em®E

(29)

Dem: Basta mostrar que se X ¢ uma varidvel aleatéria positiva com FEg[X?] < o0, entdo
o valor de c que minimiza E[(X/c — 1)?] é ¢ = E[X?]/E[X]. ]
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Coroldrio 3.3 Sob as suposi¢ées do Teorema 3.2, se considerarmos

v P
entdo §*(X) € dado por (27), com w*(Z) sendo qualquer mediana-escalar da distribuicdo
condicional de 6o(X) dado Z com t = 1, isto é, w*(Z) satisfaz

E[X1(X > w'(Z))|Z) = E [X1(X < w*(2))|Z]. (31)

Dem: Basta mostrar que se X é uma varidvel positiva integrivel, entdo o conjunto de
valores de ¢ que minimizam FE|X — ¢|/|c| s80 os valores de ¢ que satisfazem

/ “2diP(z) = / * 2dP(z).

Exemplo 3.3 EERM por escala quando n = 1.

Suponha que n = 1 e que X > 0 g.c.. Perceba que X" satisfaz (21) e que neste caso
Z = 1. Portanto, tem-se que todos os estimadores equivariantes por escala de 7" sio da
forma X" /w, com w = w(1) sendo uma constante arbitrdria. Supondo que X* tem risco
finito, entdo, pelo Teorema 3.2 tem-se que o0 EERM por escala de 77 é dado por X" /u*,
em que w* é qualquer constante que minimiza

B [¢(XT/w)) = Ere [¢(X" [w)). (32)

Em particular, se a fungéo de perda é dada por (28), tem-se que o EERM por escala

de 7" é dado por
X"E\[X"]
EA[X] (33)

Quando utilizamos (30) o EERM por escala de 7" é dado por X" /w* com w" representando
qualquer mediana-escalar da distribuigdo de X" para 7 = 1. o
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Exemplo 3.4 Distribuigdo U(0, 7).

Considere que X3, ..., Xy, s0 varidveis aleatérias i.i.d. com distribuigdo U(0,7), 7> 0
e que o interesse é estimar 7. Um estimador equivariante por escala para 7 é X () = \"/ X;.
Além disso tem-se que X(,) é uma estatistica suficiente e completa para 7. _Da.diglque
Z = (X1/Xn, ... Xn-1/Xn, 1) € uma estatfstica ancilar, entdo, pelo Teorema de Basu, tem-
se que X(,) e Z s@o independentes. Considerando a fungio de perda (28), tem-se que o
EERM por escala para 7 é dado por
X(")El[X(,,)] _n+ 2

que néo coincide com 0 ENVVUM de 7, que é dado por [(n+1)/n])X(n), que também € um
estimador equivariante por escala para 7. )

Exemplo 3.5 Estimador equivariante para a varidncia de uma distribuicao nor-
mal com média conhecida.

Considere X1, ..., X5, = N(0,0?) e admita que o interesse é estimar 2. Um estimador
equivariante por escala para o2 é §p(X) = i X? que também & uma estatistica suficiente e
completa. Entdo, pelo Teorema de Basu, cicznlmlu.i—se que 8p(X) e Z sdo independentes, pois
Z é uma estatistica ancilar. Desta forma, considerando a funcéo de perda (28), temos que

um ERRM por escala de o2 é
80(X) 1 [80(X)]

) = TEEX) (%
1 n
- b o

pois IE;[6o(X)] = n e F1[63(X)] = n(n + 2). Neste caso, o ENVVUM de o2 é dado por
S X/n
=1

[}

Teorema 3.3 Sob as suposicies do Teorema 3.2 com fungdo de perda (28), o EERM por

escala para 7 é dado por

= f(ayfr, ... zafr)dr
f(;’o T—(n+3)f(zl/7‘, veay zn/T)dT‘

e, nesta forma, € chamado de estimador de Pitman de 7.

F(X) =

(36)
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Dem: Veja Schervish (1995, p. 352). u
Lehmann & Casella (1998, p.170) mostram a expressio do estimador de Pitman para

7.

Exemplo 3.6 Distribuigio Exp(\™!).
Considere que Xy, ..., X, sio varidveis aleatdrias i.i.d. tais que
£z 2) = Al U ge(2), VA > 0.

Neste caso, o estimador de Pitman de ) ¢ dado por

fm(l/,\n+2)e w1 XilA gy,
foo(l/An+3)e Zﬁ-lx'/'\dA

8 (X) =
Chameando a = ¥, X;/), tem-se
6t(x) = fO (a/ Zgal i)n+2e—a(2?=l Xl/az)da i -[0 a e'“da
() T8, Xo)rt3e—2(T, X:/o?)da = f°° aftle—ade

- T(n+1) L
o ZXI‘('n-i—2) n+1

=] i=1

que ndo coincide com 0 ENVVUM, que é dado por X, que também é um estimador equi-
variante por escala, porém, 0 EERM possui risco uniformemente menor do que 0o ENVVUM
para a fungéo de perda (28). o

Na préxima se¢do consideraremos o processo de estimagéo equivariante nos modelos de
localizagao-escala.

4 Modelos de Localizagao-Escala

Nesta secio estudaremos o processo de construcio dos estimadores equivariantes dos
parametros de localizacéo-escala considerando ambos os parémetros desconhecidos. Salien-
tamos que estaremos focados em apenas um dos pardmetros por vez.

Primeiramente, vamos introduzir a famflia de localizagio-escala. Consideramos que a
densidade do vetor aleatério X = (Xy,...,X,)7 é

1 zy— € Zp —§
—f(T'y"',__) 3 (37)

™ T
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em que o vetor de parametros @ = (£,7)7 é desconhecido. Este problema permanece

invariante sob as transformacgoes,

Xi=a+bX;, &=a+bf, r*=br,i=1...,n(b>0) (38)

Nas préximas duas segOes apresentaremos o procedimento para a obtengéo dos esti-
madores dos pardmetros de escala e de localizagio, respectivamente. Note que este grupo
de transformacoes é transitivo, o que, com a escolha de uma fungdo de perda adequada,

torna o risco constante com relagio ao pardmetro de interesse.

4.1 Parametro de interesse é o de escala

Na Sec@o 3, os estimadores equivariantes por escala foram caracterizados como a razéo
entre em estimador equivariante por escala (fungio de um vetor aleatério pertencente &
famflia de escala) e uma fungdo de um vetor de estatisticas ancilares para 7. O desenvolvi-
mento no presente caso é basicamente uma extensdo daquele primeiro. Sob o grupo de
transformacoes definido em (38), um estimador de 7" seré equivariante por escala se,

8(a + bX) = b"8(X). (39)

Sendo assim, temos que a classe dos estimadores equivariantes por escala pode ser

descrita como

60(Y)
w(Z) ’

§(X) =

em que J; um estimador equivariante por escala como em (39), Y = (V... Ya1)",
K=X4—Xﬂ, £=1,...,n—l, Z=(Zl,...,Z,,_1)T,

=

Yoo1
Zi = — s —
' Yn—ll |Yn—1‘

Além disso, a densidade de Y possui estrutura da familia de escala e Z € uma estatistica
ancilar para @ (Lehmann & Casella 1998, pg. ).
Segue-se entdo, do Teorema 3.2, que o0 EERM para 77 € dado por

i=1,...,0—2 Zna= (40)
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5(Y)

ox) = s @y
em que w*(z) é um nimero que minimiza (o risco)
Eva [ (6o(¥)/w(2)) [Z = 2] (42)

Exemplo 4.1 EERM para a varidncia de uma distribuicio normal com média
desconhecida.

Considere Xj,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuigio N(¢,72). Temos que
T = (X, £y (Xi — X)*)T 6 uma estatistica suficiente e completa para 8 e Z é ancilar.
Logo, pelo Teorema de Basu, T e Z sdo independentes e, portanto, do(X) = T (X - X)?
e Z também o so. Além disso, o ¢ um estimador equivariante por escala [(39), com r = 2].
Portanto, considerando a funcéo de perda ¢(d/72) = [(d — 72)2] /74, temos que,

_EERX)IZ_ EEx)] (3 +1) (%)

Y = Bbe®E - BB - w1

=n+1,

pois 8o(X)r=1 = T (Xi — X)? ~ x2_,. Portanto, o EERM de 7 serd

§(X) = ;% é(x,- ~X).

Exemplo 4.2 Distribuiggo Uniforme.

Sejam X3, ..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuigdo U (E -5+ %) e con-
sidere o problema de estimar 7 com fungéo de perda igual & do Exemplo 4.1 [com r = 1].
Temos que T = (Xq1), X(n))7 € suficiente e completa e, pelo Teorema de Basu, é in-
dependente de Z (Lehmann & Casella 19?8). Além disso, dp = Xy — X1y éum esti-
mador equivariante por escala [sob (38)] para 7 e também, é independente de Z. Como
Xy = Xl ~B(n-1,2) se  =0e 7 =1, temos que,

16



B [5)] _ ity _ n

'(Z) EoX)] ~ 2= “nto

n+1
Dessa forma, o EERM de 7 seré

& (X) = ntl (X(n) - Xw) -

4.2 Parametro de interesse é o de localizagao

Tal como na segéio anterior, o desenvolvimento aqui apresentado constitui, essencial-
mente, uma extensio daquele apresentado na Se¢ao 1, Cap.3 de Lehmann & Casella (1998).
As transformagGes definidas em (38), relacionadas aos espagos amostral e paramétrico, per-
manecem a8 mesmas. Contudo, a transformagio relacionada ao estimador deve ser

§a+bX) = a + bO(X), (43)

e uma fun¢do de perda é invariante sob essas transformacgoes se e somente se for da forma

e =o(55). (40

Pela transitividade do grupo de transformagdes (38), a fungéo de risco serd constante [vide
Segﬁo 2]4
Para um valor fixo de 7, seja

1 z T
gf'_‘_nf(‘—l::'l) »

T T T

de tal modo que (37) se torne

gr(z1—¢& .. ,an—§)- (45)
O Lema 4.1 fornece um modo de se obter EERM de £ em certas situagoes.
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Lema 4.1 Suponha que para a familia de localizagdo (45) e fungdo de perda ({4), exista
um EERM, digamos 6%, considerando T conhecido e que

$) 8" ndo € funciode T, €
i) 0" satisfaz (43).

Entdo € o EERM de ¢ satisfazendo (48).

Dem:
Como " minimiza o risco, qualquer outro estimador terd risco maior ou igual a ele.
Como isso vale V7, entéo o resultado segue.

Exemplo 4.3 EERM para a média da distribuicdo normal.

Sejam Xj,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuigio N(€,72), com ambos os
parametros desconhecidos. Lehmann & Casella (1998) encontram 6° = X como EERM de £
com a varifincia conhecida, para qualquer fungio de perda (44) (convexa e par; note que, no
caso considerado por esses autores, T é uma constante conhecida). Além disso, §* satisfaz
as suposigdes do Lema 4.1, pois néo ¢ funcéio de 7 e 8”(a + bX) = a + bX = a + b8"(X).
Logo 8" é EERM de € também neste caso.

Exemplo 4.4 Parametro de localizagio da distribuigao uniforme.

Sejam X}, ..., X, uma amostra aleat6ria de I/ ( -I.6+ g), com ambos os pardmetros
desconhecidos e considere uma fungio de perda da forma L(¢,7,d) = [(d — £)2)/(r2).
Lehmann & Casella (1998) demonstram que 8* = (X(3) + X(n))/2 é 0 EERM de ¢ quando
7 é conhecido. Pelas mesmas justificativas apresentadas no exemplo 4.4, temos qued‘ éo
EERM de ¢ também neste caso.

Q

Entretanto, alguns estimadores nio satisfazem as condigdes do Lema 4.1, como aqueles
apresentados em Lehmann & Casella (1998, p. 153 e 155). Sendo assim, é necessério o
desenvolvimento de EERM’s que nio dependam das referidas suposigdes.
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Teorema 4.1 Seja §y qualquer estimador de ¢ satisfazendo (48) e §; qualquer estimador
de T tomando valores positivos e satisfazendo

d1(a + bx) = bd1(x),Vd> 0,Va. (46)

Entdo, § satisfaz (48) se e somente se for da forma

5(x) = bp(x) — w(z)d1(x), (47
em que z € dado por (40).

Dem:
Primeiramente, pelo Lema 1.6 (Lehmann & Casella 1998, p. 150), temos que § satisfaz
(43) se e somente se for da forma,

6(x) = &o(x) — u(x)81(x), (48)

em que
ufa + bx) = u(x),Vb > 0eVa. (49)

Suficiéncia. Considere que §(x) = dp(x) — u(x)d;(x) e u(a+ bx) = u(x). Dessa forma,
temos que

8(a + bx)

dola + bx) — u{a + bx)d1(a + bx)
a + blp(x) — bu(x)d,(x)
a+b[5(x) — u(x)81(x)] = a + b§(x).

Necessidade. Considere que §(a+bX) = a+b6(X) e defina u(x) = (5(x)—do(x))/(61(x)).
Portanto,

d(a+bx) — dpla+bx)  a+bi(x) —a — bdg(x)

u.(a+bx) = = 61(a+zx) - b&l(x) 2
_ 80— &)

51(X)

= u(x).
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a
Logo, (48) e (49) séo vélidos. O fato de (48) ser vélido se e somente se u depender de
x através de z decorre do Lema 1.7 (Lehmann & Casella ,1998 p. 151) e do Teorema 3.1.
Por outro lado, um argumento semelhante ao Teorema 1.10 (Lehmann & Casella 1998,
p. 151) mostra que o EERM de £ ¢,

5(X) = 8o(X) ~ w* (2)8:(X), (50)

em que w*(z) é um nimero que minimiza

Eeeg.r=1 [p (50(X) — w*(2)8:(X)) [2] = En; [p (60(X) — w*(2)61(X)) |2]-

Em particular, se

o(ExE)=L5E, @
ndo é dificil ver que
wH(z) = Fy, [51(x)5n(x)|z]
® = T EXE] %2

Exemplo 4.5 Exponencial deslocada.

Sejam Xi,..., X, uma amostra aleatéria de uma distribuigio E(£,7) com ambos os
parémetros desconhecidos. Considere do(X) = Xy e 81(X) = ¥, [Xi — X(1)]. Como
8 = (8p,6,)" é uma estatfstica suficiente e completa para 0, ela é independente de Z pelo
Teorema de Basu e, além do mais, é possivel demonstrar que sfio independentes entre si
(Lehmann & Casella 1998, p. ). Por outro lado, do(a + bX) = a +bX(y) = a +bjp e
S(a+bX)=b30, [X.- - X(l)] = b61(X). Sendo assim, o Teorema 4.1 pode ser aplicado,
0 que, unido & fungdo de perda (51) e com o fato de que 8¢(X)r=1 ~ E(0,1/n) e §;(X),= ~
I'(n —1,1) (Lehmann & Casella 1998), leva a

w(a) = Boa (0B X)(Z] _ B, [50(X)) By [51(X)) _ Arachy _ L
Fo, [(X)[2) Eo; [63(X)] e
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Logo, o EERM de £ ¢

. 1 &
5(X) = Xy - — 21 [Xi - Xq) .
=

4.3 Estimacao Simultanea

Nas subsegGes anteriores, mostramos como encontrar EERM para os pardmetros do
modelo de localizagdo-escala de forma marginal. Nesta subsegdo, apresentamos os resul-
tados obtidos por Prabakaran & Chandrasekar (1994) que estimam de forma conjunta os
pardmetros (£,77) T no modelo de localizagéio-escala (37). Inicialmente, sdo dadas algumas
definigGes e conceitos necessérios para o desenvolvimento desta subseco.

Considere o grupo de transformagoes
X* = a+bX, (53)

que induzem 3 transformagio 8* = (¢*,7*)7 = (a + b¢,br)7, sob o qual o modelo (37)
permanece invariante. Se d = (di,dz)" é uma estimativa de (¢,77)7 obtida no modelo
original, entdo podemos relacionar a mesma com a estimativa de {(£*,7*") 7 obtida no modelo
transformado, da forma g(d) = d* = {a +bdy,5"d;) " que é uma funcéo apenas de d. Pode-
se mostrar (veja Prabakaran & Chandrasekar , 1994}, que uma fungio de perda é invariante
sobre as transformagdes acima se e somente se

dy—¢ dz)

(54)

L(e,d)=p( =_

e que o grupo G & transitivo sobre 2 = IR x R+. Portanto o risco de qualquer estimador
equivariante, calculado sob funcdes de perda da forma (54), néo depende de 8.

Definicdo 4.1 Um estimador (8,,3,)7 de (€,77)7 € dito ser equivariante por localizagio-
escala se §; e d; sdo estimadores marginalmente eguivariantes por localizacdo e escala,

respectivamente, para £ e 77, ou seja, se 8, satisfaz (43) e 8, satisfaz (39).

Definicdio 4.2 Uma funcdo vetorial u(x) = (u;(x),u3(x))7 € dita ser invariante para o

problema de localiza¢do-escala se

u(a + bx) = (buy(x),u2(x))” ,Va€ R e Vb> 0. (55)
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A seguir, mostramos alguns resultados importantes acercs da caracterizagio dos esti-
madores equivariantes por localizagio-escala de (¢,77)7.

Lema 4.2 Um estimador (81(x), 82(x))7 ¢ equivariante por localizagdo-escala para (&,7)
se e somente se, para todo estimador equivariante (8o1(x),602(x))T, ezistir uma fungdo
invarianie por localizagdo-escala u tal que

01(x)
62 (X)

o (%) — up(x), (56)
Boz(x)/ua(x). (57)

]

O seguinte lema fornece uma caracterizagio das fungGes invariantes por localizagio-
escala.

Lema 4.3 Uma fungdo u(x) = (u1(x), uz(x))7 € invariante para o problema de localizagédo-
escala se e somente se

g(x)wl(zl, caey Z,._l), (58)
w2(z11 ey Zn_l), (59)

u1{x)

ug(x)

para alguma funcdo positiva g tal que g(a 4 bx) = bg(x) e z = (zi — z4)/9(x) (i =
1,..,n—1).

Perceba que se fizermos g(x) = |zn_; — z,|, obtemos a mesma caracterizagio obtida
nas Segdes 4.1 e 4.2, de forma marginal. Pode-se observar também que g, como definida
acima, é um estimador equivariante por escala de 7.

Teorema 4.2 Seja (Jo1(x), 802(x))T um estimador equivariante de (&, 7")7. Entdo uma
condi¢@o necessdria e suficiente para que (61(x), 82(x))T seja um estimador equivariante
por localizagdo-escala € que ele seja da forma

61(x) = Jm(x) = g(x)wl(zl, ceay Z,,,_l), (60)
6(x) = Gpa(x)/wn(z, ..., 20-1), (61)
para algumas funcies wy e ws.
Dem: E uma consequéncia imediata dos Lemas 4.2 e 4.3. =
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Considere D a classe de todos os estimadores equivariantes para (£,77)T que tenham

risco finito. Em particular, quando a funcio de perda é da forma

L(G,d) =ayn (le E) + 2a;2 (%) (% - 1) + ax (% - 1) , (62)

entdo um estimador §* € D que minimiza risco sobre esta fun¢do de perda é denominado
Q4-EERM (Prabakaran & Chandrasekar, 1994), com A = (a;;)1<i <2 representando uma
matriz 2 x 2 simétrica positiva definida. A fungio de perda (62) é dita ser quadritica,
conforme definido em Zacks (1971, p.102).

Teorema 4.3 Considere X um vetor aleatério com densidade (87). Se
i) L(E 7,1, dg) = p (45, %);
i) ezistir um estimador equivariante 8y = (8p1,802)7 com risco finito;
i) Para cada 2 = (21,...,2,-1)", ezistir uma funcdo vetorial w*(z) que minimize
Elp(80:1(X) — 9(X)w1(2z), 802(X) /wa(z)) /2], com o operador esperanca sendo calcu-

lado quando @ = (0,1)7.
Entdo um EERM & = (8,5;)7 eziste e é dado por

X)) = bnu(X) - ¢(X)wi(z), (63)
3(X) = Sna(X)/wi(2). (64)
Dem: Analéga & demonstragao do Teorema 3.2. m

A abordagem acima é bem geral e fornece uma estimaggo simultinea de £ e 77. Esco-
lhendo a funco de perda de forma apropriada, pode-se obter os mesmos EERM para £ e
7" obtidos (de forma marginal) nas subseg3es anteriores. Para isto, basta escolher de forma
conveniente a matriz A.

Considerando que a funcéio de perda seja dada por (62), Prabakaran & Chandrasekar
(1994; eq. 3.6 e 3.7) obtém expressdes explicitas dos EERM de (&, )T que dependem da
particular escolha da matriz A. Os autores mostram também que, quando o interesse é
estimar 8 = (£,7)7, o EERM por localizagio-escala independe da escolha da matriz A é e
dado por 6*(X) = (63(X),63(X))T com

E[5n(X)dn(X)|Z]

HX) = du(X) - dp2(X)— W, (65)
. _ 00(X)E[5x(X)|Z]
0 = e (0
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que coincidem com os EERM marginais de £ e 7, dados por (50) e (41), sob as funcdes de
perda quadraticas (51) e (28), respectivamente.

Além disso, Prabakaran & Chandrasekar (1994) concluem que sob fungdes de perda
quadréticas, os EERM de (¢,77)7,7 > 1, néo coincidem com os EERM de £ e ™" obtidos
de forma marginal, e que esta diferena pode ser atribuida ao fato de que 6 = €n7
é o pardmetro natural enquanto que (£,77)7 é uma fungio paramétrica de 8. Dentre
outras propriedades, Prabakaran & Chendrasekar (1994) caracterizam o Q4-EERM (ca-
racterizagdo semelhante & do ENVVUM) de @ e mostram que se ele existe, entdo é tinico
q.c. (tais propriedades podem ser aplicadas nos resultados obtidos nas subsecdes anteriores
quando se tem interesse em estimar marginalmente ¢ ou 7 sob funcdes de perda quadréticas
das formas (51) e (28)).

Exemplo 4.6 Distribuigdo E(¢,7)

Suponha que Xj,..., X, = E(¢,7) e que se tem interesse em estimar obter 0 EERM
de @ = (£,7)7, considerando a fungio de perda (62). Como discutido anteriormente, tem-
se que o EERM por localizagfio-escala de @ independe da particular escolhs da matriz A
e é dado por §°(X) = (61(X), 53(X))", com &}(X) = X sendo o EERM marginal por
localizaggo de £ sob a fungfio de perda (51) e 83(X) = 3imi1(X@ — X)) sendo o EERM
marginal por escala de 7 sob a fungio de perda (28), como mostrado anteriormente. Dado
que o EERM por localizagio-escala existe, conclui-se também que ele é dnico ¢.c.[P]. o

5 Aplicagao em modelos lineares e ENVVUM

Os modelos de regressio constituem uma das mais importantes ferramentes de andlise
estatistica. Nesta se¢do, apresentaremos alguns resultados de estimagdo equivariante e nio-
viciada de varidncia uniformemente minima, aplicados & classe de modelos de regressao nor-
mais lineares. Existe uma vasta literatura sobre esses modelos, dentre as quais destacamos
Scheffé (1959), Seber (1977), Searle (1987), dentre outros.

Antes de abordamos propriamente os processos de estimagdo, vamos definir o chamado
Modelo Linear Geral (normal) (Searle, 1987), qual seja,

XiNN(f‘-,Uz),‘l‘=1,...,TL, (67)
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em que os X;’s sdo independentes e &, ..., £, € [Ig que é um sub-espago linear de dimenséo
s de E,(s < n).

Para evitar problemas de nédo-identificabilidade (Searle, 1987) e para facilitar o processo
de obtengao de estatisticas suficientes e completas para a estimagiio NVVUM (Lehmann &
Casella, 1998), € conveniente reduzir este modelo & forma canénica através da transformagao
ortogonal

Y =XC, (68)

que leva a

n=E(Y)=¢C,

emque n = (ny,...,n,)" e &= (£,...,&,)7. Note que a transformacio (68) é 1 a 1 e,
além disso, o Jacobiano é igual a 1. Segue-se daf, devido as propriedades da distribuigio
normal multivariada (Mardia et al, 1979), que Y ~ N(n, o31,), pois

Cov(Y) = ¢2CICT = ¢?CC7 = ¢21,,
notando que C é ortogonal, com I,, representando a matriz identidade de ordem n. De-
notando por ¢] a i-ésima coluna de C, ¢ desejével escolher ¢; de tal modo que ¢, ...,c,
gerem []q [para garantir a identificabilidade]. Entso,

£€ H <= £ for ortogonal as n-s colunas restantes de C.
0

Como 1 = £C = [£,C1 §3Ca) = [£,C1 0], segue-se que,

EEH4=)17,+1=...=17"=0.
Q
Em termos dos Y’s , temos que,
_ N(nhaz)’i:l)"'asy
! N(©,0%),i=s5+1,...,n.
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Note que, § variaem []g e ny, .. ., 7, varia irrestritamente sobre E, com Nop1=-.. =1, =0.

Nesta representagio T' = (11, ...,Y,,§%)7, §2 = £, ., Y?, é uma estatistica suficiente
e completa para (n;,...,7,,0%)" (Lehmann & Casella, 1998). O teorema a seguir apresenta
um modo de obter os EERM e ENVVUM dos paradmetros de interesse.

Teorema 5.1

i) Os ENVVUM’s de 3"}, M, (A’s sdo constantes conhecidas) e o2 sdo T2, \Y; e
S%/(n — 2), respectivamente.

i) Sob as transformagdes

}’i’=},i+ai(i=11"-7s) ) },l'.:),‘(i:".'-ll""n)’
n
m=ntali=1,..,5 , d&=d+Y ak,

=1
com fungdo de perda L(n, d) = p(d—52.; i), em que p € conveza e par, 0o ENVVUM
Ziz AY: também é o EERM de 325, Aiv;.
#i) Sob a fungdo de perda (d — 0%)%/0%, 0 EERM de o® é $?/(n — s + 2).

Lem:
i) Basta observar que os estimadores propostos séo ndo-viesados e, além disso, fungdes
de estatfsticas suficientes e completas, no caso (Y3,...,Y,, S?)T.

ii) Note que o grupo de transformagoes ¢ transitivo e a funcio de perda é invariante
por localizagiio e portanto, o risco é constante. Por outro lado, note, denctanto
5(Y) = Ti_, Y, que

5(Y1+a1,Yg+a2,...,Y,+a,,Y,+1,...,Y,.) =
s s s s

S Y+ a) = A+ Y Ma = 6(Y) + 3 Naa

i=1 i=1 i=1 i=1
Ou seja, 0 ENVVUM também & equivariante por localizag¢go. Pelo Teorema de Rao-
Blackwell (Lehmann & Casella, 1998), temos que, para qualquer fungio de perda
convexa, o risco de §(Y) é menor ou igual ao de qualquer outro estimador. Logo,
3(Y) é o EEMR de 32, Ai7;.
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iii) Segue essencialmente do exemplo 4.1.

]
E conveniente expressar os estimadores desenvolvidos em termos das varidveis originais
X ao invés de Y (lembre-se de que a transformagio é 1 a 1). Para tal, vamos introduzir o
seguinte conceito.
Tome £ € [, entdo os estimadores de minimos quadrados destes sao (E,, Ve ,E,,) que
minimizam Y%, (X; — £;)?, sujeito & condigdo £ € [,

Teorema 5.2 Sob o modelo (67), 0o ENVVUM de T%, 7€ € 0, 1€,

Dem: Pelo Teorema 5.1 e a completividade de T é suficiente mostrar que ¥, v,£; é uma
fungdo linear de Y7, ...,Y, e que é ndo-viesado para Y ., v,£;.
Note que

il(x,- gy ém _ B(Y))’

YW-n+ ¥ . (69)

t=s-+1
O lado direito de (69) é minimizado por ; = ¥;, 1 = 1,. .., s, enquanto que o lado esquerdo
por §,,...,&,. Assim, temos que ( = £C)

i = EC= (Y;...Y50...0)=(£,...£,)C
= £=(1...Y50...00C"". (70)
Como E(€) = nC~! = £CC~! = &, ou seja, é um estimador ndo-viesado, e de (70),
vemos que s&o fungdes lineares do vetor Y. ]
Agora, vamos reinterpretar as consideragdes sobre equivaridncia em termos das varidveis
originais. Antes, precisamos definir o grupo de transformagdes que deixam o problema
invariante. As transformacoes conduzidas nos Y’s (Teorema 5.1) em termos das varidveis

X1,...,Xn, tornam-se

X’=X+by b=(b11"'1bﬂ)T€H’
Q

£‘=£+beH,d‘=d+ib‘-7,.. (71)
1]

=1

27



Podemos entéo estender o Teorema 5.1 para o seguinte Corolério.

Coroldrio 5.1 Sob as transformagées (71), Y% 17§‘é o EERM de Y7, v;£; com fungdo

de perda p(d — 30, v:€;) conveza e par.

Dem: Notando que de (70) Ej = Gt j=1,...,n, entdo 37 ) 7,51 =Y, cY,

com ¢; = ¥7; 74¢i; e o resultado segue do Teorema 5.1(1). 2
Para obter o ENNVUM e 0 EERM de ¢? em termos do vetor X, é necessério apenas

expressar 5 em fungio desse vetor. Note que, da minimizacio de (69), temos

E(x —£)? Z Y2 =52 (72)

=1 i=a+1
Logo, o ENNVUM e o EERM de o2 s&o, respectivamente Teorema 5.1 (i),

1 (X ~ &) e Tia(Xi - €)°
n—s n—-s+2
Vamos agora ilustrar os resultados apresentados.

Exemplo 5.1 Anova com 1 fator

Suponha que Xi; ~ N(£;,0%),i = 1,...,8j = 1,...,n; e que sejam independentes.
Do Corolério 5.1 temos que, para encontrarmos os ENVVUM ou EERM de combinagdes
lineares de €, basta encontrarmos os estimadores de minimos quadrados. Estes, por sua
vez, 880 os valores E que minimizam,

30Ky — £ —z{i‘:(x.-,-—x,-.)’+n.-(x.-.—s.->2},

i=1j=1 i=1 | j=1
que resulta em

E Xi=_2Xu

o

Além disso, de (72), temos que 0 ENVVUM de o2 é

g E- 1 — 8 ZZ(X'J Xi.)z.

4] j=1
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Exemplo 5.2 Anova com 2 fatores.

Considere Xijx ~ N(£;5,0%),i=1,...,1,j=1,...,J,k =1,...,m. Una reparame-
trizagdo usual para este modelo é

g =pnto+Bi+7;,

com as seguintes restri¢des de identificabilidade

I J I J

D=3 Bi=3 1= =0 (73)

i=1 =1 i=1 j=1

Usando as restrigdes (73) temos que (o ponto representa a média calculada no indice de
interesse),

. =m& =pta,é;=p+p;.

Entio,

p=§,04=§ —f..,ﬂj=f.j—§..,"l.'j =£ij_”"ai-ﬂj1

ou ainda, 7;; = (§; —€.) — [(&. —£.) + (€, — £.)]- Note que o € o efeito médio do nivel ¢
do primeiro fator, 3; ¢ o efeito médio do nivel j do segundo fator e v,; é a diferenga entre
o efeito conjunto dos dois fatores e a soma dos efeitos dos fatores separados de cada um
(chamado de interaggo).

Os ENVVUM'’s desses pardmetros (efeitos) seguem imediatamente do Teorema, 5.1 e do
Exemplo 5.1. Essencialmente, os ENVVUM’s sdo obtidos calculando-se os estimadores de
minimos quadrados do vetor €, que neste caso séo (denotando pelo ponto a média calculada

num determinado indice),

B=X.,8=Xi.—X. . Bj=X;—-X.,%=Xs—Xi. — X+ X..
Analogamente, 0 ENVVUM de ¢? §
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1 m J I

T —1) 25 2 25 o ~ X"

Note ainda que, do Corolério 5.1, os EMQ (estimadores de minimos quadrados) de 3
sao também os EERM, sob uma perda convexa, par e invariante por localizagéo.

o]

Estes resultados podem ser generalizados para experimentos fatoriais, ou seja, experi-
mentos que envolvem um ntmero geral de fatores.

Podemos ainda considerar situagdes em que restrigimos o interesse em estimadores néo-
viciados e fungbes de perda quadrética mas, por outro lado, desconsiderando a normalidade
¢ a independéncia.

Suponha que consideramos de (67) somente suposi¢des a respeito dos dois primeiros
momentos,

E(X;) = &,& € [, Var(X,) = 0%, Cov(X;, X;) = 0,i # 7,
Q
, (74)
sem considerarmos as suposigdes de independéncia ou normalidade.

Teorema 5.3 (Gauss) Para os estimadores de Minimos Quadrados. Sob as su-
posigoes (74), ):'.“_'7,-& do Teorema 5.2 é ENVVUM, dentre todos os estimadores lineares,
de 3 %ids-

LDem:

Este estimador também é nao-viesado, nas referidas condigBes. Seja Y% ; ¢; X; qualquer
outro estimador linear nio-viesado de Y%, 7,,;. Como T 7€, é o ENVVUM no caso
normal e a varidncia de fungoes lineares dos X;’s dependem somente do primeiro e segundo

momentos, segue-se que Var {Z?gl 7,-2,.} < Var {E}',_l c,g,} Entado, 37, 7£,- é o ENNVUM
dentre todos os estimadores lineares nao-viesados. =

Coroldrio 5.2 Sob as suposicdes (74) e com perda quadrdtica, 37, 'y,-f,- € o EERM com
respeito as trasnformagées (71) dentre todos os estimadores equivariantes lineares de

T v



Lem: Este resultado segue do Lema 1.23 (Lehmann & Casella 1998, p. 157), p. 157), dado
que %, %,€; 6 0o ENVVUM (dentre os estimadores lineares) e além disso ¢ equivariante. ®

Para finalizar, gostariamos de salientar que os resultados apresentados nesta Segao
podem ser estendidos para Modelos Lineares Mistos, como no Teorema 4.14, Lehmann &
Casella (1998, p. 185); veja também Harville (1976).

6 Conclusoes e comentarios adicionais

Verificamos que, em sua esséncia, os estimadores equivariantes podem ser construfdos
a partir de um estimador equivariante qualquer e de uma estatfstica ancilar. Além disso, se
este estimador equivariante escolhido for fungéo de uma estatistica suficiente e completa,
ele serd independente da estatistica ancilar em questdo e isso facilita a obtengio do EERM.

Desde que se restrinja aos estimadores lineares, a estimagio NVVUM, no contexto de
modelos lineares, néo fica comprometida sem a suposigéo de normalidade e, além disso, estes
estimadores podem ser obtidos em vérias situacoes, inclusive para os efeitos aleatérios em
modelos mistos (Harville, 1976).

Além das situagdes apresentadas neste trabalho, famflia de localizagio-escala e alguns
modelos lineares, podemos citar Zacks (1971), Schervish (1995) e Lehmann & Casella (1998)
que discutem estimagdo equivariante no contexto bayesiano, Borovkov (1998, Secdo 47, p.
281) que define os testes de hipdteses invariantes e apresenta algumas propriedades
destes testes e Alexander & Chandrasekar (1999} que, dentro do contexto de Anélise de
Sobrevivéncia (amostra com censura), discutem o problema de estimagéo equivariante dos
parametros do modelo exponencial.
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