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Abstract 

ln this work we present principles of_ equivariant estimation_ a.nd their applications in the 

location-scale families and some linear models. We also consider the minimum varia.nce un­

biased estimation under the linear models framework. We show some examples to illustrate 

the use of those methods. 

Resumo 

Neste trabalho nós a.presentamos o princípio da estimação equivariante e algumas aplicações 

na farru1ia de localização-ei,cala e em modelos lineares. Consideramos também o ENVVUM 

em modelos lineares. Vá.rios exemplos sã.o apresentados para ilustrar o uso destes métodos. 

Key words: Group families, location-scale families, loss function, linear models. 

1 Introdução 

Inicialmente, considere um modelo estatístico (X, A, 'P), em que X é o espaço amostral 

associado a um experimento, X (vetor aleatório), A é uma o--álgebra de subconjuntos de 

X e, 'P é wna fa.nu1ia de medidas de probabilidades, JP, no espaço mensurável (X, A) 

(fixado). Em geral, assume-se que 'P = {JP, ; 0 E O} é indexa.da por um parâmetro (ou 

vetor de parâmetros) 0 E n, e que exista uma correspondência biunívoca entre n e 'P 

(identificabilidade), com n denominado de espaço paramétrico. O objetivo da inferência 

1Trabalho apresentado na disciplina MAE 5834 - Estatística AVllllçada I (2004) 
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estatística consiste em pesquisar sobre a. distribuição geradora, isto é, "descobrir" qual 
distribuição l',o E 'P gera. os dados em questão, ou equivalentemente estimar o valor de 8. 

Considere h : O - IR uma. ftµição mensurável, cujo valor em 8 tem-se inte~ em 
estimar e 6{X) : .:r - IR. um estimador e d = 6(x) representando uma estima.tiva. de 
h(9). Um critério bastante utilizado para. a escolha de estimadores ótimos é tomar um 
estimador 6(X) que minimiza o risco R(9,6) := E 6[L(8,6)], 't/8 E O, com L(8, .) denotando 
uma função de perda. apropriada. Da.da. a. impoesibilidade de se obter ta.l estimador (vide 
Lebroann & Casella, 1998, p. 5), é comum restringir a. classe de estimadores, e determinar, 
dentro desta. classe, um estimador que minimiza. o risco uniformemente em 8. Desta. forma., 
por exemplo, pode-se obter o ENVVUM (classe dos estimadore.s não viciados), BLUE 
(classe doe estimadoreB lineares), dentre outroo. 

Neste trabalho, temos por objetivo a.presentar a classe de estimadores equivaria.ntes, 
com ênfase nos modelos de localização-escala. e lineares, além de considerar a. estimação não 
viciada de variância uniformemente mínima (NVVUM), nesta. última classe de modelos. Na. 
Seção 2, fornecemos alguns conceitos e definições que são requeridas no desenvolvimento do 
artigo. Na Seção 3, é discutida a estimação equivariante no modelo de escala, enquaD.to que 
na Seção 4 o mesmo é feito para o modelo de localização-escala tanto de forma. marginal 
como conjunta.. Na Seção 5, apresenta.mos alguns resultados básicos sobre a estimação 
equivariante e NVVUM para. modelos linea.res. 

2 Estrutura Matemática do Princípio da Equivariância 

Considere X : .:r ..... H. uma variável aleatória. cuja respectiva. distribuição pertence a 
fanu1ia 

'P = {.IP,; 9 E íl}, 

e C uma classe de funções bijetivas g : X - .:r. 

Definição 2.1 

(1) 

à} Considere g E C e X um variável alet6ria com distribuição P, E 'P. Se lt/8 E n, a 
distribuição de x• := g(X), JP,. E 'P, diz-se que o modelo {1} é invariante sob a 
transformação g. 
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ii} Se i} vale V g E C, diz-8e que o modelo {1} é invariante sobre a classe de trans­

formações e. 

Considere C uma. classe de transformações sob a qual o modelo (1) é invariante. Perceba 

que C não é necessariamente um grupo de transformações (fechada. por composição e in­

versão). Definindo G(C) := {g;g = gf1 o .. . og!1;g, E C;i = 1, ... ,m}, em que os elementos 

g; E C não são necessariamente distintos, tem-se que o modelo (1) é invariante sob G(C), 

com G(C) sendo o grupo (gerado por C). 

Considere g E G(C), então g(X) ~ JP,. E 'P. Pod~se mostrar que 8* := g(8) : n-+ n 
é uma. transformação bijetiva e que cJ := {g; g E G} é um grupo de transformações. Para 

demonstrar a. primeira assertiva, considere Vg E G que X;~ IP,; E 'P e g(X,) ~ Pr; E 'P 

(i=l,2) tal que P,i(A) = l',;(A), 'v'A E B(R) <=> P,1 (9-1(A)) = Pa2 (9-1(A)), 'v'A E 

B(JR) <=> 81 = 82, e o resultado segue. Para provar a segunda. assertiva, mostre que 

(g1 o 92) = (!11) o fg;y e (g-1) = g 1, 'vgi,92,9 E G e use o fato de que G é um grupo. 

Adicionalmente, gegue-ee diretamente da definição de g(0) que 

F,[g(X) E A] = P,-[Y E A} 

JE,{,t,(g(X))j = E,-[,p(Y)j, 

para qualquer função ,p, P,. integrável. 

(2) 

(3) 

Considere o problema de estimar h(8) no modelo (1) que é asswnido ser invariante sob 

M transformações x• = g(X) e 9• = g(9),g E G. Iremos supor também que Vg E C:, h(8*) 

dependa de 8 eomente a.través de h(8), ou seja 

h(O*) = g*(h(8)). (4) 

Desta forma pod~se relacionar a estimativa d de h(8) com a estima.tiva d* de h(B*) da 

seguinte forma 

r!' = g*(d), (5) 

implicando que o problema de estimar h(8) em termos de (X, 8, d) ou h(B*) em termos 

de (X•, e•, d") representam a. mesma situação física apenas expressa em um novo sistema 

de coordenadas. A forma da função a ser estimada. tem um papel fundamental nas consi• 

derações que serão discutidas adiante. 
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Exemplo 2.1 Duas amostras da família de localização. 

Considere X= (X1, ... , Xm? e Y = (Y1, ... , Y,.)T, dois vetores aleatórios com respectiva 

densidade conjunta 

/(x - {, y - T/) = f(x1 - {, ... , x,,. - {, Y1 - T/, •. •, Yn :--1/), {, 1/ E IR. (6) 

Este modelo permanece invariante sob 88 transformações 

g(X, Y) = (X+ a, Y + b), g({, rJ) = ({+a, T/ + b), (7) 

para. quaisquer escalares a e b. Considere que o interesse é estimar h({, '1) = l:!,,. := f/ - {. 
Denotando 88 variáveis e os parâmetros transformados por x• = X+ a, y• = Y + b, 
TJº = 1/ + b e {" = { + a, então, tem-se que as transformações em (7) levam li em l:!,,. • = 
,,. - {" = l:J,. + (b - a). Portanto, dada uma estimativa de 1:J,., digamos d, obtida via modelo 
(6), tem-se que a estimativa de t:J,.•, digamos d", no modelo transformado pode ser expressa 
como d" =d+ (b - a) = g•(d). 

Suponha. agora que o intem,se é eBtimar h(e,TJ) = >. := {2 + 112
• Considerando as 

transformações em (7), tem-se que ). é transformado em .\* = ({ + a)2 + (1/ + b,2 = >. + 
if>({, 1/, a, b), ou seja, .\* não depende de (TJ, {) somente atravéi de .À. Neste C8BO o problema 
de estimar >., via modelo original, e estimar ). •, via modelo transformado, não representem 
a mesma situação. o 

Sob a vera.cidade de ( 4), tem-se que o problema de estimar h( 9) em termos de (X, 8, d) 
ou h(O•) em termos de (X*, e•, d") são equivalentes, então é razoável que & função de perda 
seja tal que L(9,d) = L(e•,d"), ou seja, que a função de perda seja invariante sob a 
transformação g [uma caracterização de funções de perda invariantes é dada em Staudte 
(1971)]. Tal observação conduz à seguinte definição: 

Definição 2.2 Se o modelo estat(stico (1) é invariante sob g, a função de perda L satisfaz 

(8) 

e h(B) satisfaz {.l), então o problema de estimar h(6) com função de perda L é dito ser 
invariante sobre g. 

Em um problema invariante, se 6 é um estimador de h(8), então existem dois caminhos 
naturais de se estimar h(8•) (o estimando no modelo transformado) apresentados a. seguir. 
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1. Princípio da Equivariância Funcional 

Se &(X) é o estimador de h(O), então o estimador de <f>(h(O)) é dado por ef>(&(X)). 
Fazendo </J = g•, tem-se que g*(o(X)) é o estimador de g*(h(0)), quando o(X) for usado 

para estimar h(B). 

2. Princípio da Invariância Formal 

Invariância sob as transformações g, g e g• no problema de estimação de h(O) significa 

essencialmente dizer que o problema de estimar h(0) em termos de X, 0 e d e o de estimar 

g*(fJ) em termos de x•, (J* e d* é formalmente o mesmo e, por conseguinte, devem ser 

tratados da mesma forma. Isto significa que &(X*)= o(g(X)) deve ser usado para estimar 

g*(h(fJ)) = h(O*). 
É desejável que os dois princípios nos levem ao mesmo estimador, ou seja, que 

ó(g(X)) = g*(ó(X)). (9) 

Definição 2.3 Em um problema de estimação invariante, um estimador o(X) é dito ser 

equivariante se ele satisfaz {9}, Vg E G. 

Os princípios de equivariância funcional e invariância formal têm sido discutidos por 

algWlS autores, utilizando diferentes denominações. Por exemplo, Casella & Berger, {2002, 

p.297) denotam por Princípio de Medida Equivariante ao invés de Princípio da 

Equivariância Funcional. Algumas outras denominações podem ser encontradas em 

Lehmann & Casella (1998, p.223). Além disso, alguns autores destacam a diferença entre 

equivariância, em que as estimativas dos parâmetros se modificam em um determinado 

sentido quando os dados são transformados, e invariância, na qual as estimativas ficam 

imutáveis sob transformações; para detalhes veja Schervish (1995, p.344), Borovkov(l998, 

p.166), Lehmann & Casella (1998, p.150) e Casella & Berger (2002, p.296), por exemplo. 

Exemplo 2.2 Família de Localização. 

Considere X= (X1 , ... , Xn? _um vetor aleatório com densidade dada por 

f(x - e) = f(x1 - ç, .. ,, Xn - e), Ç E JR. 

O modelo a.cima é invariante sob as seguintes transformações 

X* =X+ a e e• = g*(ç) = ç + a, '<la E IR, 
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o problema de estimação de { é invariante sobre as transformações acima. se considerarmos 

funções de perda da forma L({ + a, d+ a) = L({, d), Va E JR, e isto ocorre se e somente se, 

L({, d) = p(d - {) (Lehmann & Casella., 1998, p.149). Neste caso, um estimador c5(X) é 

equivaria.nte (por localização) se e somente se 

c5(g(X)) = c5(X + a) = c5(X) +a= g•(c5(X)), Va E JR. (10) 

o 

Exemplo 2.3 (Continuação do exemplo 2.1). 

No exemplo 2.1, tínhamos h({, ri) = A = fJ - { e g*(d) = d+ (b - a). Considerando 

uma função de perda invariante sobre as transformações (7), então tem-se um problema de 

estimação (de D.) invariante. Neste caso, um estimador c5(X, Y) é equivariante se e somente 

se 

c5(X + a, Y + b) = c5(X, Y) + {b - a). (11) 

Se ó1{X) e c52{Y) são estimadores equiva.riantes por localização (da forma (10)) de { e f/, 

respectivamente, então c5(X, Y) = õ2(Y) - 61 (X) é um estimador equivariante de A. 

o 

A seguir são derivadas algumas propriedades dos estimadores equivariantes. 

Teorema 2.1 Considere õ(X) um estimador equivariante em um problema invariante sob 

a transformação g, então a função de risco satisfaz 

R(g(9), õ(g(X))) = R(9, 6), '</8 e íl. ~ 

12.t;m: 
Por definição e lembrando (3), segue que 

R(g(9),õ) = .lE~(sJ[L(g(8),c5(X))] = 1Es[L(g(8),c5(g(X)))] 

1Es[L(g(8), g*(õ(X)))] = 1Es[L((9), c5(X))] := R(9, ó). 

(12) 
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Definição 2.4 Um grupo de transjoTmações G de O é dito ser transitivo se \/81 , 92 E O, 

3g E G tal que g(91) = 92. 

O corolário seguinte é útil para generalizar o Teorema. 1.4 (Lehmann & Casella., 1998, 

p.150) para. o problema de estimação equivaria.nte por localização. 

Corolário 2.1 Sob as suposições do Teorema 2.1 e considerando G transitiva sob o espaço 

paramétrico O, então tem-se que a função de risco de qualquer estimador equivariante é 

constante. 

Jàm: Pelo Teorema 2.1, tem-se que R(g(81), ó(g(X))) = R(81, ó), V81 E O. Sob a. 

suposição de transitividade de G, temos que \/01, 92 E O, 3g12 E G; g1i81) = 92, portanto 

(13) 

■ 

Quando o risco de qualquer estimador equivariante é constante, e supondo que exista um 

estimador equivaria.nte com risco finito, o melhor estimador equivariante o•, no sentido de 

minimizar o risco, denominado EERM (EERM-Estimador Equivariante de Risco Mínimo), 

é obtido minimizando tal constante. Uma forma de se obter s• é encontrar uma. função da. 

amostra X, digamos (T, W) T, em que T é uma estatística suficiente e W é uma estatística 

ancilar, ambas para 8. Desta forma, podemos obter ó* minimizando em ó a seguinte 

esperança. condicional 

1Ee[L(9, ó(X))IW = w] (14) 

uma vez que 

R(9, ó) .- JE9 [L(8, ó(X))] = 1Ee[1Ee[L(9, ó(X))IW = w]] 

!. JE,[L(9,ó(X))IW = w}dJP(w) 
R• 

~ J. min1Ee[L(9,ó(X))IW = w]dJP(w) 
R• 6 

= mjn 1Eo[L(8, ó(X))IW = w] 

min JE9 [L(8, ó(T, w))IW = w], 
6 

(15) 

em que k representa a dimensão da estatística ancilar W. 
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Exemplo 2.4 (Continuação do exemplo 2.1). 

Neste exemplo, tem-se que 8 = (t 77)T eg(0) = (€+a, 77+b). E~ grupo G é claramente 
transitivo sob n = JR.2, dado que V(€, '7) e (ç, 77*) E Jl.2, 3a, b E IR tais que ç = €+a e 
77• = 77 + b. Por conseguinte o EERM pode ser obtido através de (15), por exemplo. o 

Algumas propriedades adicionais, tanto no contexto clá.ssico quanto no Bayesiano, dos 
estimadores equivariantes, podem ser encontradas em Zacks (1971), Schervish (1995) e 

Borovkov (1998), por exemplo. 

3 Modelos de Escala 

Nesta seção, vamos aplicar os princípios desenvolvidos na seção anterior para o modelo 

de escala. Considere que X = ( X 1, ... , Xn) T pertence à fami1ia de escala, ou seja, que sua 
densidade é da forma 

J:...,(~)==J:...!(x1
1 

___ ,xn), re~+, ,,-n T .,-n T T (16) 

em que fé conhecida e T é dito ser um parâmetro de escala. O modelo {16) é invariante 
sob as transformações 

x• = bX, ,,-• = br, 'vb > O. (17) 

Suponha que o interesse seja estimar h(r) = ,,-r, r E JIV. Perceba que (4) é satisfeita. 
uma vez que (17) induz 88 transformações 

a função de perda é invariante sob estas transformações se 

L(br,brd) = L(T,d), Vb > O, (18) 

e isto ocorre se e somente se 

(19) 

Para mostrar que {18) implica (19) basta fazer b = .,--1, já o recíproco não é difícil de 
verificar. 
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Exemplo 3.1 Funções de perda invariantes por escala. 

Exemplos de função de perda que satisfazem (19) são 

L(r,d) 

e (20) 

L(r, d) 

porém, a perda quadrática. não é da forma (19). o 

A seguinte definição segue diretamente de (9). 

Definição 3.1 Um estimador ó de h( r) = rr é dito ser equivariante sob as transformações 

(17), ou equivariante por escala se 

ó(g(X)) = ó(bX) = bró(X) = g•(o(X)), 'flb > O. (21) 

Exemplo 3.2 Estimadores equivariantes por escala 

A maioria dos estima.dores usuais de T (parâmetro de escala) sã.o equivariantes por 

escala., por exemplo, o desvio pa.drão, o desvio médio, a. amplitude e o estima.dor de MV. 

o 

Como o grupo G de transformações r• = br, b > O, é transitivo sobre f! = m++ então, 

pelo Corolário 2.1, tem-se que o risco de qualquer estima.dor equivaria.nte por escala é 

constante. A seguir, caracterizamos os estimadores equivariantes por escala. 

Teorema 3.1 Seja X um vetor aleatório com densidade (16} e seja ó0(X) um estimador 

equivariante por escala de ór. Então, se 

x. 
Z, := IXnl (i = 1, ... , n), (22) 

com Z = ( Z1, ... , Zn) T, então uma condição necessária e suficiente para que um estimador 

ó sat~faça {21) é que exista uma função w(z) tal que 

"( ) = óo(x) 
u x w(z). (23) 

9 



~ : Uma condição necessária e suficiente para que ó satisfaça (21) é que seja escrito na 
forma 

~( ) = óo(x) 
u x u{x)' {24) 

com u(x) sendo uma função invariante por escala, ou seja, 

u{bx) = u(x), 'vx E IR" e \;/b > O. (25) 

Se ó0(x) e u são dados como a.cima., então tem-se que Yx E "JR." e \/b > O: 

ó(bx} = ~g:J = br~(~j = bró(x), 

satisfazendo (21). Supondo que ó é wn estimador equivariante por escala., seja u(x) = 
ó0(x)/ó{x), então a função u é invariante por escala. Por conseguinte, uma condição 
nece.ssá.ria e suficiente para ó seja um estimador equivariante é que ele seja escrito da forma 
(24). Para terminar a demonstração, vamos mostrar agora que a função ué invariante por 
escala se e somente se u for função de z. 

Fazendo b = jx,.L-1 em (25) tem-se que u(x) = u(z1, ... , z,.) = w(z), 'vx E E, 
implicando-nos que 'vb > O, u(bx) = w(bz) = u(bz1, ... , bz,.) = u(x1, ... , x,.) = u(x), o 
que prova o teorema. ■ 

Perceba que as componentes de Z no Teorema (3.1) só estão definidas se X,. f O, ou seja, 
estão bem definidas q.c.[1']. Além do mais, tem-se que w(Z) é uma estatística ancilar 
para a família (16) ou, equivalentemente, para -r, pois w(Z) é uma função invariante por 
escala. 

Teorema 3.2 Seja X um vetor aleatório com densidade {16} e seja Z o vetor aleatório 
cujo componentes são dados em {22) . Suponha que a função de perda é da forma {19) e 
que existe um estimador equivariante por escala, ó0 , de Tr com risco finito. Assuma que 
VZ, exista uma função w(Z) = wº(Z) que minimiza 

IEr:-1 [ef> (óo{X)/w(Z)) IZ]. 

Então, um EERM por escala &• de -rr existe e é dado por 

ó*(X) = óo(X). 
w•(Z) 

10 
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J2gJJ: Seja óo um estimador equivaria.nte por escala de Tr, então pelo Teorema 3.1 tem-se 

que uma. caracterização dos estimadores equivariantes por escala é 

ó(X) = óo(X) 
w(Z). 

Dada a invariância do pro},>lema de estimação de Tr e a transitividade de G, tem-se que o 

risco de ó(X) independe de T. Por conseguinte 

RV, ó) = JE,.[L(rr, ó)]= JE,.[</J (óo(X)/(w(Z)Tr))] = 1Ei-:1[q, (ó0(X)/w(Z))] 

= lE.-=1[1Er=1[t/> (óo(X)/w(Z)) IZ]J = f E' lE,-,.1[t/> (óo(X)/w(Z)) IZ]d.1P1(z) 

> { min 1E,-=1[c/>(ôo(X)/w(Z)) IZ]dlP1(z) J,... z 

= mpí JE,.=1[efi (óo(X)/w(Z)) IZ] = JE,.=1[efi (óo(X)/w*(Z)) IZ], 

implicando que o EERM por escala de Tr é dado por (27,). ■ 

Por hipótese, tem-se que ó0(X) tem risco finito, ou seja, 

implicando que JE,.=1[ef>(ó0(X)lw(Z))] < oo. Portanto, o procedimento e.nterior é válido. 

Corolário 3.1 Sob as suposições do Teorema 9.2, e supondo que p(v) = q,(e") é convexa e 

não monótona, então existe um EERM por escala para Tr e ele é único se p é estritamente 

convexa. 

12J;m: Veja Lehmann & Casella (1998, p.169). 

Corolário 3.2 Sob as suposições do Teorema 8.2, se considerarmos 

então 

ó*(X) = óo(X).1E1[óo(X)IZ] 
lE1[ó~(X)IZ] 

• 

(28) 

(29) 

12.!:m: Basta mostrar que se X é uma variável aleatória positiva com JE8(X2] < oo, então 

o valor de e que minimiza JE[(X/c - 1)2] é e= JE[X2
]/ JE[X]. ■ 
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Corolário 3.3 Sob as suposições do Teorema 3.2, se considerarmos 

(30) 

então ó*(X) é dado por {27}, com w•(z) sendo qualquer mediana-escalar da distribuição 

condicional de ó0(X) dado Z com T = 1, isto é, w•(Z) satisfaz 

IE [Xll(X ~ w*(Z))IZ] = TE [X.D.(X < wº(Z))IZ]. (31) 

IJ,:m: Basta mostrar que se X é uma variável positiva integrável, então o conjunto de 

valores de e que minimizam JEIX - ci/lcl são os valores de e que satisfazem 

J: xdlP(x) = [º xdlP(x). 

■ 

Exemplo 3.3 EERM por escala quando n = 1. 

Suponha que n = 1 e que X > O q.c .. Perceba que xr satisfaz (21) e que neste caso 

Z = 1. Portanto, tem-se que todos os estima.dores equivariantes por escala. de Tr são da. 

forma xr /w, com w = w(l) sendo uma constante arbitrária. Supondo que xr tem risco 
finito, então, pelo Teorema 3.2 tem-se que o EERM por escala de Tr é da.do por xr /w•, 
em que w• é qualquer constante que minimiza 

(32) 

Em particular, se a. função de perda é dada. por (28), tem-se que o EERM por escala 
de Tr é dado por 

xr.lE1[Xr] 
.IE1[X2rJ . (33) 

Quando utilizamos (30) o EERM por escala de Tr é da.do por xr /w• com wr representando 

qualquer mediana-escalar da. distribuição de xr para T = 1. o 
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Exemplo 3.4 Distribuição U(O, r). 

Considere que X1, . . . , Xn são variáveis aleatórias i.i.d. com distribuição U(O, r), r > O 
n 

e que o interesse é estimar r . Um estimador equivariante por escala parar é X(n) = V Xi. 
i=l 

Além disso tem-se que Xcn) é uma estatística suficiente e completa para r . . Dado que 

Z = (Xi/ Xn, ... , Xn-i/ Xn, 1) é uma estatística ancilar, então, pelo Teorema de Basu, tem­

se que Xcn) e Z são independentes. Considerando a função de perda (28), tem-se que o 
EERM por escala para r é dado por 

ó(X) = Xcn)lE\[Xcn)] = n + 2 X 
E [X2 ] n + 1 (n), 

1 (n) 

que não coincide com o ENVVUM der, que é dado por [(n+ 1)/n]X(n) , que também é um 

estimador equivariante por escala parar. o 

Exemplo 3.5 Estimador equivariante para a variância de uma distribuição nor­
mal com média conhecida. 

Considere X1, ... , Xn ~ N(O, 112) e admita. que o interesse é estimar 172 . Um estimador 
n 

equivaria.nte por escala para. 172 é ó0(X) = L X; que também é uma. estatística suficiente e 
i=l 

completa. Então, pelo Teorema de Basu, conclui-se que c50 (X) e Z são independentes, pois 

Zé uma estatística a.ncilar. Desta forma., considerando a função de perda (28), temos que 

um ERRM por escala de 112 é 

ó(X) = óo(X)JE1[óo(X)] 
lE1[ó~(X)] 

_1_t,x2 
n + 2 i~l •' 

(34) 

(35) 

pois JE1 [ó0 (X)] = n e JE1[ó~(X)] = n(n + 2). Neste caso, o ENVVUM de 17
2 é dado por 

n 

EXl/n. 
i=l o 

Teorema 3.3 Sob as suposições do Teorema 9.2 com função de perda {28), o EERM por 

escala para T é dado por 

* ) J:' r-(n+2> f(xi/r , .. . , Xn/ r}dr 
Ó {X = roo (n+3)J( / / )d , JO r- x, r, . .. , Xn r r 

(36) 

e, nesta forma, é chamado de estimador de Pitman de r. 
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I]J;,m: Veja. Schervish (1995, p. 352). ■ 

Lehmann & Casella (1998, p.170) mostram a expressão do estimador de Pitman para 

Exemplo 3.6 Distribuição Exp(Ã-1 
). 

Considere que X1, ... , X,. são variáveis aleatórias Li.d. tais que 

o·(x) 

que não coincide com o ENVVUM, que é dado por X, que também é um estimador equí­
variante por escala, porém, o EERM possuí risco uniformemente menor do que o ENWUM 
para a função de perda {28). o 

Na próxima seção consideraremos o processo de estimação equíva.riante nos modelos de 
· localiza.çã.cres~ala. 

4 Modelos de Localização-Escala 

Nesta seção estudaremos o processo de construção dos estimadores equívaría.ntes dos 
parâmetros de localização-escala considerando ambos os parâmetros desconhecidos. Salien­
ta.mos que estaremos focados em apenas um dos parâmetros por vez. 

Primeira.mente, vamos introduzir a família de localização-escala. Considera.mos que a 
densidade do vetor aleatório X= (X1, ... , X,.)T é 

~f (Xl - Ç Xn - {) , .. . , , 
T" T 1' 

(37) 
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em que o vetor de parâmetros 8 = (ç,-r)T é desconhecido. Este problema permanece 

invariante sob as transformações, 

(38) 

Nas próximas duas seções apresentaremos o procedimento para a obtenção dos esti­

madores dos parâmetros de escala e de localização, respectivamente. Note que este grupo 

de transformações é transitivo, o que, com a escolha de uma função de perda adequada, 

toma o risco constante com relação ao parâmetro de interesse. 

4.1 Parâmetro de interesse é o de escala 

Na Seção 3, os estimadores equivariantes por escala foram caracterizados como a razão 

entre em estimador equiva.riante por escala (função de um vetor aleatório pertencente à 

família de escala} e uma. função de um vetor de estatísticas ancilares para -r . O desenvolvi­

mento no presente caso é basicamente uma extensão daquele primeiro. Sob o grupo de 

transformações definido em (38), um estimador de -rr será equivariante por escala se, 

(39) 

Sendo asmm, temos que a classe dos estimadores equivariantes por escala pode ser 

descrita como 

o(X) = 6o(Y) 
w(Z) ' 

em que 60 um estimador equivariante por escala como em (39), Y = (Y1, ... , Yn-1?, 

Y; = Xi - Xn, i = 1, . . . , n - 1, Z = (Z1, .. . , Zn-1?, 

Y; Yn-1 
Z,= IYn-il'i=l, ... ,n-2, Zn-1= IYn-11· {40} 

Além disro, a densidade de Y possui estrutura. da família de escala e Z é uma. estatística 

ancilar para. 8 (Lehmann & Casella 1998, pg. ). 

Segue-se então, do Teorema 3.2, que o EERM para. Tr é dado por 
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(41) 

em que w*(z) é um número que minimiza (o risco) 

(42} 

Exemplo 4.1 EERM para a variância de uma distribuição normal com média 
desconhecida. 

Considere X1, •.. , X,. uma a.mostra aleatória de uma distribuição N(ç, r 2). Temos que 
T = (X, E:.1 (Xi - X)2) T é uma estatística suficiente e completa para 8 e Z é ancila.r. 
Logo, pelo Teorema de Basu, Te Z são independentes e, portanto, c5o(X) = Li=t (Xi -X)2 

e Z também o são. Além disso, ôo é um estimador equivariante por escala [(39), com r = 2]. 
Portanto, considerando a função de perda <J,(d/r2 ) = [(d- r 2) 2]/r4 , temos que, 

• lE1[6~(X)IZ] 1E1[6~(X)] ("21 + 1) (~) 4 
w (z) = lE1[ôo(X)IZJ = 1Ei{6(X)] = n -1 = n + l, 

pois ôo(X)=1 = Ef.,1(X, - X)2 ~ x!-t• Portanto, o EERM der será. 

1 n 
ô{X) = - E(X; - X)2. 

n+ 1 i=l 

o 

Exemplo 4.2 Distribuição Uniforme. 

Sejam X1, ... , X,. uma a.mostra aleatória de uma distribuição U (ç - i,{ + i) e con­
sidere o problema de estimar r com função de perda igual à do Exemplo 4.1 [com r = l]. 
Temos que T = (Xci),X(n))T é suficiente e completa e, pelo Teorema de Basu, é in­
dependente de Z (Lehmann & Casella. 1~8). Além disso, ôo = Xcn) - Xri) éum esti­
mador equivariante por escala [sob (38)] parar e também, é independente de Z. Como 
(Xcn) - Xc1)] ~ f3(n - 1, 2) se ~ = O e r = 1, temos que, 
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wº(Z) = IE1 [ó~(X)] = (n~~t{l1) = ____!:_ _ 
lE1 [óo{X)) n~l n + 2 

Dessa forma, o EERM de T será 

o 

4.2 Parâmetro de interesse é o de localização 

Tal como na seção anterior, o desenvolvimento aqui a.presentado constitui, essencial­
mente, wna extensão daquele a.present~o na Seção 1, Ca.p.3 de Lehrnann & Casella. (1998). 

As transformações definidas em (38), relacionadas aos espaços amostral e paramétrico, per­

manecem as mesmas. Contudo, a transformação relacionada. ao estimador deve ser 

5(a+bX) = a+ M(X), (43) 

e uma função de perda. é invariante sob essas transformações se e somente se for da forma. 

(d-e) L({,T,d) = p - T- . (44) 

Pela transitividade do grupo de transformações (38), a. função de risco será constante [vide 

Seção 2] , 

Para um valor fixo de -r, seja 

de tal modo que (37) se tome 

(45) 

O Lema 4.1 fornece um modo de se obter EERM de { em certas situações. 
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Lema 4.1 Suponha que para a família de localização (45) e função de perda (44), exista 
um EERM, digamos O-, considerando r conhecido e que 

i} o• não é junção de T, e 

ii} õ• satisfaz (,IS). 

Então é o EERM de { satisfazendo {.,lS). 

Ils!J: 
Como O- minirnim o risco, qualquer outro estima.dor terá. risco maior ou igual a ele. 

Como isso vale V r, então o resultado segue. 

■ 

Exemplo 4.3 EERM para a média da distribuição normal. 

Sejam X1, •.. , Xn uma amostra aleatória de uma distribuição N({, r 2), com ambos os 
parâmetros desconhecidos. Lehmann & Casella (1998) encontram õ• = X como EERM de { 
com a variância. conhecida, para qualquer função de perda ( 44) ( convexa e par; note que, no 
caso considerado por esses autores, ré uma constante conhecida) . Além disso, 15• satisfaz 
as suposiçõe.ci do Lema 4.1, pois não é função der e ó•(a+ bX) =a+ bX =a+ M•(X). 
Logo O- é EERM de { também neste caso. 

o 

Exemplo 4.4 Parâmetro de localização da distribuiçao unüorme. 

Sejam X 1, •.. , Xn uma amostra aleatória de U (€ - ½,{+½),com ambos os parâmetros 
desconhecidos e considere uma função de perda. da. forma L({,r,d) = [(d - {)2]/(r2). 
Lehma.nn & Casella (1998) demonstram que 15• = (X(iJ + X(nJ)/2 é o EERM de { quando 
r é conhecido. Pelas mesmas jl18tificativas apresentadas no exemplo 4.4, temos que ó* é o 
EERM de { também neste caso. 

o 
Entretanto, alguns estimadores não satisfazem as condições do Lema 4.1, como aqueles 

apresentados em Lehmann & Casella. (1998, p. 153 e 155). Sendo assim, é necessário o 
desenvolvimento de EERM's que não dependam das referidas suposições. 
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Teorema 4.1 Seja ó0 qualquer estimador de ç satisfazendo {49} e ó1 qualquer estimador 

de -r tomando valores positivos e satisfazendo 

ó1(a+ bx) = bó1(x), Vb > O, Va. 

Então, ó satisfaz {,13} se e somente se for da forma 

em que z é dado por {40) . 

.lli!!J: 

ó(x) = óo(x) - w(z)ó1 (x), 

(46} 

(47) 

Primeira.mente, pelo Lema. 1.6 (Lehmann & CBBe!la. 1998, p. 150), temos que ó satisfaz 

( 43) se e somente se for da. forma., 

ó(x) = ó0(x) - u(x)ó1 (x), (48) 

em que 

u(a+bx) = u(x) ,Vb > OeVa. (49) 

Suficiência. Considere que ó(x) = ó0(x) -u(x)ó1(x) e u(a+ bx) = u(x). Dessa. forma., 
temos que 

ó(a+bx) = óo(a+bx)-u(a+bx)ó1(a+bx) 

= a+ bóo(x) - bu(x)ó1 (x) 

= a+ b [ó(x) - u(x)ch (x)] =a+ M(x). 

Necessidade. Considere que ó( a+bX) = a+bó(X) e defina. u(x) = ( ó{x)-c5o(x) )/ ( Ó1 (x) ). 

Portanto, 

u(a +bx) 
ó(a + bx) - ó0(a + bx) a+ bó(x) - a - bóo(x) 

ó1(a + bx) - M1(x) 

= ó(x) - óo(x) _ ( ) 
Ó1(x) -UX. 
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• 
Logo, (48) e (49) são válidos. O fato de (48) ser válido se e somente seu depender de 

x a.través de z decorre do Lema 1. 7 (Lehmann & Casella ,1998 p. 151) e do Teorema 3.1. 

Por outro lado, um a.rgwnento semelhante a.o Teorema.1.10 (Lehmann & Casella 1998, 

p. 151) mostra que o EERM de {é, 

(50) 

em que w*(z) é um número que minimiza 

lEe=o,=1 [p(óo(X) - w*(z)ó1(X)) lz] = lEo,i [p(óo(X) -w*(z)ó1(X)) lz]. 

Em particular, se 

(51) 

não é difícil ver que 

*( ) /Eo,1 [(h(X)óo(X)IZ] 
w z = Eo,1 [ó?(X)IZ] . 

(52) 

Exemplo 4.5 Exponencial deslocada. 

Sejam X1 , ... , Xn uma amostra aleatória de uma distribuição E({, r) com ambos os 

parâmetros desconhecidos. Considere 60(X) = Xci) e ó1(X) = Ef=1 [x, - Xci)]. Como 

d= (ó0,ó1)T é uma estatística suficiente e completa para 9, ela é independente de Z pelo 

Teorema de Basu e, além do mais, é possível demonstrar que são independentes entre si 

(Lehmann & Casella 1998, p. ). Por outro lado, ó0(a + bX) = a + bX(l) = a + Mo e 

ó1(a + bX) = bIT:1 [x, - Xc1i] = M1(X). Sendo assim, o Teorema 4.1 pode ser aplicado, 

o que, unido à função de perda (51) e com o fato de que óo(X)=1 ~ E(O, 1/n) e ó1(X)r=l ~ 
r(n - 1, 1) (Lehmann & Casella 1998), leva a 

[ 
1--D!!l_ 

w*(z) = /Eo,1 [óo(X)61(X)IZ] = IEo,1 [óo(X)] IEo,1 ô1(X)] = nr(n-1) = .!_ 
Eo,1 [ó~(X)IZ} lEo,1 [~(X)) ~!:~i~ n2

· 
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Logo, o EERM de { é 

o 

4.3 Estimação Simultânea 

Nas subseções anteriores, mostramos _ como encontrar EERM para os parâmetros do 

modelo de localização-escala de fonna. marginal. Nesta subseção, apresentamos os resul­

tados obtidos por Prabakaran & Chandrasekar (1994) que estimam de fonna. conjunta os 

parâmetros (ç, rr) T no modelo de localização-escala (37). Inicialmente, são dadas algumas 

definições e conceitos necessários para o desenvolvimento desta subseção. 

Considere o grupo de transformações 

x• =a+bX, (53) 

que induzem à. transformação 8º = (ç",r•)T =(a+ bç,br)T, sob o qual o modelo (37) 

permanece invariante. Se d = (d1, ~f é uma estimativa de (ç, r'"? obtida no modelo 

original, então podemos relacionar a mesma com a estimativa. de (€", r-'") T obtida no modelo 

transformado, da forma. g(d) = dº = (a+bd1, brd2)T que é uma função apenas de d. Pode­

se mostrar (veja Praba.karan & Chandraseka.r, 1994), que uma função de perda é invariante 

sobre as transformações acima se e somente se 

L(fJ d)= (d1 -{ <½) 
' p T 'rr ' (54) 

e que o grupo G é transitivo sobre n = IR x JR+. Portanto o risco de qualquer estimador 

equivariante, calculado sob funções de perda <la. forma (54), não depende de 8. 

Definição 4.1 Um estimador (ó1, ó2? de({, rr)T é dito ser equivariante por localizaçã~ 

escala se ó1 e ó2 são estimadores maryinalmente equivariantes p01" localização e escala, 

respectivamente, paro { e rr, ou seja, se ó1 satisfaz {,(S) e Ó2 satisfaz {39). 

Definição 4.2 Uma junção vetorial u(x) = (u1(x},u2(x))T é dita ser invariante para o 

problema de localização-escala se 

u(a + bx) = (bu1 (x), U2(x)) T , Va E IR e Vb > O. 
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A seguir, mostramos a.lguna resultados importantes acerca. da caracterização dos esti­
madores equivariantes por localização-escala. de ({,-rr)T. 

Lema 4.2 Um estimador (<h(x), ó2(x))T é equivariante por localização-escala para({, Tr) 
se e somente se, para todo estimador equivariante (ó01 (x), ó02(x)f, existir uma função 
invariante por localização-escala u tal que 

61 (x) = 601 {x) - u1 (x), 

ó2(x) = ó02(x)/tL2(x). 

(56) 

(57) 

O seguinte lema fornece uma caracterização das funções invariantes por localização­
esca.la. 

Lema 4.3 Uma função u(x) = (u1(x), u2(x))T é invariante para o problema de localização­
escala se e somente se 

u1(x) = g(x)w1(z1, ... , Z..-1), 

U:2(X) = in2(Z1,., , , Zn-1), 

(58) 

(59) 

para alguma função positiva g tal que g(a + bx) = bg(x) e zi = (xi - x.,)/g(x) (i = 
1, ... ,n - 1). 

Perceba que se fizermos g(x) = lx..-1 - x..l, obtemos a. mesma. caracterização obtida. 
nas Seções 4.1 e 4.2, de forma marginal. Pode-se observar também que g, como definida 
acima., é um estimador equivariante por escala de T. 

Teorema 4.2 Seja (óo1(x) 1 ó02 (x))T um estimador equivariante de ({,Tr)T. Então uma 
condição necessária e suficiente para que (61(x), ó2(x))T seja um estimador equivariante 
por localização-escala é que ele seja da forma 

ó1(x) = 601(x)-g(x)w1(z1, ... ,.z,._1), 

ó2(x) = ó02(x)/w1 (z1, . .. , .z,._i), 

para algumas funções w1 e 1n2. 

~ : É uma. consequência. imediata. dos Lemas 4.2 e 4.3. 
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Considere D a. classe de todos os estima.dores equivariantes para (€, rr)T que tenham 

risco finito. Em particular, quando a função de perda é da forma 

d1 - ç d1 - ç d2 <Í,i 
( )

2 ( ) ( ) ( 2 L(O,d) = a11 -T- +2012 - T - Tr -1 + a22 rr - 1) ' (62) 

então um estima.dor 6* E D que minimiza risco sobre esta função de perda é denomina.do 

QA-EERM (Prabakaran & Chandraseka.r, 1994), com A = (a.;h:5iJ$2 representando uma 

matriz 2 x 2 simétrica positiva definida. A função de perda (62) é dita ser quadrática, 

conforme definido em Zacks (1971, p.102). 

Teorema 4.3 Considere X um uetor aleatório com densidade (97). Se 

i) L(ç, T, d1, <Í,i) = p ( ~' ~ ); 

ii) existir um estimador equivariante 60 = (ôo1, do2? com risco finitô; 

iii} Para cada z = (z1, ... , z,._1) T, existir uma função vetorial w*(z) que minimize 
E[p(ô01 (X) - g(X)w1(z),ô02(X)/'U'2(z))/z], com o operador esperança sendo calcu­
lado quando O = (O, 1) T. 

Então um EERM 6* = (<5~ ,ô;? existe e é dado por 

ôi(X) = 801(X) - g(X)wr(z), 

ô;(X) :::: ô02(X)/w2(z). 

~: Analóga à demonstração do Teorema 3.2. 

(63) 

(64) 

■ 

A abordagem acima é bem geral e fornece uma estimação simultânea de ç e Tr. Esco­

lhendo a função de perda de forma apropriada, pode-se obter os mesmos EERM para ç e 

rr obtidos {de forma marginal) nas subseções anteriores. Para isto, basta escolher de forma 

conveniente a ma.triz A. 
Considerando que a função de perda seja da.da por (62), Prabakaran & Chandraseka.r 

{1994; eq. 3.6 e 3.7) obtêm expressões explícitas dos EERM de (ç, r'Y que dependem da 

particular escolha da matriz A. Os autores mostram também que, quando o interesse é 

estimar O = ( ç, r) T, o EERM por localização-escala independe da escolha. da ma.triz A é e 

da.do por 6*(X) = (d;(X), <½(X)? com 

ô*i(X) = 8 (X)_ ô (X)E[ôo1(X)ô02(X)IZ] (65) 
OI 02 JE[8~(X)JZ] ' 

<i;(X) = ô02 (X)JE[<f02(X)JZ] (66) 
JE(<f~(X)JZ] 
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que coincidem com os EERM margina.is de ç e -r, dados por {50) e {41), sob a.s funções de 
perda quadráticas (51) e (28), respectiva.mente. 

Além disso, Pra.bakaran & Cha.ndrasekar (1994) concluem que sob funções de perda. 
quadráticas, os EERM de ({.-rrf, r > 1, não coincidem com os EERM de { e Tr obtidos 
de forma. marginal, e que esta düerença pode ser atribuída ao fato de que 6 = ({, -r)T 
é o parâmetro natural enquanto que (ç, rr? é uma função paramétrica. de 6. Dentre 
outras propriedades, Pre.bakaran & Chandrasekar {1994) caracterizam o QA-EERM (ca­
racterização semelhante à do ENVVUM) de 6 e mostram que se ele existe, então é único 
q.c. (ta.is propriedades podem ser e.plicadas nos resultados obtidos nas subseções anteriores 
quando se tem interesse em estimar marginalmente ç ou T sob funções de perda quadráticas 
das formas (51) e (28)). 

Exemplo 4.6 Distribuição E({, r) 

Suponha que X1 , ... , Xn ~ E(ç, r) e que se tem interesse em estimar obter o EERM 
de 6 = (e,r)T, considerando a função de perda (62). Como discutido anteriormente, tem­

se que o EERM por localização-escala de 6 independe da particular escolhe. de. matriz A 
e é dado por õ•(X) = (ói(X),ói(X))T, com ~(X)= Xc1) sendo o EERM marginal por 
localização de { sob a função de perda (51) e ó;(X) = Li=i (X<•l - Xci)) sendo o EERM 
marginal por escala. de T sob a função de perda {28), como mostrado anteriormente. Dado 
que o EERM por localização-escala existe, conclui-se também que ele é único q.c.[P]. o 

5 Aplicação em modelos lineares e ENVVUM 

Os modelos de regressão constituem uma das mais importantes ferra.mentes de análise 
estatística. Nesta seção, apresentaremos alguns resultados de estimação equivaria.nte e não­
viciada de variância uniformemente mínima, a.plicados à classe de modelos de regressão nor­
ma.is lineares. Existe uma. vasta. literatura sobre esses modelos, dentre as quais destacamos 
Scheffé (1959), Seber (1977), Sea.rle (1987), dentre outros. 

Antes de a.bordamos propriamente os processos de estimação, vamos definir o chamado 
Modelo Linear Geral (normal) (Searle, 1987), qual seja, 

(67) 
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em que os X.'s são independentes e e1, . . . , e,. E Ilo que é um sul:respaço linear de dimensão 

s de E,.(s < n). 
Para evitar problemas de não-identificabilidade (Searle, 1987) e para facilitar o processo 

de obtençao de estatísticas suficientes e completas para a estimação NVVUM (Lehmann & 
Casella, 1998), é conveniente reduzir e.ste modelo à forma canônica através da transformação 

ortogonal 

Y=XC, (68) 

que leva a 

em que,,= (111, · ··,'7n)T e e= (E1, ···,Çn?· Note que a transformação {68) é 1 a 1 e, 
além disso, o Jacobiano é igual a 1. Segue-se daí, devido às propriedade.s da distribuição 

normal multivariada (Mardia et al, 1979), que Y ~ N(11,u3In), pois 

notando que C é ortogonal, com 1,. representando a matriz identidade de ordem n. De­
notando por e[ a i-ésima coluna de C, é desejável escolher e; de tal modo que c1, ... , e, 
gerem Tin [para garantir a identificabilidade]. Então, 

e E II<==} e for ortogonal às n-s colunas restantes de e. 
íl 

e E TI <==> '1.+1 = . . . = '1n = o. 
n 

Em termos dos Y 's , temos que, 

{ 
N(TJ;,u2),í = 1, . .. ,s, 

Y;= 
N(O,u2),i = s + 1, ... ,n. 
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Note que, E" varia em Tin e 'li, ... , 11. varia. irrestrita.mente sobre E, com '1,+1 = ... = 11,. = O. 
Nesta. representação T = (Yi, ... , Y,, S2) T, S2 = Ej,,.,+1 Y/, é uma. estatística suficiente 

e completa para ('li, ... , '7., u2f {Lehmann & Casella., 1998). O teorema. a seguir apresenta 
um modo de obter 08 EERM e ENVVUM dos parâmetros de interesse. 

Teorema 5.1 

i) Os ENVVUM's de Et,..1 }..fJ; (>. 's são constantes conhecidas) e u 2 são ~ 1 >..Y; e 
S 2/(n - 2), respectivamente. 

ii} Sob as transformações 

~•=Y;+a.(i=l, ... ,s) ~•=Y;(i=a+l, ... ,n), 
n 

11:=1J;+a;(i=l, ... ,s), d"'=d+1:a.>.;, 
i=l 

comfunçã!J de perda L(11,d) = p(d-E!-1 >..11;), em que pé convexa e par, o ENVVUM 
E;=1 >.;Y; também é o EERM de I;:.1 >.,T/;, 

iii} Sob a função de perda (d - u2) 2 /u4 , o EERM de u2 é S2 /(n - s + 2). 

i) Basta observar que os estimadores propostos são não-viesados e, além disso, funções 
de estatísticas suficientes e completas, no caso (Yi, ... , Y., S2f. 

ii) Note que o grupo de transformações é transitivo e a função de perda é invariante 
por localização e portanto, o risco é constante. Por outro la.do, note, denotanto 
ó(Y) = I;:.1 >..Y;, que 

6 (Yi + a1, Y2 + 112, .. . , Y. + a,, Y,+1, ... , Yn) = 
• • 8 • L >..(Y; + Ili) = L ,\; Y; + L À;!lí = ó(Y) + L >,.a;. 

i=l i=l i=l i=l 

Ou seja., o ENVVUM também é equivariante por localização. Pelo Toorema de Rao­
Bla.ckwell (Lehmann & Casella, 1998), temos que, para qualquer função de perda 
convexa., o risco de ó(Y) é menor ou igual a.o de qualquer outro estimador. Logo, 
ó(Y) é o EEMR de E: .. 1 >.,T/,-
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iii) Segue essencialmente do exemplo 4.1. 

■ 

É conveniente expressar os estimadores desenvolvidos em termos das variáveis originais 

X ao invés de Y (lembre-se de que a transformação é 1 a 1). Para tal, vamos introduzir o 

seguinte conceito. 

Tome e E IIn, então os estimadores de mínimos quadrados destes são (~1, ... , {n) que 

minimizam Li=l (X, - {;)2 , sujeito à condição ( E IIn-

Teorema 5.2 Sob o modelo (67), o ENVVUM de ~ 1 'Y;Ç; é E~i 'Yi; -

f2g[J,: Pelo Teorema 5.1 e a completividade de T é suficiente mostrar que I:f=1 -ri; é uma 

função linear de Yí, ... , Y. e que é não-viesado para E;!.,,1 'Y;{;. 

Note que 

• n 
= })Y. _ 77;)2 + I: ~2 . (69) 

i=l i-a+l 

O lado direito de (69) é minimizado por ÍJ; = Y., i = 1, ... , s, enquanto que o lado esquerdo 

por {1, ... ,ln• Assim, temos que ('1 = ec) 

fj êC ⇒ (Yí ... YsO .. . O)= ({1 ... {n)C 

⇒ ê = (Y1 ... Ys o ... o)c-1
. (70) 

Como ./E(() = 71C-1 = ecc-1 = e, ou seja, é um estimador não-viesado, e de {70), 

vemos que são funções lineares do vetor Y. ■ 

Agora, vamos reinterpretar as considerações sobre equivariâ.ncia em termos daa variáveis 

originais. Antes, precisamos definir o grupo de transformações que deixam o problema 

invariante. As transformações conduzidas nos Y's (Teorema 5.1) em termos das variáveis 

Xi, ... , Xn, tomam-se 

X* = X + b , b = (b1 1 ••• 1 bn) T E II , 
{1 

n 

e·= e+ b E II, tr =d+ I)n;-
º i=l 

27 

(71) 



Podemos então estender o Teorema. 5.1 para. o seguinte Corolário. 

Corolário 5.1 Sob as tmnsformações (71}, Ef=1 'Y€;é o EERM de Ef,.1 -y,ç; com função 
de perda p(d - Ef.1 "(;ç;) conve:ro e par. 

~: Notando que de (70) €; = Li=l e;;¾, j = 1, ... , n, então LJ=l 'Y;€; = Li=I ct¾, 
com e;= LJ=l -y1c.; e o resulta.do segue do Teorema. 5.l(i). ■ 

Para. obter o ENNVUM e o EERM de u2 em termos do vetor X, é necessário a.penas 
expressar S2 em função desse vetor. Note que, da minimização de (69), temos 

n n 
'(""' -2 '(""' :1 2 ""'(X, - €,) = ""' Yj = S . (72) 
, ... 1 i=.+1 

Logo, o ENNVUM e o EERM de u2 são, respectivamente Teorema 5.1 (iii), 

Li-1(X, -€;)2 ~1(X, -{,)2 

e . 
n-s n-s+2 

Vamoe agora. ilUBtr8" os resultados apresentados. 

Exemplo 5.1 Anova com 1 fator 

Suponha que X;; ~ N(ç,, o-2), i = 1, ... , s;j = 1, . .. , n. e que sejam independentes. 
Do Corolário 5.1 temos que, para encontrarmos os ENVVUM ou EERM de combinações 
lineares de ç, basta encontrarmos os estima.dores de mínimos quadra.dos. Estes, por sua 
vez, são os valores ê que minimizam, 

que resulta em 

Além disso, de (72), temos que o ENVVUM de a 2 é 

o 

28 



Exemplo 5.2 Anova com 2 fatores. 

Considere Xi;k ~ N({;;,u2
), i = 1, . . . , I,j = 1, ... , J, k = 1, ... , m. Uma reparame­

trização usual para este modelo é 

com as seguintes restrições de identificabilidade 

I J I J 

Lªi = LfJ; = L1'i; = L'Y;; = o. (73) 
i=l jzl •-1 j=l 

Usando as restrições (73) temos que ( o ponto representa a média calculada no índice de 
interesse), 

Então, 

ou ainda, 1',; = ({;; - (.) - [(ç;, - (.) + ((; - (.)]. Note que o; é o efeito médio do nível i 

do primeiro fator, f3; é o efeito médio do nível j do segundo fator e 1',; é a diferença entre 

o efeito conjunto dos dois fatores e a soma dos efeitos dos fatores separados de cada um 

( chamado de interação). 

Os ENVVUM's desses parâmetros (efeitos) seguem imediatamente do Teorema 5.1 e do 

Exemplo 5.1. Essencialmente, os ENVVUM's são obtidos calculando-se os estimadores de 

mínimos quadrados do vetor (, que neste caso são ( denotando pelo ponto a média calculada 

num determinado índice), 

µ-=X &·=X - X /3-. =X· - X ::v .. = X· - X - X·+ X ••• J ' 1,.. • .. , J ·J· ... , IIJ 1J. 1.. •J • ·••. 

Analogamente, o ENVVUM de u2 é 
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1 m J I 2 

IJ( -1) L E:l:(X,jk - Xi;.) . 
m k=lj=li=l 

Note ainda que, do Corolário 5.1, os EMQ (estimadores de mínimos quadrados) de ê 
são também os EERM, sob uma perda convexa, par e invariante por localização. 

o 

Estes resultados podem ser generalizados para. experimentos fatoriais, ou seja, experi­

mentos que envolvem um número geral de fatores. 

Podemos ainda. considerar situações em que restrigimos o interesse em estimadores não­

viciados e funções de perda quadrática mas, por outro lado, desconsiderando a normalidade 

e a. independência. 

Suponha que consideramos de (67) somente suposições a respeito dos dois primeiros 

momentos, 

JE(X,) = e,, ( E II, Va.r(X,) = u2
, Cov(X,, Xj) = o, Í 1' j, 

11 

sem considerarmos as suposições de independência ou normalidade. 

(74) 

Teorema 5.3 (Gauss) Para os estimadores de Mínimos Quadrados. Sob as su­

posições (74), I:- -ri, do Teorema 5.2 é ENVVUM, dentre todos os estimadores lineares, 

de E:=1 'Y,ç,. 

JJmJ: 
Este estimador também é nã.o-viesado, nas referidas condições. Seja E:'=t e.X, qualquer 

outro estimador linear nã.o-viesado de Ef:,1 -y,{,. Como E:': -y,{, é o ENVVUM no caso 

normal e a variância de funções lineares dos X.'s dependem somente do primeiro e segundo 

momentos, segue-se que Var {r:i1 -y,{,} $ Var {E:'-1 e.{,}. Então, E:'=t -ri, é o ENNVUM 
dentre todos os estimadores lineares nã.o-viesados. ■ 

Corolário 5.2 Sob as suposições (74) e com perda quadrática, E:'=1 -ri, é o EERM com 

respeito as trasnformações {71} dentre todos os estimadores equivariantes lineares de 

E:=1 -r.e •. 
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[lg]J: &te resultado segue do Lema 1.23 (Lehmann & Casella 1998, p. 157), p. 157], dado 
que I:=t 1'iêi é o ENVVUM (dentre os estimadores lineares) e além disso é equivariante. ■ 

Para finalizar, gostaríamos de salientar que os resultados apresentados nesta Seção 
podem ser estendidos para Modelos Lineares Mistos, como no Teorema 4.14, Lehma.nn & 
Casella (1998, p. 185); veja também Ha.rville (1976). 

6 Conclusões e comentários adicionais 

Verificamos que, em sua ~eia, os estimadores equivariantes podem ser construídos 
a partir de um estimador equivariante qualquer e de uma estatística ancilar. Além disso, se 
este estimador equiva.riante escolhido for função de uma estatística suficiente e completa, 
ele será. independente da estatística ancilar em questão e isso facilita a obtenção do EERM. 

Desde que se restrinja aos estimadores lineares, a estimação NVVUM, no contexto de 
modelos lineares, não fica comprometida sem a suposição de normalidade e, além disoo, estes 
estimadores podem ser obtidos em várias situações, inclusive para os efeitos aleatórios em 
modelos mistos (Ha.rville, 1976). 

Além das situações apresentadas neste trabalho, família de localizaç~a e alguns 
modelos lineares, podemos citar Zacks (1971), Schervish (1995) e Lehmann & Casella (1998) 
que discutem estimação equivariante no contexto bayesiano, Borovkov {1998, Seção 47, p. 
281) que define os testes de hipóteses invariantes e a.presenta algumas propriedades 
destes testes e Alexander & Chandraseka.r (1999) que, dentro do contexto de Análise de 
Sobrevivência (amostra com censura), discutem o problema. de estimação equiva.riante dos 
parâmetros do modelo exponencial. 
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