Sobre dois problemas em espagos de Banach

Eloi Medina Galego

IME-USP

No que segue, sendo K um compacto disperso e X um espago de Banach, denotaremos
por C(K, X) o espago de Banach das fungoes continuas definidas em K a valores em X
com a norma do supremo.

Se I' é um conjunto qualquer e (X} er é uma familia de espagos de Banach, (ZX.,)D
denotard a soma zero desses espagos com a norma do supremo. Quando X, = IR‘T‘;I; er
indicaremos esse espago por Cy(T).

Usaremos as mesmas notagdes de [D] € [DS] e s6 lembraremos que se X e Y sio espagos
de Banach entdo X —— Y indicard que existe uma transformagao linear continua de X

sobre Y, isto é, ¥ é um quociente de X e X — Y (respectivamente X — Y) significard

que Y contém um subespago (respectivamente complementado) isomorfo a X.

Problema 1.

A molivagéo do primeiro teorema desta nota segue do seguinte: em [G] foi provado que
se C(K,X) — H, onde H é um espago de Banach separdvel, entao existe n, ! < n < w
tal que X™ — H ou H ——+ cp(IN).

Na tentativa de remover a hipdtese de separabilidade de H neste resultado, observemos:

1. Se ¢,(IN) & H, entdo pelo teorema 8 de [G] e pelo Leorema 2.2 de [SF|, segue que
sob a hipétese C(K, X) —=+ H, tem-se que existe n,1 < n < w tal que X" — H ou

co(IN) <+ H (e portanto H —— co(IN).
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2. Se {;(IN) — H e ainda {,(IN) < H veja por exemplo o teorema 6 de [TL], como
£1(IN) == co(IN), (veja [D]), segue que H —— co(IN).

3. Resta-nos considerarmos o caso H ndo separdvel, co(IN) — H (veja o teorema
8 de [G]), {1(IN) — H e ({(N) 72» H: o contra-exemplo natural, seria pois tomarmos

H = ((IN), e entdo provamos:

Teorema 1. Seja ' um conjunto qualquer e (X )yer uma familia de espagos de Banach.

Se (Z,\’.,)o — ((IN), entdo existe v € [" tal que X, — foo(IN).
yel

Demonstragao. Seja S} a bola unitdria de (ZX.,)U com a (ZX.,)O - topologia, pelo
~€l yer
teorema 4 de [T)] existe ¢ : § N — S} um homeomorfismo do compactificado de Stone-

Cech de IN sobre a imagem.

Mas (3_X,)* = (3 X)) e portanto 8 = {(z*(7))y € (3_Xsh le:c M < 1}
el ~el ~v€eT

Para cada ¥ € I, seja S5 a bola unitdria de X com a X, - topologla.. Lem-
brando, agora, que o }_ - produto PZ{S; : 4 € I'} com ponto base (w(y)),, onde
w(y) = 0,Y 7 € T, é o subespago do produto cartesiano EFS; de todos os elementos
(y* (7)), tal que {7y € T : y*(y) # 0} é cnumerdvel (veja [M] pag 296), a fungio identidade
i8] — Py-{Sy: 7 €T} é continua; de fato, se (z¢)¢ é um nel em S; couvergindo para
1" € S, na (z.\’-,)o - topologia, pondo =z = (z¢(7))y, Y€ e z* = (z*(7))y, entdo fixados

~yel

70 € [ ¢ I,y € X4, ¢ considerando z = (z(7))y em (D_X,)o definido por z(y) = 0 se
v€T
7 # 70 ¢ 2(70) = T, temos que

z(z) & 2°(2), isto é 2}(70)(30) 5 2" (70)(z4o), logo

z¢(70) £ 1*(70) na X,, - topologia e portanto z¢ L2t em Pz{S; :yerl}

Consequentemente ip é um homeomorfismo sobre a imagem e pelo teorema 2 de [M), segue

que cxiste 7 € I' tal que S na X, - topologia contém uma cépia homeomorfa de SN e
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novamente pelo teorema 4 de [T] concluimos que para esse v € I' temos X, —— £5,(IN).
O

O teorema acima leva-nos a observar o seguinte:

Observagao 1. Usando os argumentos apresentados na prova da proposigao 1.b de [G]
e o teorema 2.2 de [SF] pode-se provar que sendo I um conjunto qualquer, (X, ),er uma
familia de espacgos de Banach e A um espaco de Banach, se (z X,)o — H entao existem
um inteiro n e 71,72, *,¥n € I' tal que X\, ® X, & ---@3?:,, — H ou H —+ co{IN).

O Leorema acima resolve o problema 2 de [G] e junto com a observagdo anterior ele

moliva a procura da solugao positiva para o seguinte problema.

Problema 1, Se C(K,X) — H, entdo existe n,1 < n < w tal que X® —— H ou
H — ¢o(IN) ?

Problema 2.

L.embremos que dado um espago topologico S, a densidade de S, dens S, é o menor
cardinal i para o qual existe um subconjunto de S de cardinalidade m que é denso em
S e dado um espago de Banach X, dim X, é o menor cardinal m para o qual existe um

subconjunto de X de cardinalidade m que gera um subespago denso em X.

Observagao 2. Nio é dificil ver que se C' ¢é um subconjunto convexo fechado do espago de
Banach X, entao dens €' = dim X e que dens C = dens,, C, onde dens,, C é a densidade
de (" na X* - topologia de X; veja por exemplo [GS].

O proximo problema é motivado pelos trabalhos [G], [GS] e [GA] como veremos nas

observagoes 3 ¢ 4 abaixo.

Problema 2. Sejam I” um conjunto infinito, (Xy)ycr uma familia de espagos de Banach
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e H um espago de Banach com dim H = card I'.

Se H — (ZX.,)O, entao co(I") S H ou existe Ty C T, card 'y < card T tal que
~vel’

H— (YX)0?
~erlr

Observagao 3. Se X, = R para todo v € T, entdo pela demonstragao da proposigao 1
de [GA] ou pelo lema 6 de [GS], temos co(I") <> H.

Observagao 4. Se card I' = X, entdo pela proposigiao 1 de [G], temos que co(IN) S H

ou H — (ZX.,)D, onde card Ty < xo; logo basta considerarmos o caso card I’ > x, e
Y€l

neste caso, lembrando que um espago de Banach H é W C G se existe um subconjunto

compacto de H na H* - topologia que gera um subespago denso em H, usando as idéias

de [GS], obtemos:

Teorema 2. Sejam I' um conjunto com card I' > x1, (X)yer uma familia de espagos de
Banach separéveis e H um espago de Banach W C G, com dim H = card T'.

Se H — (3" X.)o, entdo co() > H.
7€r

Demonstragao. I. Para cada subconjunto A de I' com card A < card I, existe
z € H,z # 0 tal que Vv,7 € A, tém-se z(y) = 0.

De fato, caso contrério, existe um subconjunto A de I' tal que a fungdo restricao a

A ry: (EX.,)() — (ZX.,)O é injetora.
~€erl YEA
Seja C um subconjunto convexo compacto na H* - topologia de H de card I’ que
gera um subespac¢o denso em H, logo A, é um homeomorfismo sobre a imagem na
H* - topologia de H e na (ZX';)l - topologia de (}:X.,)o.

YEA ~eA
Usando a observagio 2 segue que

card I' = dim H = dens C = dens,, C = dens,, ra(C) = dens ra((").

E como dens r4(C) < card A se A for infinito e dens r4(C') € xo se A for finilo, teriumos
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card [' € card A ou card " € xg; absurdo.

1I. Lembrando que o suporte de z € (ZX.,)O é o conjunto {y € I' : z{y) # 0},
~el
afirmamos que existe uma familia {z,},er de elementos de H, com ||z,|| =1, Vy € T

com suportes dois a dois disjuntos.

De fato, usando I, se tomarmos uma familia {z.},e; maximal de elementos de H,
com suportes dois a dois disjuntos e com ||z,|| = 1, ¥y € I, segue que necessariamente
card J = card [

I11. Para cada y € T, denotaremos por I'y o suporte de z.,, onde {2} er € uma familia

obtida em II; e para cada z € (Z,\’T)o, denotaremos por zr, o elemento de (ZX'?)" que
yerr Yyer
€ a restrigdo de z a I, e é nulo fora de I,.

Utilizando o teorema de Hahn-Banach, existe, para cada v € T, ¢} em (EX.,)(‘, tal
Y€l
que [lgsll = ¢3(z4) = 1 e p3(z) = 3(zr,), Yz em (DX, )o.
~€Tl’

Afirmamos que a familia {3(1)z ) er é somdvel, Vz em (EX-T)Q; de fato, dado £ em
el

(3"X3)o e € > 0 existe um inteiro n e 1, 7z, - -, 1n em " tais que se 7 verifica [|z(7)]| > ¢,
A€
entdao y € /7L, I'y, ou y ¢ Uyerly.

Seja F um subconjunto finito de [" tal que F N {71,712, *,Ta} = @, logo
L = L] = . < A
IIEm(z)qul max |3 (z)] = max |} (zr, )| < €

Portanto a familia {¢}(x)z,},cr é somavel e claramente P(z) = ng;(r)x., define uma
4€l

projecao de (Z:X-Y)o sobre [{z}4er] que é isométrico a ¢o(’). O
~el
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