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Conhecemos bem o fato de que espagos normados de dimensao algébrica ﬁni@ s‘é.o
sempre completos. Outro fato conhecido é que espagos de Banach de dimensao infinita
tém base algébrica nao-enumeravel. A demonstragao deste resuitado muitas vezes ¢ dado
como exercicio nos livros de analise funcional e depende do Teorema de Baire ou d.o
Teorema de Hahn-Banach. Nosso objetivo neste trabalho e dar uma demonstracao mais
elementar.

Proposicio: Todo espago de Banach de dimensao algébrica infinita tem base nao-
enumeravel.

Seja (E. || ||) um espago de Banach e suponha. por absurdo. que tenha base enumeravel
{e1,€2,€3,--+} com |l&]| = 1, para i € IN*. Construiremos uma sequéncia de Cauchy
que nao € convergente.

Definimos r; = inf{||z +e¢;|| : = € Si—1} = d(e;+ 5i-1,0) ¢ > 2. onde S;_, éo subespai;o
gerado por ey, ey, ....¢-;. Como S;_; tem dimensao finita temos que ¢ fechado e entao
ri >0, pois e; & Si 1 E r; < |le; + 0| = 1.

n
i > 2. A sequencia u, = Zt,-e,- é a sequencia

1=1

Agora seja t; = 1,t, = % ety = 5*,1‘

que nos dara a contradigao.
Sobre {r;} e {t;} podemos afirmar (e demonstra-se por inducao)
1 1

0 <tipr < 3—k"it|‘ < _3:+—k——1-’ (g

o

g2l

Dai temos que {u,} é de Cauchy:

n n n l

n>m: ||un—um| = | Z tied| < Z B € Z = =20

i=m+1 1=m+41 1=m+1

m
Logo u, % u =) _ase;, a; € R, pois o espago é de Banach e temos uma contradigao:

i=1

VTL >m+ I ¢ Hu,, et lL“ = ” (tl o (l,')C,‘ + thcm.,,l -+ z tjej“

1 J=m+2
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E a base algébrica de £ é nao-enumeravel.
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