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Conhecemos bem o fato de que espaços normados de dimensão algébrica finita são 
sempre completos. Outro fato conhecido é que espaços de Banach de dimensão infinita 
têm base algébrica não-enumerável. A demonstração deste resultado muitas vezes é dado 
como exercício nos livros de análise funcional e depende do Teorema de Baire ou do 
Teorema de Hahn-Banach. Nosso objetivo neste trabalho é dar uma demonstração mais 
elementar. 

Proposição: Todo espaço ele Banach de dimensão algébrica infinita tem base não­ 
enumerável. 

Seja (E, 1111) um espaço de Banach e suponha. por absurdo. que tenha base enumerável 
{ e1, e2, e3, · · ·} com li e; li = 1, para i E IN*. Construí remos uma sequência de Cauchy 
que não é convergente. 

Definimos ri = inf { llx + e;il : X E si_i} = d( e;+ si-1, O) i 2: 2, onde si-1 é o subespaço 
gerado por e1, e2, ... , ei-l· Como 5;_1 tem dimensão finita temos que é fechado e então 
r; > O, pois e, ~ S;-1E ri :S i\e; + OI\ = l. 

n 

Agora seja t1 = 1, t2 = ½ e t,+1 = f; i 2: 2. A sequência Un = L i.e, é a sequência 
i=I 

que nos dará a contradição. 
Sobre {ri} e {t,} podemos afirmar (e demonstra-se por indução) 

1 1 
O< t k < -r t < --· i >_ 2: J.: >_ 1 •+ - :Jk ' 1 

-- 31+k-l, 

Daí temos que { Un} é de Cauchy: 

n > m: 
n n 

l\un - ttmll = \1 L l;e;il < .L 
i=m+l i=m+l 

m 
Logo Un n~ u = L a;e;, a, E IR, pois o espaço é de Banach e temos uma contradição: 

i=I 

m n 

Vn > m + 1 : \\un - tt\\ = \11::(t; - a;)e; + lm+iem+I + L ljei\\ 
i:::::l 
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--------------- 
n-m-1 

> im+11'm+I - L lm+I..-; 
J=I 

> n-~-l rm+llm+l rm+1im+l 
im+lrm+I - L .. 3; > 

;=l 2 

::::} /lun - ull ~o 
E a base algébrica de E é não-enumerável. 
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