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Introdu~ão

Seja A um operador diferencial parcial de ordem 2m ,cujos
n

coeficientes sejam fun'ções infinitamente de r í váve í s e limitadas em R+

e sejam operador~s;1fronteira de ordem mj < 2m

cujos coeficientes sejam funções ~nfinitamente deriváveis e limitadas
em Rn-l Nessas condições, (A, (B.) ) define um operador

J O ~ j ~ m-l

(v. definições e notações no no. 1).

linear e contínuo do espaço W2m,p(Rn) em+
m-l - í,LP(Rn) n 2m - mj p (Rn-l)x W+
j=O

,
E natural procurar determinar sob que condiç~es o operador

(A, (B.) ) possui um inverso à direita, limitado, pois a
J O ~ j .& m - 1

= f

exis~ência de tal inverso, determinaria a existência de soluções do
problema ao limite

=

No presente trabalho, demonstraremos que, se (A, (B.) )
J O ~ j ~ m - 1

,
INo caso p = 2 ,a transforlJla~ãode Fourier é o instrumento

apropriado para se abordar o problema acima (V. L12]). No caso p ~ 2,
porém, tal método é, como se sabe, inadequado. Devemos utilizar técnicas
mais elaboradas como a teoria dos operadores singulares integrais de
Calderón e Zygmund.

é um sistema elítico regular (Vo definicão 1) então existe um inverso à

direita local (V. teoremas 3 e 4). Tal fato acarretará que, se f ,
e



i 1 ~ t W2m,p (B+)mais do que sto, a saber, que a so uçao u per ence a
B+ é utna semi-bola qualquer em R~ com centro na origemo

A existência local de soluções é um primeiro passo para se obter

onde
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dada em com suporte compacto contido na semi-bola unitária B~

w2m-mj-~,p (~), O ~ j ~ m - 1, com suportee se é dada em

compacto cont í.do na bola unitária L 1 de n-lR

/
/'

, exist~ uma solução

u do problema (1), pertencente a W2m9P (B~)o Na realidade, demonstraremos

soluçõesglobals do problema (1) num aberto de Rn com fronteira regular.
Como ~,liçlções de nossos resultados, mencionaremos que êles podem

ser utilizados em questões ligadas ao estudo de problemas elitícos não- .homogêneos, na linha dos trabalhos de Lions e Magenes [9J, bem como ao
estudo das realizações, com condições de contdrno gerais, no sentido de

.Browder [3J, do problema (A, (Bj) ).
O ~ j ~ m - 1

Apresentaremos, nêste trabalho, uma aplicação à chamada desigualdade
ª priori para soluções do problema elítico (Vo noo 4)0 A desigualdade a
pr10ri, demonstr~da por vários autdres, entre os quais citaremos Ag~on,
Douglis e Nirenberg [lJ e Browder [5J, constitui-se num instrum~~to
fundamental para a determinação de soluções do problema elítico num aberto
de . Rn com fronteira regular o

Em [5J,.Browder formulou a desigualdade a priori da maneira a mais
egeral, demonstrando-a, porem~ num caso mais particular, suficien~e em

muitas da~ aplicaç~so No entanto, é a formulação a mais geral da
"desig~áldade a priori'que deve ser utilizada na demonstração da existência

de soluções do problema global num aberto de Rn com fronteira regular

Demonstraremos, utilizqndo o teorema 3~ como é possíve~ reduzir o
caso mais geral da desigualclade a priori, .ao caso part í.cu Lar-;
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o plano dêste trabalho ~ o seguinte. No no. 1 apresentamos as
notações a serem usadas, a definição dos espaços de Sobolev, os enunciado ..
dosAteorema de imersão de Sobolev e do teorema de traço.

No no. 2, demonstramos o teorema 1 e seu corolário que estabelecem
propriedades do produto de composição de um núcleo homog~neo, com uma
função de LP ou de Wk,p O t~orema l.e,seu corolário, demonstrados,
essencialmente, no trabalho de Bro~der [3J, página 137, constituem-se
nos resultados básicos que empregaremos no no. 3 para demonstrar a
existência local de soluções do problema ao limite não homogêneo.

O número 4 cont~m a aplicação à desigualdade a priorl acima referida.
No número 5, generalizamos para o caso de'operadores com coeficientes

variáveis, os teoremas demonstrados nos n~meros precedentes para operadores
com coeficientes constantes.

Agadecemos ao Prof. F. E. Browder por várias sugestoes e críticas.
Nossos agradecimentos ao Prof. Leonard Gillman, Diretor do Departamento
de Matemática da Un í.ver sízí ade de Rochester que colocou à n\o~sa d,ispOsição
os recursos materiais necessários para a publicaçao dêsta tese.l

Finalmente, nossos agradecimentos ao Prof. Edson Farah por ter
acolhido com simpatia a id~ia de apresentarmos ap~esent~ tese ao
concurso de Livre Docência da Cadeira de Analise Superior da Faculdade
de Filosofia, Ciências e Letras da Universidade de são Paulo.

Rochester, março Qe 1966.
1This ~ork ~as supported, in part, by NSF Grant GP 5667.
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L Nota9ões' e preliminares

Seja Rn o espa90 euclideano de dimensão n. Indicaremos por x =
= (x1'---,xn) um

[x ]

element0~ variável de
= J:2+ +x 2

1 n

nR 'epor

a distância de x à origem. -J

Por R n
+ indicaremos o 'emi-espayo

{ x ERn: xn > o }
e por R+n indicaremos o fecho de" R+n em. Rn.

Em várias ocasiões usaremos a nota~o
Xl = (xl'---,xn_l)

para representar um elemento de Rn-l e a letra t para representar a
variável xn'~

Seja ! > o. A bola aberta ~e centro na origem ~.raio -' ,e o
conjunto

~ = {~E R
n : Ix I < J }

Por B j representaremos a semi-bola aberta
r:.;+ = ( x E R

n : Ix I < J e Xn L o,,) •

n-lR •Representaremos por ~a
Seja P = (Pl,---,Pn)

intersecyão de ~ com
uma n-tupla de inteiros L o e seja

=
P +---+p

à 1 n
oxPl__-õxpn

1 n
uma derivacão pa,rcial de ordem Ip ~ = P +---+p . Poremos, também,1 n

Dj = -L Q 1 ~ j < n,
i oXj

onde i = .r=l e

Seja O um aberto de Rn. Seja ~ (O) o espa?o das fun9ões infinita-

r

~e munido da,:,suatopologia usual de espaco
.-Jmente deriváveis definidas em O



".-l u (x) - u (y) ~

Ix _ yln + p ".
dx dy < + CD •
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de Frechet. Seu dual, espafo das dist;ibuisões com suporte compacto em
O é indicado por E ( (O).

Seja ~(O)o espafo das funyões infinitamente deriváveis e com suporte
compacto em O munido de sua topoLog'í.ausual. Seu dua l., esparo das dis-

i

tribui9ões em O é indicado por ~'(O).
Espa90s de Sobolev Seja, 1 < P < +~ e seja O, um aberto em Rn~

Representaremos por wm,p (O), o espayo das funrões u E LP(O) tais que as
derivadas

D~ ,
consideradas no sentido das distribui~ões pertencem a LP(O). Munido da
norma

= L JID"u11
lal~m LP(O)

o e$papo wm,p(o) ~ de Banach e reflexivo.
Seja a um número real tal que o < a < 1. Por defini~ãd, WO,p(O)

é o espa90 d~s f1).irõe~

r r
u U '"',o o

u E LP (O) tais ,que

-Mu~ido da norma

o esparo

Ilull
Wcr,p(O)

Wg,p(o) é de Banach

= (HuIIP
LP(O)

reflex:ivo.
Seja, agora, s um número real ~ o e ponhamos

s = (~] + (J

onde [s] indica o maior inteiro contido em s. Definiremos Ws,p(O} como
sendo o espa90 das fun9ões u E W[s],p (O) tais que



Com esta norma, Ws,p(o) é um espa90 de Banach reflexivà,
Como os elementos de wm'p(O) são fun9ões de LP(O), não é possivel,

em geral, definir as restri9ões dessas fun9ões e de suas derivadas à frontei-
ra r de 0t'o\. Nos casos em que O é um aberto com fronteira "regular" (par
exemplo, r é variedade infinitamente derivável, de dimensão n - 1 e tal
que O esteja de um mesmo lado de r ) e'possivel deffnir tais restri9ões.
Obtemos assim os chamados teoremas de traro.

Enunciaremos, a seguir, um dos teoremas de traro.que utilizaremos mais
abaixo. Sejam O = R+n e r = Rn-l. Indiquemos por 8 (R+n) oeespa90..::das

funcões
que sejam restricões ao semi-espaco R+h de funrões de8(JÍn). Pode-sé
demonstrar que 8(R+n).é denso em ,,;-n,p(R+n) (V, [9],11):). Ponhamos

Da u E 'IP'P (O)

qualquer que seja o indice de deriva9ão Q com '-ai = [s]. Em Ws,p(O)
definiremos a norma

( + L
I(XI = [s]

IlullP
w[s],P(o)=

'O =
j

o ~ j ~ m - 1 .

Indiquemos por ~,p (R+n) a aderência em. wm,P(R+n)
iJ (R+n) . Temos, .então, o seguinte t.eorema de t.raço .

aplicacão O" = (()---o ) de
o " m-l

do espa90

Existe uma
m-l

wm,P(R n) ->n+ ..1=0

. 1 1,m-J-p'p (Rn- ), . t . dw com as seguln es proprieda es:

, qualquer que seja

o ~ j ~ m-l;

ii) lJ é uma aplicacão aobre;
)
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As imersões acima são continuas. Além disso, §e ,Q e ].imitadq,
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iii)((-l (o) = w m,p (R n) .
i o. +

Teor~a de imersãodeSobolev.(V. [4 J) Eriunciare~os aqui o
....,chamado teorema de Sobolev que utilizaremos nas secyoes 2- e segu í.ntes .

Sela nru.; aberto- de. fronteira ..regular. Então.,
I i.. t •W'l,p(o) C w'J,r(o)

1 ~ 1 L
p r

1
p.,. -

m-j
n

..1 m-j < o, entãop n

a última imersão é compacta.
Seja

A= L
I cxl =2m

um operador diferencial parcial com coeficientes constantes apE~, homogêne,
e de gráu 2 m .

Diremos que A é eli$jco se existir uma const~te Co' dita constante
~e elitlcidade, tal que
1 ) Ia ( '§ ) I L Co 1:5 I 2m

qualquer que seja "5 := (51'---- ~n)·E Rn com 5 I- o.
o polinômio homogêneo de ~ráu 2mL-

I a ( ~ ) = I cx I =zm
/

se chama polinômio car,çtenstico. d.e A.

Suponhamos dádos
Bj =

la~mj
b. ~J , ' ,

m
-.

" o~j ~!!l~~l,
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COm coeficientes constantes e homogêneo de gráu mj < 2m.

bj (1 ) = L:
Icxl=mj

Seja

/

~ po~ ~dmio caracteristico associado.

Definição 1. Diremos que o sistema (A, (Bj ) ) def ine um
o~j~m-l

problema ao limite eli ticoe regula,r no semi-espaço R+n se as condições

s€guintes estiverem verificadas:

1) A é um operador elitico;

2) se:5~' = (51'---' S n-l) E Rn-'-l e se À é uma variável comp l exa ,

a equaçâo

tem exatamente m raizes (contando-se as multiplicidade's) com parte

i .' i it i (L)maglnar a pos va ;

3) seja Co uma curva de Jordan, orientada e retificável, c-ontendo

tôdas as raizes de a (1)' À) =;: 0, para todo ~ = 1; seja

Fl

J~lk(5) = J ~)bk (§ " À)
dÀ

C a (":5 ',À)o

com o 5. j ~ m - 1 e o 5. k 5.m - 1- Ent&o a matriz

IIPj,k(§ )11

(1) Se n > 2, a condição 2) é cons~quência da eliticidade de A.



é não singular.
2.t O t.eorema,b~s icq

Seja r >_1 e suponhamos
m) que H '(~,---~) e_qtLe.-".G(xI'-:---Pn) &e~'",funções

; t

homog~neas de g~áu r - n, infinitamente deriváveis quanQo x~o
!

: I

~ que P~xl,---,xn) seja um polinômio homogêneo de gráu r - n.

Ponhamos:
, ,

+ log Ixl p(x)

(2) K {x)

se r < n .

Podemos escrever·

Ixlr-n T(x) -se r < n ,
onde S(x) e T(x) são funçõe.s'hoIIlogêneasde gráu..zero.

Ixlr-n S(x) + log Ixl p(x) se r L 1'1

K(x) =

Se x ~ 0, 'Um cálculo fácil nos.mostra que:
!xlr - n - I~I S (x) + log [x ] P (x) se r L n~ ~

Da K(x) =
- n - r~1 T (x ) se r < n

/'
a

onde S (x ) e T (x) são funções homogêneas de gráu o ea a

P (x) é um polinômio homogêneo de gráu r - n - I~I sea

lal ~ r - n, indênticamen~e zero se lal > r - n.
,/

Além disso, se lal = r - n + 1, o termo contendo o loga-
ritmo é absorvido pelo p!'1meiro termo.
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Observemos af.nda que, se IO!I <: r,' DO!K
uma funcão localme~te integrável.

- I

é, em ambos O~ casos,

/'

Suponhamos que,
H2) se lal = r - 1, então DaK é uma função homogênea de gráu

1 - n.

Decorre das observaç~es feitas. acima que, se a hipótese se
Hl) estiver verificada e se n > 1, então a hipótese H2) também

n=.].-
estará verificada. Se, póré~tál fato não é necessariàmente verdadeiro.

Como consequência das observações pr-ée~dentes, demonstremos que,
se I~l = r,

DO!K = [x I,,"nS (x )a

! S. (x) d w (x ) = Oa

onde Sl representa a esfera unitária de centro ha origem e raio

1 e d w o elemento de área.~

~< a ~'~screvamos(! rn-1 d r) (j
1

S
a

. ,

De fato, é suficiente verificar que a 'integral é nula. Ponhamos,
x = r :5 o < r < + 00, I, I = 1 e

d x = rn - 1 dr d\tl.( "5 ).
Sejam

!
E<lxl<R

E, R > O com

A seguir, ponhamos Dtl=Dj'D13• com 1~11 = r - 1
A integral do primeiro membro é igual a
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R

! Dj Df3 K dx = f' JDjD~ K . rn-l dr dw (5 ) =
E< Ixl<R E SI

R
= J J õ

(Da K) , 5 n-lj r dr dw (j ) =
s.. Sl ô r

J [Rn-l(DaK) (R.)) n-l (D$K) (E~) ] 5j dw (,) O= - E =

Sl
pois, por hipótese, Df3K é n,omogênea de gráu a ,;:r' .n-

Podemos, agQra, ,enunciar o seguinte .
.Teorema L, Suponhamos K(x) -def,lnido :pela rela)ão (2) com.

G(xl" H(x) eP(x) verificango as hipóteses HJ.) e H2). Nessas
cdndí<tões, se f E :r.,P (Rn) e tem suporte contido na bola unitária,-~ntao
u(x) = (K '*: f) (x) = t K(x - y) r(y) dy

o
pertence a Wt,p (B), Q.ualQ.uerQ~é seja a bola 'aberta B.C Rn e

(3)
./

onde Cp depende apEnas de n, p,.K,.B e Bl

Demonstra~ão~integrável
Ade modo que temos

D~ = (DaK -*

S~ lal < r, já observamos que localmente

r ) (x ) = ~ Da K (x - y) f(y) dy.
integral de Minkowsky, obtemos majoraçõesUtilizando-se a desigualdade

da norma jcte D~ em LP (B) em t.ermo sda norma de r em LP (Bl) .
./
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Se lal = r, não podemos derivar dentro do símbolo de integral,
pois

Da K = Ixl-n S (x)a
~o ~ localmente integr'vel. A demonstração de que, ainda nêste
caso,

D~ ~ LP (B),

com norma em LP(B) majorada pela norma de f em LP(Bl), utiliza
SJõ ,teoria dos operadores sdngu Lares integrais de CaLder ón e Zygmund

Como já observamos, anteriormente, DQK = Ix I-n S( x ) é
Q

é homogênea de gráu zero,uma função homogênea de gráu - n, s (x)
Q

infinitamente der'ivável na esfera unitária e sua integral nessa
esfera é igual a zero._

Nessas hipóteses, consideremos o operador integral

'(T f) (x ) = !E,a
lylLE

(Da K) (y) f (x - y) dy.

De acOrdo com os resultados de Calderón eZygmund (V. referência
acima) pode-se demonstrar.que

e

T converge para um operador T E l (LP (Rn), LP (Rn))E,Q a

Quando E--"I O.

TemoseI)tão que
T f =a lim

E~O
T fE,a E

A seguir, demonstremos que



c
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Da u = T f + c fa a
onde c é uma constante.a

Desta última relação e de 1) e 2) obteremos que Da u E LP(B)
e que

Basta, pois, demonstrarmos a relâçã'o acima (V. [3 I, pg. 140).

Pondo Da = Dj DS, onde I~I = r - 1, é $uficiente demonstrarmos

que
(D~u, Dj ~) = (Ta f,

qualquer que seja ~E S (Rn).

cp) + c (r , .p)
Q

Como -I f3 [ = r - 1 ,
(D~ u, Dj~) = ~ ~

= /i~oJ[ J
temos:

-\

D6K(x-y) f'{y ) ~j _Dj ~...(x) dx

Ix·-yI~E
Pelo teorsma de Fubini, temos que:

(D~u,Dj<p) =E~mO J [f D6K(X-y) Djcp (x ) j f(y) dy

Ix-YI~E
Integrando por partes vem:

! D~K(x-y) Dj<p (x) dx = f DaK(x-y) ;(x) dx +
/

Ix-yl~E Ix-YI~E
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! D-K (E '5) ; (y + E'5) 5 1 dw ('1)

Sl

Como D~ K é homogênea de gráu l-n, é fácil verificar, por
passagem ao ~imite, que a última integral tende para

; (y) J D~K (J ) !j dw (~ ) = c" · ; (y)

Sl

quando E -7 o.
utilizando-se o teorema de Fubini, temos

D"K(x"y) ; (x) d~ f(y) dy =

=

Por outro lado,

J [I
Ix-yILE

J[J
Ix-yILE

D"K (x-y ) f(y) dyj tÇJ (x) dx

e esta última integrfil;c'6rtv'ergepara
(T~ f, tÇJ)

quando E~ O.
Concluimos dos dois últimos resultados que

= lim
E~ O

J [ J
Ix-yILE

= (T f, tÇJ) + (c f, t(J)cx cx

o que completa a demonstração do teorema.



E sabido que todo operador diferencial com coeficient~s constantes
(nãO necessàriamente homogêneo nem tampouco elítico) possui solução fun-
dament aí c, Teoremas de existência foram estabelecidos por diversos
autores, entre outros Hormander [8 J, Malgrange [10], 'I'r êve s [l~), e:tc!

No caso em que A é elítico, temos o seguint~ resulta~o, cuja
demons tração se encontra em Br-ovd er [3 J.
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Corol.ar í o . __Mesmas _hipóteses qliE_no _teo.rerna_1. Se
f E' Wk,P(Rn) e tem suporte contido na bola unitária, entãO

u(x) = (K t f) (x)_
t Wr+k"p(B)-• 1 . b 1 b' tper ence a __ , gua quer que seja a oa a er a B. Além

disso,

onde c depende apenas de n, k, p, K, B e Bl.p

A demonstração do corolário é essentialmente a mesma que a
do teorema. Notemos que, nêste caso, a função f é mais regular
no sentido d€ qU€ suas d~ivad&s d& oxdem ~ k pert~ncem a LP.
Tal fato acarreta um "ganho" de k derivadas na regularidade da
f:.un~ãou .

A teoria das equações diferenciais parciais elítdl.casnos
conduz, em várias ocasiõeS, a situações onde podemos utilis.sr o
teorema 1 e seu corolário.

Uma det~s está +iUda à determinação de soluções fundam~ntais
'de oper-ado'r es elíticos homogêneos, com coeficientes constantes,

e ao estudo de proprtedades das mesmas.
Definição 2. Diremos Que uma distribuição E é solução

fundamental de A operador elítico homogêneo de &rá~ .2]b com
coeficientes constantes se

A E = 6 •



-13-

,
Proposi.~ão 1. Seja Aelítico, com cQefic:Hmtes constantes

e ltOmodneo de gráu 2m. Existe uma solução fundamental E(x),.
função lQca]mentesomáveL em . Rne tal.~ue:, /'

/
i1 se 2m < n, E(x) e homogênea Je gráu 2m-n e.fun,~ão

infinitament@ deriyáYel em. RP
- (O li· ,.

ii) se 2m L n, E(x) = F(x) + log lxl p(x), ~nde F(x) é
J . n

uma;fun~ão homogênea de gráuLm -n,infinitamente derivável em
Rn à. {O} e P(~) um polinOmio homogêneo.de gráu 2m-,p., "

iii). as derivadas, na esfera unitátia,'de E(x) e,I),de.
J •F(x) em iil .e QT'coeficientes de P (x) são.lim!tados uniformemente

.e taL 1imita~ã9·depende apenas dos coeficientes de A, de n e do
recíproco c-l da constante de eliticidade.o

Tal resultado, j~ntamente com o teorema 1, é· usado para
se obter so Luçê'esiem W2m,p de

A u = f

onde f é dada em
Outra situação em que utilisamos o teorema está ligada ~

determinação de soluções do problema ao limite

(4) Gj:::j O ~ j ~ m - 1
onde supomos que o sistema (A, (Bj) ) define um problema

O~j~m-l
nao limite elítico e regular no semi-espaço R+ , no sentido da

definição 1.
No caso em que as funções g. E ~ (Rn-l) a existência de

J '
solução local do problema (4) se encontra demonstrada em Agmon,
Douglis e Nirenberg [1 ] e em Browder [5 J. Noprtmeiro trabalho,
os autores se utilisam dos núcleos de Poisson para construir a
solução local. Em [5 ], utilisando a transformação de Fourier com
relação às variáveis x ' = (xl'---'xn_l), Browder reduz o problema
(4) à solução de um problema ao limite de equações diferenciais
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ordinárias. A seguir, a transformação inversa de Fourier com
relação a x' nos dá não somente uma solução do problema, mas

,.... .....também uma representaçao dessa r!oluçao como:soma:de produtos de
composi~ão de núcleos appropriados com as funções gj,O<j~m-l.

, [,Em ambos os trabalhos é fácii verificar que, os núcleos
obtidos, .podem ser representados na forma (2) o que permite a
utilisação do teorema 1.

No número seguinte, iremos aprofundar os resultados de
Ag.on-Douglis-Nirenberg e Browder,determinando, inictalmentei
soluções locais em W2m,p do problema (4 ) supondo as funções

2m-mj-1,p ·...1
W p' (an ) e com suportegj' O ~ j ~ m - 1, dadas em

compacto. de u nk

Estabeleceremos majorações " norma
2m-mj-1,p

das normas W p

W2m,p em termos

determinaremos' soluções)A u = f

~jU = gj

das funções gj' O ~ j ~,m-l. A seguir,
locais do problema não homogêneo

(5)

O ~ j ~ m - 1

onde f E LP(R~) e tem'suporte compacto em ~ e
2m-m.-l,p 1

J P' (n- ')gj E W R, O ~ j ~ m - 1, com suporte compacto em

Rn-l. Estabeleceremos também a continuidade de u em função
de f e (gj) . Utilisaremos,além da proposição 1 e do

.O~j~m-l
teorema 1, o teorema de traço nos espaços de Sobolev (V. § 1).

3. A existência local de soluções nos espaços de Sobolev.
96ponhamos que (A, (Bj) . , ,J define um problema ao, 'O~j~m~l

limite elítico a regular no semi-espaço R~.
Dos trabalhos [1 ] e [5 ] acima citados , resulta que existem

núcleos Kj(x) com as seguintes propriedades:
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funções homogêneas de grJiu; mj - n +_11.. Pj (x) polin6mio
i

homogêneo de mesmo gráue-verificandoas hipóteses Hl) e H2).
f J

ii) sr gj(X') E S(Rn-l), então,
/'

/

é uma solução {infinitamente deriyável), do"problema (4).
Suponhamos, agqra, q1J.e gj .E.w2~-mj~,' p (Rn-l) e tenham

suporte cornpactona bola unitária de Rn-1. As integrais acima
estão bem definidas e querBmos demonstrar que, qualquer que seja
B semi-bola aberta em R~ de centI:'o,naorigem, u E W2m,p (B).

De fato, indicando pOT' 'Uj(~',t) a integral acima, ,basta
demonstrar que uj E W2m,p (B). Como gj E W2m-mj-~' p (Rn-l)

resulta dos teoremas de traço nos" espaços de Sobolev que existe
uma função hj(X',t) E W2m-mj'p (R~) com suporte contido na semi-
bola-unitária,tal que,

hj(X',O) =

e

Escrevamos
~\~.

,Kj (x ' - y', t ) gj (y' ) \ = Kj (X ' - y',t ) h j (s, O) =

<D

= f -ts [Kj (x ' - y', t - s ) hj (y', s TJ ds =
o

CD'- -J DnKj(j<' -s' ,t-s)
o

00

hj (y' ,s)ds + J
o

Donde,
uj(X',t) dy' ds
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= Dn K. * h.J . J

Pelo corolário do·teqrema 1 resulta que.estas duas últimas
funções pertencem a W2m,P(B) e que

I IUj1~2m,P(B)~ c. I Ihj1~2m-mj,p(Rn)~ cl Igj1~2m-.l-~,p(Rn-l)
. +

111=-1

Observemos, para finalizar, que u =~ u. é solução (noj=o J

s ent í.do das dí.s tn í.bu Lçoe s) de, (4) • Isto se verifica aproximando-
se cada gj por funções de í.1(~n-l)e utilisando-se ii).

Podemos, pois, re$umir os resultados acima no seguinte
Teorema 2. Se (~;(B~)o~j~~-l) define um problema ao limite

elítico e regular em R~, exist~m núcleos Kj(x), o ~ j ~ m - 1,
i 'fi

do tipo (2) e verificando as hip~te~es Hl) e H2). Se g.(XI)
é um dado elemento de .w2m-m~:~lP (~n-l) com suporte co~pacto

n-l ina bola unitáTia 'de.R , enta9
m-l I

u(x',t) =;;. _ Kj(x'-Y',t) gj (y,) dy'

!Rll ' é.. + so Luçâo de (4) e

Ilu112m p +)
"11 ' (B

~ co
m-l
Lj=o

I

,tlgj1~2m,mj-~,p(R~-1),
,"

com C uma constante dependendo apenas de n, p, Kj' B+ e ~ 1.

O caso não homQgêneo
/ + nSeja ~;L a semi-bola unitária d, R+ e 'L 1 a boLa unitária em

Rn-l. Seja f E 1P(R~) com suporte contido em B~ e seja gj E
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e W2m-mj-p,p(R~-1) co~ supor~e.contido em ~.
Como já observamos, a fun.ção.

v = E *: f

onde 'E é solução fundame~tal de A, .é
A seguir, sej~ o: e ,G(Rn) tal que

Bl e a := o no. complemento. da bola. B2,

solução de A v = f.
o: = 1 na bola unitária

Ponhamos

hj -=-== Bj (o: v) .
Rn-l

Como v E W2m,p (Rn), decorre do teorema de traço que hj E

Além.amSBo, em virtude da escolha de 0:, as
funções hj têm suporte con~ido na bmla'~20

Pelo teorema 2, existe uma solução w do problema

~A w
= O

Bj w = gj - hj
Temos aínda que: LIIwl12mp +~c. II gjW ' (B ) j=O

Ponhamos u = v + w.
que u é solução de

fU _. f

Bj u = gj

O ~ j ~ m - 1

,
E claro, em virtude da escolha de a,

+.
na semi bola B+.

Alem disso, temos:

IluI12m P + ~ 'Uv 112m p ~
W ' (B ) W' (:6'.::,)1 2

+



-18-

m-l
+L

j=O
< C.- ( II f II

LP(B~)
Da definição de hj resulta, usando-se uma vez mais o teorema

de traço que

Finalmente, obtemos

onde C independe de f e de (g )
jO~j~m-l

Podemos resumir os resultados acima nó
Teorema 3. Mesmas hipóteses Que no teorema 2

+e tem suporte contido na semi-bola Bi' sef

Se

àKiste uma fun~ão u pertencente a w2m'P1B+) QualQuer Que seja a semi-

••
+ n ( )bola. B de ~+, tal que u é solução de 5 em B~ ~ tal ~ue

}

onde C independe de f e de (gjo)
~ j ~ m - 1

Em outras palavras, o teorema precedente estabelece que
/

(A, (B) / ) considerado como operado·r linear e contínuo
j O ~ j ~ m - 1

de

m-lxn'j=O
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possui um inverso à direita limitado.

4. Uma aplicação.
No estudo de problemas ao limite elíticQs,um.dos.métodos

usados com grande sucesso na de t erm í.naçao da. existên.cia.e...regularidade
de soluções é o que faz uso da. chamada desigualdade apriori. _

É sabido que se (A, (B{). ) define um prob.lema elítico<I,O<j<m-l
regular em· R~ (V. definlçãQ h-)- então a cond í.çâo seguinte
(desigualdade a priori) esta verificada

~ seja Pl > 1 e seja u uma função pertencente a
tal, que

W2m,P'l(B+)2 '

e que Au E LP (B; ). onde 1 < P < + (j). Então, u pertence.a

= O 1

cp independente de Pl e de u, tal que

•

. Tal fato foi demonstrado por vários autores, entre .ontro.s.Brovd er ,
no t.r-aba lno.. [ 5 J, no qual considera o caso mais geral. de um. operador ..
elitico '"A, nao necessàriamente homog~neo, com coeficientes' variáveis
su~icientemente deriv~veis, definidos num aherto O de. Rn com
frpnteira regUlar·re. Qperadofe~-fronteira Bj' o ~ j ~ m - 1, com

coeficientes variáveis suficientemente dyriváveis e definidos numa
vizinhança de' r

" IA demons t.raçâo do caso geral se faz reduzindo-se ao caso de
operadQDes homogêneos com cdeficientes constantes corisiderados em
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semi- bolas de R~. Tal mé todo de redução é bem conhecido na teoria
das equações diferenciais parcais.e,.por.isso.mesmo, DãO será abordado
né ste trabalho. Contudo, exporemo.s.parte. dês ae .método. quando, no
número seguinte, generalizaremos.o.teorema.3,.ao caso de'operadores
homogêneos eliticos e com coeficientes variáveis .

.Queremos, porém, ressaltar que, no tr.abalho citado, Browder
estabelece a desigualdade a priori, no case mais. s .mo las em que
p = Pl' o que é suficiente em muitas aplica~e~. .Mas, em certos
casos, como na demonstração da existência de solução do problema

o ~ j ~ m - 1

num aberto limitado O com fronteira regular, o fato de podermos
utilizar a desigualdade a pri,ori na sua formulaç~o mais geral acima,
simplifica considerivelmente as demontraç;es (V. [2 ] e [6]).

Nosso objetivo é demonstrar como, utilizando-se o teorema 3
e resultados conhecidos 'sdbre a regularização de soluções do probleqt'
ao limite elítico, podemos reduzir o caso 'P,~ Pl' ao case P = Pl'
no enuqciado de Ap) acimao ~

De. fato, é àastante considerar Pl < p pois, se p~,,~ p, não
• I

há nada a demostrar, tendo em vista que a função considerada está
definida ~um domínio limitado.

Suponhamos, entã~, que
n-lem R ,

seja tal que BjU = O
O ~ j

/

1 Qe/l. ~ l1.
temos que

u E W2m,Pl

~ m -·1, e que

> O, então pelo teorema de imetsão de Sobolev,

onde
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1 1 1
=p'

1
P

1
n

Temos,dois casos a considerar:

a) p' < P
1

ou b) p' >'.P
1

Suponhamos p' < p e seja ((J E i) (ao) tal que cp = 1 em
1

Bl e cp = O no complemento de B2· Ponhamos w = cp u. É facil ver

que w E W2m-l, p' (B+) . Como1. 2,

, B (w) = cp.B. (u ) .+ L' c D(kcp • Da u,j J 1131~mj-1 od1

cp Au + L
1131~2m-1

Aw

Como, em virtude das hipóteses ac Ima ,

Au E LP (B+) C p' (B+)2 L 1 2

e
, Da LP~ + 1131u E 1 (BfJ, ~ 2m - 1

, (B+)segue-se que f = A w E r.,P
1 2

Pelo teorema 3, existe Uo E W2m,p' (B+) solurã,O
1 2' .•
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ÇA Uo =
CB.u =J o

f

o ~ j ~ ni - 1

+em B2· E, podem0s supor que Uo
do complemento de r.. 2 ' na fronteira de.
numa tal vizinhança.~ as funções gj tem

seja 'nula numa vizinhança
+B2' pois. f se anula

suporte compacto contido
em ~. Temos a seguir que

== O
= O O ~ j ~ m - 1

e podemos aplicar.aqui.os.teQremas.de.regularidade para soluções
de Ulil problema ao limite elítico (V. [1] e [11J) .. Resulta que

.~ - Uo soluçãG do~problema homogêneo acima, é funç~o infinitamente

derivável em , isto é , Em particular,~ - u o

E w2m,p' (B+)
1 2'

donde obtemos ~ E w2m,p: (B;) e, por conseguinte,

u E W2m,p l' (B~ )

No segundo caso, se p' L p basta substituir na demonstração
'1

acima, p' por p e obteremos
1 w2m,P(B+)u e .1

Em ambos os casos, re,l'Pttindo-se,eventualmente, o argumento
acima exposto um número finito de vêzes e reduzindo-se a vizinhança
d i 1 i t' w2m ,Pl* ( B+,.)a or gem, conc u r-emos que u per encera a .J com
f ~1 e p* > p.

1

2. Se p~ +~O, ,utilizando-se o teorema de imersão
de Sobolev, é fácil ver qQe pod~~os escolher p' = p e aplicar o mesmo

1

i,rgumento exposto no nÚMero 1, o que completará a demonstração.
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5. Operadores com coeficientes variáveis ..
Até o presente, temos considerado unicamente o caso de operadores

diferenciais homogêneos e com coeficientes constantes. Se por um lado
"".

a estrutura dos operadores é mais simples, por outro lado é nêste caso
que os teoremas fundamentais de existência e representação de soluções devem
ser estabelecidos.

O caso geral é obtido dêste pelo .chamado méto'do de perturbação
que consiste em decompor o operador Gom coeficientes va~4áveis, na

A ==

soma de um operador com coeficientes constantes, mais um termo de
perturbação que, em virtude da regularidade dos coeficientes, poderá
ser considerado suficientemente pequeno, desde'que nos situemos numa
vizinhança pequena da origem.

Suponhamos que

seja um operador diferencial, com coeficientes ap(x) definidos,
limitados e suficientemente deriváveis em B+ .. Suponhamos que A
é uniformemente elítico em B+, isto é que t~nhamos

I a (x , ~ ) I L c o I -; 1
2m

"

Sejam dados m operadores diferenciais (B.) tais que
JO~,j~m-l

L
jS!==m.

J

D13

mj < 2m, os coeficientes bj, s(x) estão definidos e são suficientemente
deriváveis e limitados numa vizinhança de r == B+ n Rn-l.

Supomos !nda que (A, (B.) ) define um problema ao limite
J O~j~m-l

elitico e r~.,~,.~.
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Ponhamos

·A =
J

e

B. =J ,o
bj (O) Da,, a

a (O) D'"
Q:

O~j~m-l

QueremQs determinar uma solução. do problema
Au = A u + (A - A )u = fo o

(6)
B.u = Bj u + (Bj Bj )u = gjJ ,o ,o

onde

com suporte contido em z: .
Indiquemos por R o inverso à direita de

m-lnj=o
Como já observamos (V. teorema 2), R existe e é limitado.

como operador de

(A ,(Bj) )
o . ,00~j~m-l

( L.. ) .

Consideremos, agora, o.sistema de equaçoes

( 7)

+ (B.~Bj· ) R (cp,(tf
J
.)J .J ,o

,
~ claro que

= O~j~m-l

(A - Ao
S =

~

Bl T B ° R1,0
I
IB I - Bm"!ll m-l,o
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é um operador limitado de

x = m-lxnj=o
em si mesmo.

~E fácil ver que, existe uma constante ç > O tal que se supusermos
que

(8) sup
x,a

Ia (x) - a (O) Ia a

e

então, II s II < 1 e, por conseguinte,
I + S

é inversível em X o que nos permite resolver (7) em x. ,..
Utill~ndo-

se a seguir o teorema 3, obtemos
u E w2m,p (B+)

solucaãode

O~j~m-l

Claro está que u é solução de (6) e que
limitada pelas normas de f em LP(B+) e de
O~j~m-l.

sua norma em W2m,P(B+) é
1

gj em W2m-mj-p'P (1:),

Podemos, pois, enunciar o seguinte.
•.. "

Teorema 4. Suponhamos que o sistem; (A~(Bj) ) com coeficientes
. O~j~m-l

funções infinitamente deriváveis e limitadas em B+ defina um problema
elítico regular. Existe uma constante ç > O tal que se as condições (8) e
(9) esti~erem verifi;adas, entã~ dadas f com suporte compacto em LP(B+) e
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1
t t W2m-mJ"-p,p(~), <. < 1 i tgj ~omsupor e compac o em __ o _ J _ m - ,ex s e

'ti ew2m,P(B+) solução de (6)~ Além disso,

+
m-l
L
j=o
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