Dr. Jose Barros Neto

SOLUGOES LOCALS DO PROBLEMA ELITICO

Tese apresentada ao
concurso de Livre
Docéncia da Cadeira
de Analise Superior
da Faculdade de.
Filosofia, Ciéncias
e Letras da Universi-
dade de S3ao Paulo .

Rochester, New York - 1966



In;rodﬁgag R . . L T R

1. NotagSes e preliminares. -
‘Espagos de Sobolev . .

O teorema de trago

0 teorema de imersao de Sobolev.

I e O L . L . T e e e e e s ere e RS

a., A existéncia local de sglugggs nos espag¢os de Sobolev.

B 080 a0 BMOERBe0 - o . v.s v s v ¢ s oa wiww

4. T RS . . ..

5. Operadores com coeficientes variaveis.

e s s v v o o s saiewe e w e ittt

. 16

19

o 23

. 27



-i-
’ Introdugao
Seja A um operador diferencial parcial de ordem 2m , cujos
! n

coeficientes sejam fungles infinitamente derivaveis e limitadas em R,
e sejam (Bj) operadoreszfronteira de ordem mj L

; Qs ls8- 1
cujos coeficientes sejam fungaés Uinfinitamente derivaveis e limitadas
em B! . Nessas condig¢des, (A, (éj) ) define um operador

D<) <€ m<l

linear e continuo do espago w2m’P(Rﬁ) em

-1
I‘p(Rn) o T ’ w2m - m; - %, P ( n-1
§=0

(V. definig¢Ses e notag¢gOes no no. 1).

E natural procurar determinar sob que condi¢@es o operador

(4, (Bj) ) possui um inverso a direita, limitado, pois a
B8l i1

existéncia de tal inverso, determinaria a existéncia de solugOes do
problema ao limite
gw =T

(1)

Bju = g. 0 jJ<im -2

J )
No caso p = 2 , a transformag¢do de Fourier é o instrumento
apropriado para se abordar o problema acima (V. (12]). No caso p # 2,

porém, tal método é, como se sabe, inadequado. Devemos utilizar técnicas

mais elaboradas como a teoria dos operadores singulares integrais de

 Calderdn e Zygmund.

) )

- No presente trabalho, demonstraremos que, se (A, (B,
HESES =

é um sistema elitico regular (V. definicao 1) ent8o existe um inverso a

direita local (V. teoremas 3 e 4). Tal fato acarretara que, se f &

<

P
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dada em Lp(BI) com suporte compacto contido na semi-bola unitaria By

P |
e se g. € dada em wam-my-p,P (Z:;), 0< j<m- 1, com suporte

J

n-1

compacto contidﬁ na bola unitiria ), de R , existe uma solugao

u do problema (1), pertencente a w2ms P (BI)O Na realidade, demonstraremos

mais do que isto, a saber, que a solug@o u pertence a w2esP (B+) onde

+ . ;
B e uma semi-bola qualquer em Rf com centro na origem-

A existéncia local de solugGes & um primeiro passo para se obter
solugSes globais do problema (1) num aberto de R” com fronteira regular.

Como qpligigaes de nossos resultados, mencionaremos que é€les podem
ser utilizados em questOes ligadas ao estudo de problemas eliticos nao
homogéneos, na linha dos trabalhos de g fons: o Magenes [9], bem como ao
estudo das realizggSgs, com condigges de contérno gerais, no sentido de

' Browder [3], do problema (A, (B.) )«
"OcigH- 1

Apresentaremos, néste trabalho, uma aplicagao a chamada desigualdade
a priori para solugdes do problema elitico (V. mo. 4). A desigualdade a
priori, demonstrada por varios autéres, entre os quais citaremos Agmon,
Doﬁglis e Nirenberg [1] e Browder [5], constitui-se num instrumetto
fundamental paré a determinagdo de solugGes do problema elitico num aberto
de R" com fronteira regular.

Em [5], Browder formulou a desigualdade a priori da maneira a mais
geral, demonstrando-a, poreém, num caso mais particular, sufiéiente em
muitas das aplicagdes. No entanto, é a formulag¢do a mais geral da
desigpildade a priori que deve ser utilizada na demonstragao da existéncia
de solugles do problema global num aberto de R" com fronteira regular
(v. [6]).

Demonstraremos, utilizando o teorema 3, como é possivel reduzir o

caso mais geral da desigualdade a priori, ao caso particular?
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0 plano déste trabalho € o seguinte. No no. 1 apresentamos as
'notaQEes a serem usadas, a definfggb dos espagos de Sobolev, os enuncia
ﬁoai%eorema de imersd@o de Sobolev e do ﬁeorema de trago.
n No no. 2, demonstramos o teorema 1 e seu corolario que estabelecem
propriedades do produto de composing de um nicleo homogéneo, com uma
funng de LP ou de Wk’p . O teorema 1 e seu corolario, demonstrados,
essencialmente, no trabalho de Browder [3], pagina 137, constituem-se
nos resultados basicos que empregaremos no no. 3 para demonstrar a
existéncia local de solugGes do problema ao limite n8o homogéneo.
0 nimero 4 contém a aplicagdo & desigualdade a priori acima referida.
No numero 5, generalizamos para o caso de operadores com coeficientes
variaveis, os teoremas demonstrados nos nﬁmeros precedentes para operadores
com coeficientes constantes.
Agadecemos ao Prof. F. E. Browder por varias sugesté%s e criticas.
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acolhido com simpatia a idéia de apresentarmos a presente tese ao
concurso de_Livre Docéncia da Cadeira de Analise Superior da Faculdade

de Filosofia, Ciéncias e Letras da Universidade de Sao Paulo.
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Notagaes e preliminares

Seja R® o espago euclideano de dimensdo n. Indicaremos por x =

n) um elementq,variévél de anapor

x| = xR 2

distdncia de x a origem.

3 (xl,-——,x

Por R+n indicaremos o Bemi-espago

-2 erR” : x, > o }

e por R+n indicaremos o fecho de- R+n em . R,

Em varias ocasies usaremog a nota¢®o
L] . 15K
* (Xl’ ’xn-l)

para representar um elemento de Rn'l e a letra t ©para representar a

B = {xe€R?: |x] Fot

£

Por IBjk representaremos a semi-bola aberta

A ExeR : |xi <JP e X 20

f

#Representaremos por jg;ya intersec;go de EP com

Seja p = (pl,—--,pn) uma n-tupla de inteiros > o e seja

R n ey
axP ax{l———axgn
ma derivacao parcial de ordem |[p| = p;t---+p, . Poremos, também,
Dy = :iL d ; 1<J<n
an

Bie 1= -1 e DP = DPL-___pPn
Seja Q um aberto de R"”. Seja & () o espago das fungGes infinita-

mente derivaveis definidas em Q@ e munido da-sua topologia usual de espaco



e

de Frechet. Seu dual, espago das distfibuigaes com suporte compacto em
Q é indicado por &' ().

Seja #(n) o espago das fun;Ses infinitamente derivaveis e com suporte
compacto em  munido de sua topologia ﬁsual. Seu dual, eSpa?o das dis-
tribui¢Ges em Q ¢é indicado por s'(q).

Espacos de Sobolev Seja 1 < p<K +dd e seja Q um aberto em RP =
Representaremos por WP (q), o espago das fun§8es u € LP(q) tais que as
derivadas |

D%u ’ [O!I <m

consideradas no sentido das distribuigGes pertencem a t’(q). Munido da

|l ) DT Y .
w2 P(q) || <m P (q)

o espafo whP(q) & de Banach e reflexivo.

norma

Seja ¢ um nimero real tal que o < g < 1. Por definigao, w9 P(q)

é o espago das fuficies u € ? (@) tais que

: | u (x) - Jf(Y) |P |
/\ /n 9.yt TER e oL
B
Q Q

Munido da norma

| ul | 5 Mal® o [ [ _lulx¥ - alg)|P i &
WP (q) LP(q) P ohiciian
: 4 N

o espago W9’P(q) é de Banach reflexivo.

Seja, agora, s um numero real X o e ponhamos
s =[] + o
onde [s] indica o maior inteiro contido em s. Definiremos W°’P(Q)} como

sendo o espago das fungGes u € wislsp (@) tais que

5
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e
D%*u e WP (g)
qualquer que seja o indice de derivaggo a com |a| = [s]. Em Ww°'P(Q)
definiremos a norma :
3-_-
[l | : [l P o 102 u]| P

WwSrP(q) wls1p(q) lal = [s] WP(q)
Com esta norma, ws’P(n) € um espago de Banach reflexivo,

Como os elementos de W™'P(a) sdo fung@es de 1’ (q), n3o é possivel,

em geral, definir as restri¢des dessas fungOes e de suas derivadas a ffontei-

ra [ de Qg Nos casos em que Q € um aberto com fronteira "regular" (par
exemplo, [ ¢ variedade infinitamente derivavel, de dimensao n - 1 e tal
que 0 esteja de um mesmo lado de 3 € possivel deffnir tais restrigGes.
Obtemos assim os chamados teoremas de trago.

Enunciaremos, a seguir, um dos teoremas de trago que utilizaremos mais

abaixo. Sejam Q = R+n e I = Rn'l. Indiquemos por & ( ) O-espago _das
- —% v e funcoes
que sejam restricoes ao semi-espaco R+ de funpoes de 8(®"). Pode- sé
demonstrar que s(R+i)_é denso em W™'P (R+n) (v, [ 9], III). Ponhamos
J
0. = aj ) e B

Indiquemos por Wg’p (R+n) a aderéncia em wm’p(R+n) do espago

ﬂ(R+n). Temos, ent@o, o seguinte teorema de trago.

Existe uma aplicacdo = (¢ ” ‘__,3, ) de W™P(R ———9' l

s 5
wt-d p*P (" l), com as seguintes propriedades:

‘Zg u = aj u , qualquer que seja u € 8 (R+n)

5 B+l
d X R

b}

0 £} £ mslny

ii) T & uma aplicacdg gobre;




)Y (o) =w PP (D)

Teor de imersao de Sobolev. (V. [4 ]) Erunciaremos aqui o

chamado teorema de Sobolev que utilizaremos nas secgaés 2. e seguintes.

Seja Qr berto de. fronte regular. Ent3e,

WP (q) ¢ w 317 (q)

se
- ;3 é il 5
P &: 7 2 P n
Se
TN =
o o < o0, entao
w™P(g) c cd (q).
A ersoes acima sao continuas. Além diss é limit
ulti mersao é compacta.
Seja
K= Z aa Da
| a| =2m

um operador diferencial parcial com coeficientes constantes ape ¢, homogéne«

e de grau 2 m.

Diremos que A ¢é elifico se existir uma constate Co’ dita constante

de eliticidade, tal gue

1) bt 5 20545 2B
qualquer que seja } % QB])——-— §n),e R® com g # 0.

0 polinémio homogéneo de graun 2m

2% )= Z = 3

fee]=2m »

se chama polinémio caracteristico de A.

Supontramos dados m operadores diferenciais

BJ 2 lﬁgﬂj bj,:ﬁ_ DB ’ o< j £ m < ’”fly




com coeficientes constantes e homogéneo de grau m, < 2m. Seja

J
YRR R
J lalzm J
J
@ por ndmio caracteristico associado.
Definigao 1. Diremos que o sistema (4, (B.) ) define um
' J ogj<m-1

problema ao limite elitico e regular no semi-espago R+n se as condigOes

seguintes egtiverem verificadas:

1) A € um operador elitico;

A

2) se 3§ v o= (‘gl’“"”-gnrl) ¢ R} ¢ se A & uma varidvel complexda,

a equacao

B Sl -=.0

em exatamente m raizes (contando-se as multiplicidad com parte

imagindria positiva(l);

3) seja C_ uma curva de Jordan, orientada e retificdvel, centendo

o)
tSdas as raizes de a(§ . X} = 0, para todo lﬁ,'] = 13 seja
V)
. - A b voig
Fixk pg) (/ '8 (5 'y1) i
C, (% ‘i)

com 0 j<m-1 e o<k<m-1. Enta&o a matriz

oy (5 )1

(L) Se n > 2, a condigdo 2) é consequéncia da eliticidade de A.
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» ~ g

€ nao singular.
2: 0O teorema basicq
Seja r > 1 e suponhamos

H1) que H (x%,---x.) e.que. G(xy,--5%,) Se:}wrfl}{lfia'es

homogdneas de grdu r - n, infinitamente derivdveis quandé x#0

1

B qué P(xl,——-,xn) seja um polinémio homogéneo de grau r - n.

Ponhamos:

(H(x) + log |x] P(x) se r

v
o)

G(x) s¢ T <98 .
Podemos escrever:*

[x]T™® s(x) + log |x]| P(x) se r

v
s

x| T(x) sellr X n,
onde S(x) e T(x) sao fungOes homogéneas de grdu zero.
Se x # 0, um cdlculo fdcil nos . mostra que:

s Al o Sa(x) + log |x]| Pa(x) se r>n

b%® . Xix) =
‘Xir =St fql éa(x) se r<n

onde Sa(X) e Ta(x) s@o fung¢des homogéneas de grdu o e

Pa(x) é um polinémio homogéneo de grdu r - n - |@| se
la] < r - n, indénticamente zero se J|e¢| > r - n.
Além disso, se |al =r - n + 1, o termo contendo o loga-

e

ritmo é absorvido pelo pwimeiro termo.



Observemos afnda que, se |al < r, D% ¢é, em ambos os casos,
uma funcao localmente integrdvel.
Suponhamos que.

H2) se J|al =t - 1, ent8ic DK ¢é uma fungdo homogénea de grdu

1--—n.

Decorre das observagoes feitas acima que, se a hipdtese se

Hl) estiver verificada e se n > 1, entao a hipdtese H2) também
=g == 4

estard verificada. Se, porémtdl fato n3o é necessaridmente verdadeiro.

Como consequéncia das observagSes precedentes, demonstremos que,

se Itli =t
P = x| "D Sa(x)
(=3
Sd(x) Fwix) =0
S

1

onde Sl representa a esfera unitdria de centro na origem e raio

1 edw o elemento de drea.

De fato, é suficiente verificar que a integral é nula. Ponhamos,
x=r§ , o<r<+tw, [§|=1 e
dx=r""1ar daw §)
Sejam €, R > 0 com € < R e escrevamos
/ D®*E(x) dx = <ﬁ 21 g r) : (f S (5) dw (5)
g S "
e<|x|<R 1
A seguir, ponhamos p¥=D DB com {g} =r -1.

J

A integral de primeiro membro é igual a



a -
;—- (Ds . i 5 3 L ar qw (5 } =

1T
Sq

-1 -3
- / (L (0K) (R5) - L (PR (e5)) B, aw (F) =0

Sy

pois, por hipdtese, Pk ¢ homogénea de grdu 1 .r n.
‘Podemos, agora,.enunciar o seguinte.

.Ieorema 1. Suponhamos K(x) definido pela relagao (2) com.

G(x)o H(x) e P(x) verificando as hipdteses H1l) e H2). Nessas

condigSes, se f € 1P (R™) e tem suporte contido na bola unitdria,

u(x) = (K*7f) (x) = /’ K(x - y) f(y) ay

v
pertence a  WS'P (B), qualquer que seja a bola aberta B CR® e

(3) “I Iullwr,p(B) 5 0y HfHLP(B\

i : #

onde CD depende apenas de n, p, K, B e B, .

Demonstracao. Se |a| < r, jd observamos que D% K é localmente
integravel ;

e modo que temos
%y = (D¥K & B} Ax) & D* K. (x ~%g) £{g): d¥.
Utilizando-se a desigualdade integral de Minkowsky, obtemos majoraqaes

da norma de D% em LP (B) em termosda norma de f em Lp(Bl).
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Se |a] = r, n8o podemos derivar dentro do simbolo de integral,

pois
! DX K= |x]|™® S, (x)
%o e localmente integrével. A demonstraqgo de que, ainda néste
caso,
D% € P (B),

com norma em LP(B) majorada pela norma de f em Lp(Bl), utiliza
a- teoria dos operadores singulares integrais de Calderdn e Zygmund
(veo[7 1),

Como jd observamos, anteriormente, D* = |x|™° S, (x) é

uma fung¢@o homogénca de grdu - n, Sa(x) é homogénea de grau zero,

infinitamente derivdvel na esfera unitdaria e sua integral nessa

esfera é igual a zero.

Nessas hipdteses, consideremos o operador integral

(Té,a £) Ax) = (D% Kb %y) fix -ly) dy.

ly12€
De acérdo com os resultados de Calderdn e Zygmund (V. referéncia
acima) pode-se demonstrar que

1) S P (M)

>LP (R?)

2) T. , converge para um operador T € & (LP (Rﬁ), ? (r%))

guando €—0.

Temos entao que

T £ = 1lim T £ T
2 €—0 Ga e

A seguir, demonstremos que



4#10-

o SRR S e T
o o

onde ca € uma constante.

Desta ultima relagdo e de 1) e 2) obteremos que D% u € LP(B)

e que
[ 1D%u] | £ € {Jirif o -
LP(B) LP(B;)
Basta, pois, demonstrarmos a relacao acima (V. [3 ], pg. 140).
Pondo D% = D, DP, onde |g] =t - 1, é suficiente demonstrarmos
que

(DPu, Dy @) = (T, @) * cylf, o)

qualquer que seja ¢€ ® (R™).

Como IBi = r - l , temos:
(P u, =  pPx (x-y) £ly). Dj” (x) dx dy =
= /é DPx (x-y) £(y) dy 5’ dx
E )O
|x-y|2€

Pelo teorema de Fubini, temos que:

(DBu,D.¢ = 1im L///) Eik//j DaK(x-y) D.o (x) dax { f(y) ay
T e—>0 J

|x-yl>€

Integrando por partes vem:

U/n DPK (x-y) 556 (x) dx = D% (x-y) @lx) dx 4

|x-y|2€ |x-y|2€



T f pfx (63)5(y+e§)§j aw (%)
By
Como DP K ¢ homogénea de grdu 1-n, é fdcil verificar, por
passagem ao limite, que a Ultima integral tende para
o (v) u/> DPK (§) & aw(g) =c - o (¥
i
quando € — 0.

Por outro lado, utilizando-se o teorema de Fubini, temos

f E / D (x-y) ¢ (x) d:c} f(y) dy =

|x-y[>¢€

= fg f D% (x-y) f(y) dy} e (x) ax

|x-y|2€
e esta ultima integral .converge para
quando €—->0.

Concluimos dos dois udltimos resultados que

(0%, o) = (DPu &

lim f g f DPK (x-y) Wp(x) dx f(y) ay

€E—>0
|x-y|>€

(Ta £y o) (Ca £y, @)

o que completa a demonstragao do teorema.
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Coroldarigo. Mesmas hipdoteses gque no teorema 1. Se.

f E.wk,p(Rn) e _tem suporte contido na bola unitdria, entao

ulx) = (Ks£) (x)

r+
pertence a W k

'P(B), qualquer que seja a bola aberta B. Além

disso,

[ull & wystiell

wr+k7P(B) wk’P(Bl)

onde 2 depende apenas de n, k, p, K, B e B

17

A demonstrag8@o do coroldrio é essentialmente a mesma que a
do teorema. Notemos que, néste caso, a fungdo f é mais regular
no sentido de que suas derivadas de ordem £ k pertencem a LP.

Tal fato acarreta um "ganho" de k derivadas na regularidade da
fungzo u.

A teoria das equagSes diferenciais parciais eliticas nos
conduz, em varias ocasiGes, a situagOes onde podemos utiligar o
teorema 1 e seu coroldrio.

Uma delds estd lig ada 4 determinag@o de solugoes fundamentais

de operadores eliticos homogéneos, com coeficientes constantes,

e ao estudo de propriédades das mesmas.

Definig¢ao 2. Diremos que uma distribuicdo E é solugao
fupdamental de A operador elitico homogéneo de grdm 2m com

coeficientes constantes se
AE=25 .
é sabido que todo operador diferencial com coeficientes constang;s
(n80 necessariamente homogéneo nem tampouco elitico) possui solugdo fun-
damental .. Teoremas de existéncia foram estabelecidos por diversos
autores, entre outros Hormander [8 ], Malgrange [10], Tréves [ 14], ete.
No caso em que A é elftico, temos o seguinte resultado, cuja

demonstragao se encontra em Browder [3 ].

B N B T S—
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‘Proposicao 1. A elitic coeficibntes constan

e _homogéneo de grau 2m. Existe uma solug&b fundamental E(x),_

£33 0. Blx) o n e _gra -n e funcao

i11] 3¢ 2w » n, Bi(x) = F(x) + 1log |x| P(x), onde F(x) é

uma ;funcao homogénea de gréu 2m - n, infinitamente derivdvel em

R® - {0}.e P( 0lindmio homogéneo.de gra e ¢ e
iii) as derivadas, na esfera unitdria, de E(x) em 1), de
F i 1 ‘e ' co ficientes de P(x) sao limitados uniformement

e tal limitacao depende apenas dos coeficientes de A, de n e do

reciproco c;l da constante de eliticidade.

Tal fesultado, junﬁamente com o teorema 1, é usado para
se obter solugles em w2iP ge
FoRoEs
onde f é dada em LE(R").
- Outra situag¢@o em que utilisamos o teorema estd ligada'é

determinagao de solugoes do problema ao limite

A m .= 0
(4)
Bj o= By ) g3 sm~=3
onde supomos que o sistema (A4, (Bj) ) define um problema

0<jsm-1
ao ‘limite elitico e regular no semi-espago R+n, no sentido da
definigdo 1.

No caso em que as fungdes gy €8 (R®1) a existéncia de
solugao local do problema (4) se encontra demonstrada em Agmon,
Douglis e Nirenberg [1 ] e em Browder [5 ]. Nokrimeiro trabalho,
os autores se utilisam dos nicleos de Poisson para construir a
solugao local. Em [5 ], utilisando a transformag¢do de Fourier com

relagdo as varidveis x' = (xl,-—-,xn_l), Browder reduz o problema

_(4) & solug@o de um problema ao limite de equagdes diferenciais




P

ordindrias. A seguir, a transformagg@o inversa de Fourier‘com
relag8o a x' nos dd nao sdmente uma solugao do problema, maé
também uma representagao dessa.aoluggb como soma.de produtos de
composig¢do de micleos appropriados com as fungges gj,Ogjgm—l.

Em ambos os trabalhos & fdcil verificar que, os nucleos
obtidos, podem ser representados na forma (2) o que permite a
utilisagd@o do teorema 1.

No numero seguinte, iremos aprofundar os resultados de
Agmon—Douglié-Nirenberg e Browder, determinando, inicialmente,

solugGes locais em w2™P 4o problema (4) supondo as fungOes
) 2m-m.-1,p

8.5 .0 € j £k 1, dadas el W Ip (B2°1) ¢ com suporte

j,
compacto. bR
Estabeleceremos majoragdes ,A norma Ww2ms P em termos
2m-m.-1,p
das normas W J P das fungOes gj, 0< j<£<m-1. A seguir,

determinaremos solugoes locais do problema nao homogéneo
Au=FfF
(5]

B.u = g

3 S

onde f € Lp(Rﬁ) e tem suporte compacto em E?

| wzm'mj'%’p(Rn-l) e
gj € ’ £ J<m-1, com suporte compacto em

e

R%"l. Estabeleceremos também a continuidade de u em fungao

de f e (g Utilisaremos,além da proposigao 1 e do
<m-1

)
J0<3<
o teorema de trago nos espagos de Sobolev (V. § 1).

teorema 1,

3. A existéncia Jocal de solugags nos espacos de Sobolev.

Suponhamos que (A, (Bj)o. ‘ .f define um problema ao
1 0L js<m-

limite elitico a regular no semi-espago Rf.

Dos trabalhos [1 ] e [ 5 ] acima citados, resulta que existem

nicleos Kj(x) com as seguintes propriedades:

i) Ki(x) pode ser posto na forma (2) com Gi(x) e H1(x)

¥
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fun¢oes homagéneas de griu . my

homogéneo de mesmo grau e verificando as hipdteses H1l) e H2).

11) se g,(x') € 8(R"1), ent¥o

ufx¥t}" = ;Z:: d/7 Kj(x' -y'y t) gj(Y') dy'
. :

€ uma soluca infinitamente derivavel): do-problema

- n +_ 1, Pi(x) polinémio

Suponhamos, agora, que gy € w2m'mj'%’ p (Rn'l) e tenham
suporte compactona bola unitdria de Rn—le As integrais acima
estao bem definidas e queremos demonstrar que, qualguer que seja
B semi-bola aberta em Rﬁ de centro.na origem, u € w2msP (),

De fato, indicando por- uj(x',t) a integral acima, basta

Lt =1 =
demonstrar que uj 3 w2m’P (B). Como gj € W2m mj p? P (RD l)

resulta dos teoremas de trago nos espagos de Sobolev que existe

uma fungao hj(x',t) € w2m—mj,p (R?) com suporte contido na semi-
bola unitdria, tal que.
hj(X',O) = gj(X)
e
[ In |1 o, el
w2m-mj,p(R$) W2a-1 5 =gy P (Rn-l)
Escrevamos :
E 0 R ot (') = K, (x -y ,1)n, a0l
- d J J J
®
o o 3 - ; S
0{7 g %:Kj(x ¥ % -8 hJ & sz} ds
6]

= —1f DnKj(x'-y',t—s) hj (y',s)ds +L}‘ Kj(x'—y',t—s)Dnhé(y',s)ds.

O o

Donde,
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ljg L/ODnKj(x' -y'y t -s) hj (¥'y8) dy' .. 48
o] n-1

R

= Kj * Dn hj, - Dn Kj * hj

Pelo coroldrio do teorema 1 resulta que estas duas udltimas

fung¢Ses pertencem a w2 P (B) e que

- | n;

lluj“2m p(B) |I2m ~my, p(RE) IlnglZM -~y ﬁ,P(Rn 1)

m=-1

Observemos, para finalizar, que u =z u, é solugao (no

j=o ¢
sentido das distribuigoes) de (4). Isto se verifica aproximando-
se cada gy por fungdes de 8(R" 1) e utilisando-se ii).
Podemos, pois, resumir os resultados acima no seguinte

Teorema 2. Se (A;(B,)

] o<j<m—l) define um problema ao limite

elitico e regular em RE, existem nucleos Ki(x), o.£ 2 £ 8% Y

s

p——

do tipo (2) e verificando as hipdteses Hl) e H2). Se gﬁ(x‘)

é um dado elemento de W20~ mj-p,p (Rn-l) com suporte compacto

bola unitdria de RO _entd

wlx',;t) ZZ:; Kj(x'-y',t) g5 (y') ay'

.pertence a W2m’p(B+) qualguer gue sejg;g semi-bola aberta E‘+ de

’Rﬁ y é solugdo de (4) e
|l | < C. el 1 :
w2m,p(B+) o hi w2m—mj—p,p(3p ;)

com C wuma constante dependendo apenas de n, p, Ki’ B" e jE'l.

T

Q caso ndao homogéneo

_Seja Bl a semi-bola unltaria de R e Z: a bola unitdria em

gP-1, Seja f € LP(R+) com suporte contido em Bl e seja g5 €
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p w2m-mjf%,P(R?-l) com suporte.contido em Z:i.
Como jd observamos, a fungdo
v = Ex ¢
onde E é solugdo fundame?tal de A, é solugao de A v = f.
A seguir, séja o € 8(RY) tal que « = 1 na bola unitdria
Bl e a = o0 no complemento da bola. B2. Ponhamas

h: == B.(a v)
J J 5 Rn—l

Como v € W2™sP (R"), decorre do teorema de trago que hy €

wzm'mj_%ZPCR?‘l) . Além disso, em virtude da escolha de a, as

fungdes hy tém suporte contido na bala 2:50

Pelo teorema 2, existe uma solugdo w do problema

A w = 0
ZB._j w = gj - hj y il L @ -l
Temos ainda que: &=
| 1wl | < C. |1g;.- b.l| = _
w2m,p(B+) - J J w2m—m3~p,p (Rn l)

’

Ponhamos u = v + w. E claro, em virtude da escolha de a,

que u é solugdo de

A n = T

o]
c
1
aQ
e
o
I
e
IN
8
1
H

na semi bola g

Alem disso, temos:

IN

= 11 . *
lamp gy ® 1 han gy 1 mn )
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IR

m-1

<c (el ¥ L g o vl Alnll e
+ - - - s

wP(B])  §=0 wETITRINL ) 159 WAL

Da definigd@o de hj resulta, usando-se uma vez mais o teorema

de trago que

| Inyl] < Cllavl] < civil gc el
w2m*m3'%’P(z:2> WX P(B) o ST BNB)

Finalmente, obtemos

. m-1
| lul | < cghlel] + 2 |lgyl| T }
w2msP (BT ) tPpy) 470 el

onde C 1independe de f e de (gj% :
<Jsm-1

Podemos resumir os resultados acima no

Tgoremg 3. Mesmas hipdteses que no teorema 2 . Se

f € Lp(RE) e tem suporte contido na semi-bola BI, se

T 2
g € WB-Rj-5)P (R™ l), 0 Jj<m-1, e tem suporte contido em:zl,

~

fun u pertencente w2msP(pt ualgu ue s semi-

bola BY de Rf, tal que u é solugao de (5) em B, e tal que

ke

m-1

=0

1 lul| Emiinit o« T\l . il 3
: W

W™ P () LP(B]) 2y R

onde C 1independe de f e de (g.) :
N igm=l

- Em outras palavras, o teorema precedente estabelece que

(A, (Bj) ) considerado como operador linear e continuo
$5dam-1
de
m-1 1
+ + -mi-
WP (BY) —5 TP (8}) x [ o, WA (> ) .
§=
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possui um jipverso a direita limitagdo.

4. Uma aplicacgdo.
No estudo de problemas ao limite elfiticos, um. dos métodos
usados com grande sucesso na determina?éo da . existéncia e regularidade
de solugGes é o que faz uso da.chamada desigualdade a priori.
E sabido que se (&, (B,) . ) define um problema elitico
3‘og§gm-1

regular em R (V. definigda’l entdo a condigdo seguinte

(desigualdade a priori) esta verificada

Anz seja p; > 1 e seja u uma fungao pertencente a W2m’p1(B;) ’

tal que

By u e - 0 5 Wi irew—4

e que Au € LP (B;) onde 1 < p < +®. Entdo, u pertence a W2m’p(BI)

e existe uma constante B independente de p, e de u, tal que

L Ty < ey (llauf] g5 + | ul | L)
we™P(pT) 1P (8B) 1 (3,)

. Tal fato foi demonstradb por vdarios autores, entre ontros Browder,
no trabalha [ 5], no qual considera o caso mais geral de um operador..
elitico A, nao necessariamente homogéneo, com coeficientes varidveis
suficientemente derivgveis, definidos num aberto Q de R® com

fronteira regulafr_é.Qperadores—fronteira Bj’ 0 JgEm -1, com
édeficientes varidveis suficientemente derivéveis e definidos numa

vizinhanga de - £

A demonstragd@o do caso geral se faz reduzindo-se ao caso de

operadapes homogéneos com coeficientes constantes considerados em
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semi-bolas de Rﬁ. Tal método de redugao é bem conhecido na teoria
das equagdes diferenciais parcais e, por isso mesmo, nao serd abordado
néste trabalho. Contudo, exporemos parte désse método quando, no
nimero seguinte, generalizaremos o teorema 3, ao caso de'operadéres
homogéneos eliticos e com coeficientes varidveis.

.Queremos, porém, ressaltar que, no trabalho citado, Browder
estabelece a desigualdade a priori, no cadeo mais simples em que

P = Pyy O que é suficiente em muitas aplica9§es. ‘Mas, em certos

casos, como na demonstragao da existéncia de solugao do problema

B.u =0 y 0L £ =1

num aberto limitado Q com fronteira regular, o fato de podermos
utilizar a desigualdade a priori na sua formulag¢do mais geral acima,
simplifica consideravelmente as demontragoes (V. [2 ] e [ 6]).
Nosso objetivo é demonstrar como, utilizando-se o teorema 3
e resultados conhecidos sébre a regularizagﬁb de solugGes do problems
@0 limite elitico, podemos reduzir o caso p # P;y 20 Caso P = Pq,
no enunciado de Ap) . acima. :
De fato, é bastante considerar P < p pois, se prﬂz p, nao
hd ﬁ;da a demostrar, tendo em vista que a fungao considérada estad

definida npum dominio limitado.

Suponhamos, entam, que u € w2m’pl(B;) seja tal que Bju 20

e

n-1
5)

em R y 0 jJ<m-1, e que Au € P (B

1. .Se %& & > 0, ent3o pelo teorema de imefrsao de Sobolev,
temos que

& ’ )
u € w¥HPlL (B;) c. w1, p (B;)

onde
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Temos dois casos a considerar:

al.plo € ou b) P! 2P

1
Suponhamos p' < p e seja ¢ € & (R™) tal que © =1 em
1

B, e ¢ = 0 no complemento de B,. Ponhamos W = ¢ u. E facil ver

s '
que w e w1l P, (Bf) . Como

2
B.(w)" = ¢'B. (u) + Z I Da(p . DB u,
j J |B|.<..mj_l of
3 £ 1
Bj(u) 2i0g flen (BTl iy Wl l’pl(B;) , Segue—se pelo teorema do
trago que 1 '
L 2m-mj-p'y P ;
Rn—l

Por outro lado,
AW = = fu + Z (& 5 Da(p DBu
lglgom-1  F
Como, em virtude das hipdteses acima,

£

P (gt p'
Au € L°(B,) C L%, (B,

pf u € LP (B;l, bl fegn - L

o,

! 1
segue-se que f = A w € LP, (B2

°

Pelo teorema 3, existe uj € wszps(BE), solug§6 de



]

1

A uy f
Bjuo gj ’ OS.JSm-l 9

+
em B2 . E, podemoes supor que u, seja nula numa vizinhanga
do complemento de 22:2 , na fronteira de B;, pois f se anula
numa tal vizinhanga é as fungGes gj tem suporte compacto contido

em Z;z Temos a seguir que

((— Alw - u.)
Bj(w - uo)

e podemos aplicar aqui os teoremas de.regularidade para solugGes

I
[ < BN 7

0<

IN

mEg 1

de um problema ao limite elitico (V. [1] e [11]). Resulta que

kS solugao do'problema homogéneo acima, é fungao infinitamente

derivdavel em B; , isto é , w - u, € 3 (B;). Em particular,

: 1
Wi-wms € w2m’P1 (B;) 5

1 1
donde obtemos w € w?m’Pl(B;) e, por conseguinte,

u € WP (B))
No segundo caso, se p' > p basta substituir na demonstraggb
acima, p; por p e obteremo;
u € W2P(pT) .
- Em ambos os casos, repttindo-se, eventualmente, o argumento
acima exposto um nuimero finito de vézes e reduzindo-se a vizinhanga

. *
da origem, concluiremos que u pertencera a w2m,p1 (Btr) com

:slepf.>.p-

AT S B
2. / Se ' .

de Sobolev, é fdcil ver que podemos escolher p' = p e aplicar o mesmo
. 1

< 0, utilizando-se o teorema de imersao

grgumento exposto no numero 1, o que completard a demonstragdo.
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Até o presente, temos considerado unicamente o caso de operadores
diferenciais homogéneos e com coeficientes constantes. Se por um lado
a estrutura dos operadores € ﬁais simples, por outro lado é néste caso
 que os teoremas fundamentais de existéncia e representagao de solugGes devem
ser estabelecidos.

Q caso geral é obtido déste pelo chamado método de ge;turbggéb
que consiste em decompor o operador com coeficientes variadveis, na
soma de um operador com coeficientes constantes, mais um termo de
perturbagao que, em virtude da regularidade dos coeficientes, poderd
ser considerado suficientemente pequeno, desde que nos situemos numa
vizinhanga pequena da origem.

Suponhamos que

B ido: o

. x) B
Ja;=2m

&

seja um operador diferencial, com coeficientes a_(x) definidos,

limitados e suficientemente derivdveis em B, ~Suponhamos que A
€ uniformemente elitico em B+, isto é que tenhamos
2m
la(x,§)lzco !15‘ ’

para todo 5§ = (5 197" gn) £ 0, g 0

Sejam dados m operadores diferenciais (B,) tais que
| I 0gi<m-1
B
B, = B (x D
J Z J)B\ ) ;
|Bl=m,
= -
my < 2m, ficientes bj B(x) estao definidos e sao suficientemente
] i ’
derivadve imitados numa vizinhanga de [/ = 3t ik,
lBhque (A, (B.) ) define um problema ao limite
Y 0gj<m-1

elitico e
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Ponhamos
S 7— a (0) D¢
lal=2m o
e
B

B, = 0 5

i Z bj,B(O) B, <j<m-1
||E3|=rnj

Queremos determinar uma solugdo do problema

=

o
i
"

H

Au + (A -4 )u
o) 0
(6) |

Bou=B, u + (B, -B, Jus= ; ; 0<j<m-1

|
onde f € Lp(Rﬁ) com suporte contido em Bf e gy E'W2m-mj'§’p(Rn—l)

com suporte contido em Z

) )

Indiquemos por R o inverso-a direita de (A , (B
' 0<j<m-1

o] Jy0

como operador de
2m,p ot + m-1  om-m,-%
WUP(B ) ——1P(BT) x [ ] WITRTRR (7 )
_ j=o _
Como jd observamos (V. teorema 2), R existe e é limitado.

Consideremos, agora, o sistema de equaGoes

g (A_Ao) R (w,(CPj) Yo.=..1
(7)
3 * (BB )R (g (#;)) = @

’

E claro que

B o R
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é um operador limitado de
m-1 i S
e ED =T ¥Rt o) | .
j=o

em si mesmo.

E fdcil ver que, existe uma constante C > O tal que se supusermos

que
(8) ;?z la, (x) - aa(O)l £ 2%
e

(9) sup ijrB(X) -~bj’B(0)| £ &
X, 8
entdo, ||S8]| < 1 e, por conseguinte,

L
é 1inversfvel em X o que nos permite resolver (7) em X. Utiligando-

se a seguir o teorema 3, obtemos

u € WP (%)
solugao de
Aou=¢
R % 4 ’ 0<j<m-1

Claro estd que u é solugdo de (6) e que sua norma em w2 P(BY) ¢
Prot 2m-m -+ P
limitada pelas normas de f em L"(B ) e de gy em W 387 (1,
Podemos, pois, enunciar o seguinte. !
Teorema 4. Suponhamos que O sistemaM (Ag (B;) ) com coeficientes
; J 0<j<m-1

fungoes infinitamente derivdveis e limitadas em B defina um problema

elitico regular. Existe uma constante C > O tal que se as condigSes (8) e

(9) estiverem verificadas, ent3o dadas f com suporte compacto em P(BY) e




3 :
g; com suporte compacto em w2m-mj,p,p(:) y 0&%J<m-1, existe

@ eWw?™P(B") solugdo de (6). Além disso,

m-1

il <ol $rongy aibligld

w2™ P (p") P (") j=o W2By 5P (L)

3,
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