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PRINCIPATS NOTACHRS E COUVENGOES
abcissa no sistema cartesiano.

designa nos Cap. I e IT a ordenada no sistema cartesia
no e nos Cap. III e IV a carga hidréulica, i.é, a dis—~
tancia segundo a vertical contada do plano de energia -

a um ponto da superf{cie livre,

designa no Cap.I a variavel complexa ( = x + 1 y) e nos
cap{tulos seguintes a cota positiva segundo a vertical

ascendente.

1ogar{tmo neperiano,

logaritmo decimal.

vetor da veloccidade

modulo do vetor da velocidaee (=mod V)

éngulo que o0 vetor da velocidaqe forma com a dire¢50 -

de referéncia Ox.
fungao potencial de velocidade.
fung¢ao de corrente.

coordenadas curvilineas segundo duas diregoes ortogo--

nais.

fungao potencial logaritmica (=lg v).

fungao argumento (=-0).

vetor densidade da corrente.

resistividade elétrica.

potencial elétrico.

ccrrente elétrica.

potencial elétrico no borno da fonte de corrente.,
resisténcia elétrica.,

fronteira da regiao de escoamento.

e 5 . . ™
dominio plano materializade pela regiao de escoamento

de fronteira T.
censtantes.,

N

angulos

~ 4 " .
peso especifico do fluido.



pressao,
altura de pressao (=p/Y).
s 2 2
altura cinética (=v"/2g).
raio de curvatura.
- ~ . " e 4 . o - -
As citagoes bibliiograficas sao indicadas, no texto ,
. ’

entre parentesis por um numero —-—- que representa a -~
rdem da citag¢fo — precedido da abreviagao ref. e --—

sio em seguida explicitadas no rodapé da pagina cor--

respondente,

/
O numero entre parentesis que se encontra ao lado de -
% . q A ’
uma formula significa uma referencia a esta formula --

guando citade no texto,



INTROLUGAO

Um dos problemas gue se apresentam particulgrmen-
te delicados nas instalag¢oes de quedas hidraulicas cocmportan-
do grandes vazGes, reside principlamente no esgotamento das -

enchentes excepcionaisa.

4Lz estruturas projetadas para esse fim — designa
das genéricamente por wvertedores --- localizam-se, via de re-—-
gra, no local da obra de retengao e se constituem, quanto ao
escoamento, nos mais delicados e gquanto ao aspecto economico
nos mais oneroscs de t0da a instalagao. Os vertedores podem -
ser precedidos poxr canais ou podem ter inficio logo no paramen
to de montante da barragem, Compreendem gquase sempre uma so--
leira vertente, acopladas ou nao a comportas moveis. Os per—-—
fis adotados devem se caracterizar por coeficientes de vazao
os mais elevados possivel quando em escoamento livre, afim de
conduzir a realizagcac mais economica da obra, devem permitir
grande estabilidade, regularidade e aderéncia da veia l{quida
ao longo da soleira vertente; devem, ainda, sobretudo nas ar=
berturas parciais das comportas, nao sefrer depressoes abaixo
de limites especifi&ﬁ&h Dai a conveniéncia de se atribuir uma
importancia toda particular ao estudo dos escoamentos por ver
tedores.,

O equacionamento matematico de tais escoamentcs -
supostos regulares repousa, bésicamente, sobre a hipétese sim
ples de irrotacionglidade - evidenciada, ao que sabemos, pela

primeira vez, por Escande (Ref.l, pag.III-42 e seguintes).

Esta hipétese que implica na existencia de um po-

. . . . 'e .
tencial de velocidade permite considerar o liquido se com--

Ref,1l:. L, ;ESCANDE, BARRAGES, volume III, Hermann e Cie,1937



portando como perfeitos préticamente em toda a regiao do es-—-
coamento, inclusive nas vijinhang¢as imediatas dos contdornos -
sb6lidos. Com efeito, a menoss gue os vertedores sejam precedi-~
dos por canais longos, com laminas de égua relativamente peque
nas e velocidades relativamente grandes, a espessura da cama-
da limite pode ser comnsiderada desprezivel em geral nos pon--
tos da soleira vertente. O movimento ao longo dos vertedores
pode entao ser considerado regido pelas equagoes dos fluidos
perfeitos. Sendo dado, porém, a enorme diversidade de formas
que possuem as regiges de escoamento, o feito que as superf{—
cies livres sao a priori incégnitas, 0 carater nio linear das
condigdes de equilibrio dessas superf{cies, a ocorréncia qua-~
se sempre de singularidades matematicas em pontos do contarno,
o desconhecimento antecipado da carga toteal (energia total fe
ferida a unidade de péso) em pelo menos uma secgac de escoa--
mento e o desconhecimento das dimensdes e formas dessa secgoes,
a possibilidade dos métodos analiticos tem sido, pelo menos a

e - .
te agora, extremamente limitados.

Ve - .
S0 em alguns casos particulares, onde os dominios
’ - . - -
tem formas geometricas relativamente simples, regidos por con
N ~ A ~, . . 7
digces de contorno que nao refletem os casos gerais, e que --

~ . . '4 N
houve exito completo por via analitica.

Referimo-nos em especial ao excelente trabalho de
Watters e Street (Ref.2) dedicado a solucio dos escoamentos a
través de singularidades (obstéculos) precedidas e sucedidas
por canais longos em regime uniforme a montante e a juzante..

. ~ .
Estes autores equacionam e resolvem com rara elegancia os re

. ’ Al ’
feridos problemas porem a custa de metodos extremamente lon-

Ref.2, GARY Z. WATTERS e ROBERT L.STREET. Two-dimensiomal flow
over sills 1in open channels. Proceedinggs of the Ameri-
can Society of Civil Engineers, vol,90.n-HY4, julho 1964



gos (transformagao conforme, desenvolvimento em série,etc..)
e sem dispensar evidentemente o concurso dos computadores ele-
trdnicos.

0s métodos de caleulo numérico, por sua vez, s0 lo
graram éxito em alguns casos especiais. Southwell e Vaisey fa-
zendc uso do método da velexagac, resolveram o problema do es-
coanento em gueda livre a partir de um canal de fundoc horizon-~
tal pressupondo conhecida a profundidade da lamina de égua cor
respondente a um plano de energia préviamente fixado (Ref.j) e
McXNown, Hsu e Yih, empregando 0 mesmo método da relaxagao, es-
tudaram o protlecma do escoamento em gqueda livre supondo profun
didade infinita a montante da soleira (Ref.4).

Fora destes dois casos, gquando entao a profundida-
de da limina de agua a montante é finita, nao se conhecem solu’
gSes por wvia numérica.

Justificam~se, portanto, as pesyguisas de métodos—~
que, dotados de uma precisao suficiente para as necessidades da
prética, possibilitem de uma maneira simples e répida a solu-~
¢ao dos problemas matematicos postos pelos escoamentos a0 lon-
go do vertedores e estruturas similares. £ o objetivo desta té
se, em que, Para a solug¢ao dos referidos problemas, se recorre
ao método das analogias rheoelétricas.

Este metodo parece ter surgido préticamente em =—--—-
1930 com o trabalho de tése do Professor Lucien Malavard, exe-
cutada sob a diregao do Professor Pérés. Desde entao, todas -
as disciplinas cientificas e, ew particular, a Mecanica dos —-

Fluidos, nos seus multiplos campos de aplicagao ( Termo-

Ref.3: R.V.SOUTHWELL, Relaxation Methods in Theoretical Physics.
Oxfoird.1l946

Ref.l4: JOHN S.MCNOWN, EN-YUN e YIH CHIA~SHUN. Applications of
the Relaxation Thecnique in Fluid Mechanics,Proceedings

American Society of Civil Engineers,lVola79-julhD 1953,



dinamica, Aerindinamica, Hidréulica, etcias) dele vem se benefdi
ciando para a solugao dos campos harmonicos planos que lhes --
sao peculiares.

Mas, a solugdo era sempre procurada, quase que tra
dicionalmente, através das fungdes auxiliares, a fungao poten-
cial da gqual deriva o vetor campo e a fungao que lhe é conjuga
da. Recentemente, porém, Gui Renard (Ref.S) demonstrou a possi
bilidade de identificar diretamente o potencial elétrico do mo
delo analégico, a fungao potencial 1ogar{tmica do gradiente ~-
bem como a fung¢ao argumento (a saber, o angulo, a menos do si-
nal, que o gradiente forma com a diregao de referéncia).

Com base nesta idéiaséquedesenvolvemos o presente
trabalho. Bste foi estruturado em quatro gapitulos. Nos. cois -
primeiros; desenvolvemos respectivamente os tépicos pertinen-~-
tes aos movimentos planos irrotacionais dos fluidos inCOmpressi
veis e a técnica das analogias rheoelétricas que interessam di
retamente aos problemas que temos em vista. Estes dois capitu-
los sao também importantes porque permitem dar ao leitor dese-
joso em se inteirar da técnica rheoelétrica e de seus fundamen
tos, pouco divulgados entre nos, uma idéia relativamente ampla
quer para fins de pesquisa como também sob o aspecto das apli-
cagoes.

Nos capitulos seguintes abordamos em fela¢50 a ca-
da problema proposto o estabelecimento adequado das condi¢8es
de contﬁrno, a representagao rheoelétrica dessas condiQSes ]
a técnica de obtengao da superf{cie livre por aproxima¢5es -

sucessivas, tudo isso mediante o concurso de uma apa----

Ref.5. GUY RIENARD. Bepresentation directe, par analogie rhéo--
eletrique, des Gradients de’Fonctions @armg
niques en domaing plan limite ou illimite. Te
se apresentada a Faculdade de Ciéncias de
Paris, 1958



.

relhagem extremamente simples, especialmente projetada e g

xecutada para esse fim.*

0 assunto abordado neste trabalho ¢ extremamen-
te vasto se levarmos em conta as miltiplas variedades de ti
pos de escoamentos de fluidos incompressiveis pesados, apre
sentando superficie livre - que consitituem aplicagoes dire-
tas da Mecanica dos Fluidos. Dispondo, entretanto, de um --
prazo de tempo relativamente curto e de um org¢amento limita
do, pudemos concretizar apenas uma parte do plano inicial--
mente trag¢ado para o fim da pesquisa completa. A concretiza
¢ao desta parte foi poss{vel tambem gra¢as a colaboragao --

’
com que se houveram varias entidades e pessoas.

f pois com a maior satisfa¢ao que externamos a-
qud os nossos ginceros agradecimentos a todos que de algum

modc contribuiram para a realizagao desta tese.

- Ao Prof. Tharcisio Damy de Souza Santos, DD. Diretor da -
Escola Politécnica de S.Paulo, pelas facilidades que nos
proporcionou durante a realizaggo deste trabalho.

- Ao Instituto de Eletrotéecnica, muito especialmente ao Eng,
J.L. da Cruz Passos, DD. Diretor do Instituto, pela execu
¢ao da parte da aparelhagem utilizado ¢ ao Eng. A. Casel-
la pelo empréstimo de alguns aparelh:te de medida.

- Ao Eng. Antonioc Zanella Jr. pelo projeto dos potenciome--

tros de medida e demais aparelhos, peias medigoes efetua-

*¥ 0 projeto e execu¢ao da aparelhagem se devem principalmen
te ao Eng.Antonio Zanella Jr. . A execugao teve lugar no
Instituto dé Eletrotécnica por permissao especial de seu
ilustre Diretor Eng,José Lviz da Cruz Passos



das com o conjunto da instalagao e pela colaboragao pres
tada durante a elaboragao dos resultados.

Ao "Centre de Calcul Analogiquem (Franga) pela doagao de
papel teledeltos e muito especialmente ao Dr. Eng.D.Fru-
man pelos abalizados comentarios gque nos foram dteis du-
rante a realizagac deste trabalho.

Aos Profs. Rolando Sonsino e Octacilio Alves Caldeira,da
Faculdade de Engenharia Industrial da Pontificie Univer-
sidade Catdlica de S.Paulo, que propiciaram a vinda de -
papel teledeltos.

Aos Departamentos de Fisica da E.P.U.S.P e da F.F.C.S.P.
pelo empréstimo de aparelhos de medida.

Ao corpo Docente da Catedra de MecAnica dos Fluidos e --=
muito especialmente ao Instrutor Eng.Adalberto B.T. do A
maral pela colaborag¢ao prestada na tomada de fotografias.
Aos funcionirios D.Neide J.Lima relo servigo de datilo--
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cAaPfTULO I

ELEMENTOS DA TEORIA DOS MCVIMENTOS PLANOS IRAOTACICNAIS DE

UM FLUIDO INCOMPRESSIVEL

CONSIDERAGOES PRELIMINARES

e N s g
Este capitulo encerra as idelas centrais todas =~
» N - -
elas guase pertinentss a teoria dos vicvimentos planos irro-
. . - . . { .
tacionais de um fluido incompressivel — devidamente estru-

turadas e vinculadas ao escapo do presente trabalho.

Achamos que a apresentagao da parte matematica -

Lo - » . - e - - ’ -
nao podia ser menos descritiva nem mals logica ja que o fim

2 q /’ . A
principal que temos em vista e um ensaio em torno de um pro

blema fundamentialmente técnico, basicamente ligado a Mecanl
ca dos Fluidos.

Os movimentos planos irrotacionais aos quais que
remos nos referir nos capitulos seguintes concernem exclusi

s .
vamente os liquidos em regime permanente.

. 'y '
Permitimo-nos entretanto, neste capitulo, poder a-
' . L A ‘
bordar os diversos topicos mencionando, sempre que se Jule=

4 ’ - 4 . - ’
gar necessario, a hipotese do regime variavel.

0 movimento plano se caracteriza, como o sabemos,
pelo feito gque a terceira componente vz do vetor de veloci-
dade Vv é identicamente nula, as outras duas v, e vy sendo -
independentes da variéve; z e fungoes unicamente de x, Y e

. ~ ’
eventualmente d2 tempo t s& o movimento nao e permanente.

Seu estudo pode entao ser feito sem sair do pla-
no Oxy ou de uma certa regiao déste — dominio D de contor-
no ' — particularizando simplesmente as equagoes estabele-
cidas para um movimento fluido tri-dimensional., Seguindo es
ta orientacao o eixo Oz deixa de ter algum interesse parti-

cular, o gue 08 permite utilizar a letra z para represen--



1.2.‘

1.3-"

tar dqui por deante, neste cap{tulo, o imaginério x +1ivy.

FUNGAO POTENCIAL E FUNCAO DE CORRENTE.

0 fluido suposto incompressivel, a equagao da =~

continuidade na forma diferencial se reduz a

- ov ov
divv = 0 ou T’5+:——l’=o (1.1)
x oy

que acarreta a existencia de uma fungao ¢(x, y,t), chamada,

por razoes jé conhecidas, fun¢&o de corrente, tal que.

y Y ax

enquanto que o carater irrotacional do movimento

- av v
Rot v = 0 ou —xX _ %X _9
ox oy

implica na existéncia da fungao potencial de velocidade ---

¢(X9Y1t) tal que

L .22 . _2e
x 0x y Oy

Identificando as expressoes acima obtidas para -
as componentes do vetor V, resultam, entre ¢ e ¢, as rela--
goes
9&=§lﬁ:§2=_§i (1.2)

ix oy oy 0x

~ ~ A, N .’ .
e, entao, ¢ e ¢ sao harmonicas conjugadas de duas variavels

x e y.
2 2
vp =0 ,v° T =0 (1.3)
com
2 2
vz =.-.-a._5 + -—a.—.
ax Ay

RELACAO FUNDAMENTAL.

As Eqs.(1.2) sao as conhecidas condigoes de Cau-
chy~Rieman. Elas admitem uma generalizagao que sera particu
larmente importante no desenvolvimento déste trabalho. Se--

jam Ms, Ms’ duas dire¢oes gquaisquer porém tais que o angulo



1.1".—

- J1i -

’
sMs’ tenha o valor + II/2, ou o que e o0 mesmo, tenha a mesma

disposigao geométrica do angulo xOy. é% e 51,

y designan
do as derivaacas no pontc M nao singular segundo as diregoes
de s e 8’, respectivamente, as relagdes (1.2) podem ser su-

bstituidas pelas equivalentes seguintes.

de _ Qﬁ y 49 . _ - QI (1 4)
ds ~ ds’ ds! ~ ds *

Com efeito, é suficiente observar que as rela---
¢oes (1.2) nao se alteram quando se faz girar os eixos O_ e
0y de um angulo qualquer. Ao fazé-los girar de um angulo --
que permita a sua coincidéncia com as diregOes de Ms e Ms’,

respectivamente, as relagoes (1.2) tomam entdo a forma(l.4).

Consideremos, agora, O contdérno I de um domfinio
plano simplesmente conexo D. Se o ponto M descreve I' no sen
tido habitual, i.é, a normal interna Mn a D faz com a tan--

gente Ms um angulo + I[I/2, as relagdes (1l.4) tornam-se.

dg _a¥ , do _ _ d¢ (1.5)

ds Jdn dn as
ondea 3s © éi simbolizam as derivadas segundo essas dire-
¢oes.

POTENCIAL COMPLEXO, VELOCIDADE COMPLEXA.

Seja D um dominio do plano Oxy tomado para a re-
presentag¢ao da variavel complexa z=x+iy. As Egs.(1.2) cons-
tituem Jjustamente as condigSes necessaria e suficiente para
que a fungao complexa f(z) = ¢ + i¢, uniforme e continua da
variavel z em D, admita em z , afixo de P°= P(xop Yo): a

derivada unica.
(Z5)
dz z=z
““o
independentemente da maneira pela qual z tende a Z,r tendo

. ’ o = 4 .
ainda como o mostra um calculo simples, em um ponto generi-

co P(x,y),imagem de z, o valor:
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dz ?;(x9Y1t) - 1 ?;(de’t) =

Vx(x;Y7t) -1 Vy(nyJt)

Vemos entao que o potencial ¢ e a fun¢ao asso-
ciada ¢, quejsconjuntamente, caracterizam um determinado mo-
vimento plano solenoidal e irrotacional, (mais simplesmen-
te, movimento plano harmdonico) formam sempre a parte real e
a parte imaginéria de uma fungao complexa f(z) da variavel

complexa z, chamada potencial complexo do movimento.

E, reciprocamente, qualquer fung¢ao complexa =--
f(z), uniforme e continua e admitindo derivada tnica (tais
fungées sao ditas holomorfas ou regulares), eventualmente ,
fungao do tempo se o movimento nao é permanente, podera ser
considerada como o potencial complexo de um movimento plano
harmonico.

Sua derivada

df .
i = Vx T i vy . (1.6)

(que é tambem uma fungao holomorfa de z) é o afixo conjuga-
do do vetor ¥ {chamado velocidade complexa) pois um déles -

se deduz do outro por uma simetria em torno do eixo Ox.

POTENCIAL LOGARTTMICO E FUNGAC ARGUMENTO.

Sejam v = mod ¥ e © o argumento do vetor ¥ ou o
angulo que'faz a tangente a linha de corrente passando pelo
ponto de aplicagao de Vv com a diregio de referencia Ox. A
relagao anterior (1.6) se escreve.

df -i@
dz = ' °* €

4 N . o
C logaritmo neperiano desta derivada e uma nova

fung¢ao holomorfa de z, donde

ig g—f = 1gvei O



B 1

que possue como parte real a fun¢ao potencial 1ogar{tmica:

. Y A ~
e como parte imaginaria a fung¢ao argumento

-~ A . . 7
ambas fungoes harmonicas das duas variavels x e ¥y (eventual

mente do tempo)

Vzu —0evVR =0 (1.9)

o] » . . 4
como decorre do n- 1.2, as quais se aplicam tambem em um --—
2 . - ~ o} .
ponto M nao singular as consideragoes do n~ 1l.3.

duy _ _ d@

ax = a7y

sendo MX e MY duas diregbes crtogenais quaisquer.

Convem ponderar desde.jé sobre a importancia -

destas duas fungcCes p e &.

£ muito frequenie encontrar-se, por exemplo, um
problema fisico em que o objetivo final da solugdo nio e --
prapriamente o potencial e sim o seu gradiente e em particu
lar na hidrodinamica dos fluidos incompressiveis ideais nao
é o potencial de velocidade gue interessa em primeiro lugar
(que se comporta guase sempre como fungao auxiliar) o sim o
gradiente desta fungao, a saber, o0 proprio vetpr da velocida
de v em modulc, direg¢ao e sentido. Se, entao, no plano fisi
co, pudermos representar, nao as fun@Ses 9 e ¢, mas direta-
mente as fungdes p e R, teremos, em cada ponto, de um lado,
o médulo da velocidade através de y e por outro lado a dire

¢ao dessa velocidade através de R.

A representagao direta de u e @ no plano fisico

foli talvez utilizada pela primeira vez por =—--—-—=-"< (Ref-6)

Ref.6: POLUBARINOVA KOCHINA - Theory of GrourdWater Mouve-~
ment, Princeton. 1962.
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mas, no campo rheoelétrico, com aplicagao a aerodinamica e

problemas de eletromagnetismo, fée-lo recentemente G.Renard

(Ref.5) ao qual jé nos referimos na introdugao deste traba-
lho.

SOLUGOES DA ECUAGAO DE LAPLACE.

Sendo ou nio Unica, a solugao da equagao de La-
place mo plano (Cf.Eqs.lOB sz 1.9) depende das condigSes de

contdrno a serem impostas.

Entre estas mencionaremos apenas as que admitem
representagao analégica simples habitualmente reproduzidas
nas cubas rheoelétricas ou nos modélos de papel condutor --
(cf,Cap.II).

Problema de Dirichlet. Consiste em determimar -

~ - A N 4 .
uma funcao P, harmonica em um dominio plano D, de contorno

I'y e satisfazendo sobre os pontos de T a condigao:
g = £(P)
£(P) sendo uma fungao dada em todos os pontos P(x,v) & T.

Piroblema de Neumann. Consiste em determinar uma

~ 5 A . I'd o
fung¢ao @, harmonica em um dominio D, de contorno I'y e conhe

cendo sdbre os pentos de I' a derivada segundo a normal
29
g(P) sendo uma fungao dada em todos os pontos P(x,y) € T

Problema mixto (dito também broblema de Diri---

chlet - Neumanr). Consiste em procurar uma fungao ¢, harmé

nica em D, e satisfazendo sbbre o contorno I' de D a condigao

¢
30

in

f(Pl) Pl(x,y) € Pl

g(P,) P,(x,y) =T,

onde Fl e T conjuntamente, constituem T.

2’



1.7.- FORMULAS DE INTERPOLAGAO E DE DIFLRENCIACAO

~ ~ o]
As condigoes de contorno apresentadas no n- an-
terior dao em relagao as funjoOes conjugadas p e &, num pon-
to regular M do contdérno I', supostuo orientado no sentido --

. o ~ X X ; .
descrito no n- 1.3 as relagoes diferenciais seguintes.

dp _ _ 20 _ 009
dn -~ ~ 9ds ds
Sp __ 08 _ _ 39
d3s _ dn _ ©on

Guando, por exemplo o problema matematico é do

tipo Neumann, a representagao rheoelétrica da funggo L em -

um dominio D reguer sobre I' o conhecimento da variacao --

dp = 38 -
an ds = s ds = d0(s)

onde dO(s) pode ser feito igual a Ag = 62- 61, sendo estes
Gltimos os argumentos do vetor da velocidade em dois pontos

préximOS M2

e M1 da vizinhangas de M.

Vemos ent3o que a integrabilidade de p segundo
Neumann pressupde o fonhecimento sobre I' da distribuiscao de
o(s). Se o contorno T, (ou parte dele) é dado por uma expres
sao analitica o célculo de ©(s) nao oferece nenhuma dificui
dade pelo simples fato do poder calcular imediatamente o --
coeficiente angular da reta tangente a curva em cada um de
seus pontos. Este é 0 caso quando a parte de I' diz respeito
ao perfil longitudinal do wvertedor que é dado, em geral, a-
naliticamente. Mas, guando o contdrno I' é dado em parte por
pontos ou simplesmente por meio de uma curva sem expressao
analitica (caso da superf{cie livre) torna-se necessario re
correr a métodos do calculo numérico.Estabéleceremosem segul
da as férmulas que Jjulgamos Qteis no processamento deste --

trabalhc,

Sejam v » ¥, © Vo ©S valores de uma f1mgad ~e-
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qualquer ¥, obtidos em tres pontos 0,A,B de abcissas res-
pectivamente iguais a O(zero), a, -b, sendo a e D numeros
positivos. Sob aslhipéteses adstritas aos'desenvolvimentos
limitados (?un¢§°-y(x) coptinua’ restrita, bem como as deri
vadas, etc...) a fungao y(x)‘assume a forma polinomial se~=~
guinte
Y(x)" Yot Alx + A2x2 + E(x)

onde A, e A, e E sio fungdes a determinar, as duas primeiras
dependendo das variaveis Yo ? Yo o0 Ygr & ebe a ﬁlt;ma e

contendo aléem de a e b as derivadas de y de 32 ordem em de-

ante.
Mostremos a forma simbolica de se obter Al' A2

e E. Os desenvolvimentos de Y(x) pela formula de Mclaurin -

no ponto x=0 sao.

vy - Vo = (5D (-b) + 1(—1) (-b) + 1(—1) (-b)2+—-
dx
- o 1 a’y 2 , 1y
Ya Yo (dx)o +t—(d ) e *Lg( 3)0 a” te--
= + L a®y 3
Y(x) =Y, = ( )o x lgfd 2) L_(dx )e X7 tm-—
Resolvendo as duas primeiras em relagao a =----

(dy/dx)o e (d?'y/dxz)° vems

dy, _ a=b b e ,
(33)o = b Yo * a(aro) YA " ®(asw) 'B T B, (1.10)

= ‘
4y - SN 2 2 19
(dxz)o ==%2b ° ala+b) YA T b(a+b) B + By (1.11)
com 3
E’ =-2R(EYy &+ .
=-= Dy e
dx
E! = _a-ﬁ(g_zx) 7Y e
°© 3 dx3 =
donde.
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N e volx* + E
ab Yo alatb) “A b\a+ﬁy B (x) (1.12)
com

—_t

(x)= % Z =S a)(a-b)( ~~) s (1.12)

Derivande (1.12) nos pontos o0,4,3 cktem-se 08
desenvolvimentos das derivadas de v(x) nesses pontos.Assim,

os resultados para A(a) e B(-b) sao;

- é‘.-.'i‘?. e ...-‘?7.?'._.13_ . a.' H
( ) == "ab Yo ~ a(a+b) Yp* bla+b) ¥g ¥ Ex
_ atb b a+2b ’
( %8 = =5 Yo ~ a(atd) YAt 5(a+p) ¥B T Fg
com
E’ = 3:!.?:31 (.d_l) Y N
A 6 370
dx
3
s b(a+b) (d’v
BB = = 6 ("“""‘"3 o T - e ——— o —
dx

Estas formulas se simplificam bastante quando A
e B sio cimétricas em relagio a origem. Independentemente -
disso, elas sso0 suficientemente precisas para as necessida-
des que temos em vista, e de manuseio facil e rapido. A f6£
mula (1.12) substitue com vantagens as clissicas férmulas -
de interpolagao mspecialmente quando se quer a lei de wvaria

¢ao de Y(x) num intervalo de definigao dado (-bfias_a).

PONTOS SINGULARES.

Durante o movimento irrotacional de um {luido
incompressivel, podem ccorrer pcntos onde a velocidade se -
anula ou se +torna infinita. Tais pontos ccnstituem as singu
laridades matematicas do movimento. Com efeito, admitindo o
estudo do movimento através da fungio lg(df/dz), nos Pontos
de velocidade nula ou infinita temos | infinito e Q uma fun

¢a0 nao definida nesses pontos.

B

6]

Ly 13 4 3
A relagioc (1.10) deixa %ambem de subsi
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E preciso, entao, formular a hipdtese segundo a
qual os pontos singulares nao ocorrem no interior da regiﬁo
de esfoamento, podendo eventualmente ocorrer em pontos do =
contdrno. Esta hipétese se justifica porque a velocidade,em
bora atinja os wvalores maximos no contdrno (propriedade ca-
racteristica dos movimentos irrotacionais) pode atingir os
valores minimos nos pontos internos de um dominio plano har
m6nico, e entao em particular, pode ser zero quando o ponto

interno é um ponto de estagnagao (Ref.7, pag.79).

Os portos singulares no contorno se reduzem qua
se exclusivamente a cantos. Uma demomstragao interessante ,
embora incompleta, desta propriedade foi dada por Thomson =

(Ref.8, pag.l12).

Entretanto preferimos mostra-la por meio de um
exemplo simples. Consideremos o escoamento regido pelo po--

tencial complexo

A e m sendo constantes reais e m >o0. Designando por r e 6 o

rd L]
modulo e o argumento de z, vemn.

f(z) = a r'(cos mO + i sen m@)
donde.
m *
9 = Ar cos mo
¢ = A T sen mo
e entao ¢=O nos pontos de r gualquer (excluido r = 0) e o

mﬁltiplo de NI/m. Para © = O e © = II/m temos duas linhas de

Ref.7: HUNTER ROUSE (Editor Chefe). Advanced Mechanics of -
, Fluids John Wiley 1959
Ref.8: MILNE THOMSON, Hydrodinamica Teorica. Aguilar,1951
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corrente retas que se cruzar na origem,a primeira coinidindo
com © eixo real e a segundo formando com este eixo O angulo
/m. Os movimentos irrotvacionais, por uma propriedade que -
lhes ¢ caracteristica, autorizam considerar as duas retas cg
mo se fossem os trugos de duas paredes no plano fisico (plg
no z). Fazendo entao variar 0 de zero a II/m obtemos a confi
guragao de todas as linhas de currente < linhas eguipotenci
ais na regiao do escoamento delimitada pelas duas paredes -

; 3
com vertice na origem.

Este exemplo da rlargem, agora, as seguintes obser
vagoes importantes.

Para m >1 o angulo entre as paredes (computado
no sentido do movimento), é menor que II e para %<1n< 1 este
angulo é maiox que I e evidentemente menor que 21, Derivan-
do o potencial complexo obtem-se,

- 21 i(m-1)6
fzz) = Am 2™ l= o o (m-1)0

donde o mddulo da velocidade.

v = Amr

e,‘entao, as linhas isovelocidades v=cte sao arcos de circu
lo com centro na origem, Notemos, ainda, que em z=0, 2 velo
cidade é nula para m>1, {O vértice das duas paredes se com
porta assim como ponto de estagnacao} 2 para %< m< 1 a velo
cidade é infinita. Sao estas as conclusoes parficularmente

importante as quais queriamos chegar., Reconhecem-se como sin
gularidades no contorno os cantos, ou mais precisamente, o0s

pontos em cujas vizinhangas incompletas (aguelas desfalca-

das dos pontos prbpriamente ditos) ha variagao Brusca da ==
fungao argumento. A técnica matematica de contornar a presen

¢a de uma singularidade é remove-lado cONtOIMO POr UM artifico cm



..\ 0 om e
veniente. Isto feito, a eq. de Laplace sujeita as condigoes
. o) . ~
de contdrno enunciadas no n-1.6 e mediante a relagao (l.lO)

. ~ =l Tos s .
admite .solugao. Mas, esse artificio esta sendo sugerido --
pclo exemplo que acabamos de apresentar. De fato, consideran

3 A, -
do o sistema de referencia com a origem num ponto de estagna
950, e isolando o ponto singular por meio de um arco de cir-
*
. - ~ - 10 ~
culo de raio elementar r e de eguagao z=r = , a fungads po--

- .' - 4
tencial logaritmica sera constante em todes os pontos do ar-

co pois N _
v(r) = cte acarreta p(r) = cte.

e a fungdo argumento tera por valor
Q = (m-1) 0
em cada ponto do arco.

Se v(f) é conhecido teremos uma condigao de Dire
chlet para p e, pela relagio (1.10), sendo ou nao conhecido

- - A 3 . loe/
v(r), teremos obrigatoriamente uma condigao de Neumann para

Q’
du _ 4@
ds T dn e

sendo s um sigtema de abcissas curvilineo estabelecido ao --
longo do arco elementar no sentido habitual e n computada pgo

sitiva no sentido da normal interior.

Ao longo do arco elementar a derivada de & em rg
lagac a s tem agora um sentido matematico. Portanto, sendo -
dado df/ds, resulta pela relagae (1.10) uma condigao-de Neu-~
mann para H.

A técnica de representagao rheocelétrica das sin-

. 5 ~ -~ 4
gularidades e das correspondenies condigoes de contorno sera

apresentada com o devido detalhe nos capitulos seguintes.
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GAPLTULD IT

GENERALIDADES SOBRE A TBCNICA DAS ANALOGIAS REEOELZLTRICAS.

PRINCIPIO.

0 método das analogias rheocelétricas se inspira
na existéncia de um comportamento matematico identico de di-
versos campos da fisica ao do fendmeno da condugao elétrica
através de um meio condutor continuo. As equagdes que regem
este Gltimo fendmeno suposto se realizando em regime estacig
nario em relagao a um sistema de referencia Oxyz, em cada --

ponto P(x,y,z) interno ao meio condutor, sao.

div

[ 3% S Y|

E = - % grady.

o~ O

onde F(x,y,z) é o vetor densidade de corrente, p(x,y,z) Ire=-—
sistividade e U(x,y,z) o potencial eleétrico do qual deriva o

vetor campo E(x,y,z).

Combinando as duas equa¢5es acima resulta a equZ
~ ’ ~ ’ 0
¢ao geral que rege o fenomeno da condugao eletrica em um meio
condutor continuol

1 23U 3 /1 3y
)+ 2

5 3y > az) =0 (2.1)

2G D - &
Dai o principio estabelecido por Malavard (ref.
9): Toda vez que, no interior de um domfnio D, um fenomeno
fisico é regido por um potencial @ que verifica uma eq. do ~-
tipo (2.1) é sempre boss{vel de alguma maneira visualizar es

/ - - * a ’ ]
te fendémeno identificando @ ao potemcial eletrico U de um mo

délo condutor de forma geométrica semelhante a D.

Ref.9: L.MALAVARD e G.RENARD. - La technique des analogies
rhéoelétriques. Technique generales du laboratoire --
de physique (extrate).

Vol.II, Cap.XII, Ed. CNRS, 1962
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No casc particular de um campe plann, o melo
- o~ s " "
condutor sendo homogéneo e isotropo em relagao a resistividade,

o fenomeno se rege pela equacao de Laplace.

2 2
3U ,3U _op (2.2)
2 2
ix oy

A vista desta equagido e daquelas (1.9) é suficien-
te entao construir um modélo elétrico de dimensodes geométricas
semelhantes équelas do dominio considerado do movimento plano
irrotacional precisando sobre o contorno do modelo elétrico as
mesmas condi¢5es de contorno do escoamento em pontos homélogos,

inclusive as correspondentes aos pontos singulares caso existam.

’ -
As grandezas eletricas detectadas no interior do -
~ ’ . ~ ~
modelo eletrico serao, a menos de uma constante, uma solugao -

experimental das grandezas hidrodinamicas correspondentes.

ANALOGTA DIRETA E ANALOGIA INVERSA.

A correspondéncia entre a fun;go potencial logar{w
tmica y e o potencial elétrico U, habitualmente designada ana-
logia direta, nao é a unica possivel. Com efeito, a fun¢ao de
corrente elétrica i (fluxo do vetor J) & fungao conjugada do -

potencial U em virtude da relagao.

'

1 du
ai = - 5 3= ds (2.3)

e em consequéncia, é fungao harmonica dentro das hipdteses aci
ma mencionadas. Identificando § com i resulta uma correspondén
cia analogica entre Q e U, chamada analogia inversa. As condi-
¢oes de contorno na analogia inversa sao invertidas em rela¢50
aquelas da analogie direta em virtude da equagao (1.10) ou da

sua imagem (2.3). Donde, portanto, o nome das duas analogias,
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2.3.- ESCOLHA DO MEIO CONDUTOR.

Os materiais habitualmente utilizados para a mate-
rializag¢ao dec modélo elétrico capaz de permitir o estudo de -
um campo harménico plano podemsser 1iquidos ou sb6lidos. Entte
0os prieeciros é exempll cldssico um eletrdolito contido em cuba
rheoelé®trica de profundidade rigorosamente constante. Esta ~-
técnica nao poderia servir a pesquisa de solugoes de problemas
envolvendo determinagao de superf{cie li%re pelas seguintes -
razoes mais serias que aquelas apontadas por Huard de La Mar-
re (Ref.lO, ;oag.6)° A superf{cie livre e um contorno ao mesmo
tempo linha de corrente, de forma qualquer, que se deve mate
riaiizar com uma parede cilindrica (munida ainda de eletrodos
destinados a realizagao da condig¢ao de Neumann) de igual for-
ma. Como a sua posigao exata é incégnita a priori, ela deve
ser obtida por aproximagges sucessivas e estas implicam na --
realizagao de um conjunto de operagoes (esvaziamento da cuba,
estanqueidade, reenchimentoretc,..) gue acabam por invalidar

b 8 : r B ’ - .
praticamente as vantagensproprias do metodo rheoeietrico.

Entretanto, alguns autores tem utilizado a cuba -
rheoelétrica na solugao de problemas envol¥endo pesquisa de -
superficie livre recorrendo a processos mais ou menos engenho
sos que permitem deslocar dentro da cuba a parede materializa
dora da superf{cie livre sem a cperagao intermediaria do esva
ziamento em cada aproximagao. Um desses processos, relaciona-
do com a determinagao da forma da superficie livre intewior e

superior da veia l{quida em queda livre; é devido a Hay e Mar

Ref.10: PIERRE HUARD DE LA MARRE. Resolution de problemes d in
filtrations a surface livre au moyen &’ analo--
gies electriques. Tése apresentada a Faculdade
de Ciéncias de Paris. 1956
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kland (Ref.ll) que empregaram borrzcha flexivel para materia-

»A

# - =
lizar as superficies Jivres ¢ ccla adequada afim de impedir g

ventuais fugas Jdurante o deslocaments em cada aproximagao.

Entretanto, as solugdes julgadas aceitaveis por es
tes autores foram obtidas apés cerca de seis aproxima;ges e o
teste completo compreendendo os ajustes dos contdornos e levan
tamento final do campo demandou cerca de dois dias de trabalho,
Nao revelam, contuds., se ail emta incluido o tempo gasto na e=

xecugao do modelo.

P . ’ . ’ ’
Vemos, entso, gue o malterial solido e incontesta~-

velmente ¢ mais indicane mora os »ioblemac laplacianos planos

G

o]

compreendertio determinegao da supeificie livre scb a condizao
< 0y » - o2 \ - - »
de apreseriar razcavein requisltes en relacao a resistividade
- = . . 2 4 .
e houcgenelranse : ac mesmo tempo permitar manipulagac fecil,

=

- . . - . . - o N N ’ A
Ur tal ratevial exigte -icto sch acs conveniencias da pratica.

Em 1948 a ' Western Union Telegraph Company' anun--
ciou a fabricag¢ao de um novo tipo de papel eletro-sensitivo -
destinado especialment=z a grava¢50 de telegramas e registros
de instrumentos elétricos (Ref.12,pag.127). Conhecido pelo ng
me teledeltos, este papel passou a ser utilizado intensamente
como meio condutor rheoelétrico por apresentar suficiente ho-
mogeneidade e isotropia em rela¢50 as caracteristicas elétri-
cas. Em virtude destas vantagens, o papel teledeltos tem sido
utilizado com sucesso emn diversos campos da técnica e em par-

ticular no dominio das escoamentos lentos. Na Escola Politecni

Ref.1l1. HAY e FRIC MARKVAWD,- The determination of thedilshar~
ge over weirs by the eletrolytic tank. Proc. the Ins-
titution cf Civil Engineers. Vol,10.maio-1958.

Ref.12! WALTER J.KARPLUS, A3valog Simulaticn.MaGraw Hill-1958
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ca de S.Paulo teve sua aplica¢ao pela primeira vez, em 1961 -
num estudo que visou a solugao de um problema concreto, a sa=-
ber, o estudo da percolagao atraves da infraestrutura da bar-

ragem de Barra Bonita (Ref.13).

CARACTERISTICAS DO PAPEL TELEDELTOS.

Existem no mercado fundamentalmente dois tipos de
papel teledeltos, o tipo L de baixa resistividade (entre 1500
ohms.ém e 3000 ﬁhms.cm) e o tipo H de alta resistividade(aci—
ma de 17 000 ohms.cm). O primeiro é o mais indicado porque --
preenche satisfatoriamente as condigoes exigidas pela técnica
rheoelétrica.,

Assim, por exemplo, as dondig¢des de contdorno neces
sitam porg¢oes da fronteira bastante condutoras e tambem ae con

PR . ~
trario, fronteiras isolantes em relagao ao mesmo meio condutor,

O papel teledeltos é executado sob a forma de rolo
de 80 cm de largura e comprimento até cérca de 30,0 m sendo -
constituido de duas folhas coladas com um composto de grafite.
Uma face se apresenta cinzenta clara e a outra cinzenta escura
metalizada.

Durante a manufatura do papel, nio é exercido con-
trole preciso da resistividadé, podendo ocorrer varia;io desta

propriedade de um rolo para outro,

Além disso, testes de homogeneidade tem revelado -
variagao de lOo/o, da resistividade segundo o comprimento e -~

testes de isotropia tem revelado também que a resistividade -

Ref.13. TUFI M. ASSY.- Barragem de Barra Bonita. Estudo em mo
delo’analogico elétrico de suas fundagdes. Lab, de ~--—
Hidraulica da EPUSP. 1961
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medida ao longo do comprimento do rolo & 10°/0 aproximadamen-
te mais baixa que aquela que se da segundo a largura do rolo,
especialemente nas proximidades dos bordos. Estes inconvenien
tes obrigam tomar algumas precaugoes durante os ensaios. Para
cada modélo convem testar a resistividade sobre duas amostras
cortadas segundo as\duac direg¢des nas proximidades da regiao

servida a execugao do modélo. Para certos campos com diregao =
privilegiada de corrente recomenda-se mesmo executar dois mo-
délos identidos cortados segundo dois eixos perpendiculares -

e superpostos para a alimentagao eletrica.

As variagges de temperatura do meio ambiente e as
frequentes corrente dé ar ﬁmido, quando agem uniformemente sé
bre todo o modelo, alteram por igual a resistividade e em con
sequéncia a repartigao dos potenciais. Mas quando, por falta
de cuidado, se apoia o cotovelo ou antebrago sobre o modéelo -
ou ainda se iluminaintemsamente o modélo de uma forma irregu-
lar, a repartigao dos potenciais se altera agora desigualmen-

: - rd
te dando margem a erros apreciaveis.

Os inconvenientes acima apontados que, evidentemen
te, limitam a precisao dos resultados, sao contudo largamente
. compensados pela comodidade de emprégo e rapidez de execugao
de dominios de forma absolutamente qualquer permitidos com o
papel teledeltos. Este meio condutor é entao altaménte reco=--
mentado para descortinar, ginda que grosseiramente do ponto -
de vista da precisao, o aentido geral do fendmeno e, em parti
cular, no caso presente, conduziria rapidamente a forma quase
definitiva da superf{cie livre e a repartigao das grandezas -
f{sicas intercssando diretamente o problema do escoamento. Se
maior precisido dos resultados é exigida por fazSes técnicas,

o estudo completo pode ser feito dai por deante por meio da -
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cuba rheocelétrica.

£ sob este prisma que deve ser entendido o uso do
papel teledeltos no presente trabalho, fornecendo, por um -
lado, resultados suficientemente bons para a maioria das ne-
cessidades préticas e por outro lado o ponto de partida para

- s -
um estudo mais apurado nas cubas rheoeletricas.

2.5.- EXECUCAO DOS MODELOS.

Apés definir completamente a forma geométrica do
dominio a estudar, precisam-se em seguida as dimensoces do mo
delo de modo que caiba em um retﬁngulo de largura maxima —=-
70cm, para escapar wun pouco ao efeito de bordo do papel tele
deltos referido no n9 anterior,desenmkﬁonmsalépis na escala -
1.1 do modélo sobre um papel transparente milimetrado, A fron
teira deste dominio deve ser detalhada de acordo com as condi
¢des de contorno a ser impostas elétricamente ao modélo. As
partes que devem apresentar-se isolantes (corrente nulas),
sao desenhadas seguindo simplesmente a forma propria da fron
teira, i.é, sem alteragao. As partes da fronteira que devem
ficar inteiramente condutoras (potencial constante) sao de--
senhadas prevendo o lugar de um eletrédo continuo de aproxi-
madamente 15mm de largura. As partes da fronteira que devem
apresentar-se com variagao de potencial ou de corrente de um
ponto para outra sao desenhadas prevendo uma sequéncia de e-
letrodos de dimensoces a determinar e separados um do outro'-
por um pequeno intervalo isolante. Estruturado desta maneira
o projeto do modélo, o papel limimetrado é justaposto ao te-
ledeltos na face cinza clara para reproduzir sobre ele a fron
teira com seus eletrodos e isolantes por meio de furos minﬁg
culos praticados com simples ponta seca. Estes furos permi-~-

tem deseahar a lapis a forma do modélo no teledeltos. O Modge
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lo pode ser extraids facilmente utilizando-se de tesoura e,

se necessario ainda, de lamina de barbear (fig.2.1).

0 espago ocupado por um isolante ao lorgo da fron
teira que separa um eletrodo do cont{guo nao pode ser cual--
quer pois, quando muito grande gera perturbagBes importantes
do camponas vizinhangas da fronteira, os eletrodos se compor
tam como fontes e sorvedouros e quando muito pequeno provoca
troca de corrente intensa entre os eletrodos vizinhos. Segun
do Malavard, o referido espag¢o deve ser tomaco igual a 1/3 -

dacuele que corresponde ao eletrodo.

O processo que temos utilizado para realizar o e-
letrodo altamente condutor, consiste em pinta-lo com tinta a
base de prata de fabricé¢£o nacional, utilizando para isso =
um simples pincel fin9. A tinta seca répidamente e assegura
um contacto perfeitamente aceitavel entre o eletrodo e o pa-
pel.

2.6.- A APARELHAGEM. MATERIALIZAGAO DAS CONDIGOES DE CONTORNO.

A alimentagao do modélo pode ser feita em corren-
te alternanda, como 6 o caso da cuba eletrolitica, ou em cor
renté continua.

Com as notagoes da fig. 2.1, a aparelhagem utili-
zada neste trabalho compreende.

a) Uma fonte de corrente continua qhe permite uti

lizar uma tensao até de 30 volts de acordo com
a sensibilidade desejada no modelo. Temos uti-
lizado também uma bateria de acumuladores de 6
volts.

b) Um potenciometro de medida de quatro digitos -

tiph Kelvin-Varley munido de um comutador que

permite ligé-lo ao polo positivo ou negativo da
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fonte, achando-se em cérie com o Potenciometro
uma resisténcia n2o graduada de igual valor, a
saber, 10,000 ochms, Esta fica ligada sempre ao
polo cpecso dagquele do potenciometro. Entre a
resistencia e o potencidmetro fica estabeleci-
do o zero de referéncia.
c) Um galvandmetro de ponto luminoso com a sensibi

iidade de 100 divisoces para 1lp A.

- - rd
Uma sonda constituida de uma haste metalica —--

AN
~

sendds? o seu =orpo pbrotegido por material isolan
te e tendo 2z =axiremidade destinada a explora--
¢ao do campc a forma pontiaguda.

e) Um conjuntc de potencidmetros nao graduados ca
da um de resisténcia interna igual a 1000 Q as
sorciados em paralelo com a fonte e munidos de

ajustes grosso e fino.

A alimentagao geral dd uma diferenca de potencial
que podemos chamar arbitrariaments 0-100 quando é possivel -
pPrescindir d2 sinal algébrico do pectencial do campo ou entao
-100 e +100 guando sGbre o contdrmo e no interior do campo o
correm valores do potencial pcsitivos e negativos. No primei
ro caso, o fio a b & ligzado diretamente ao zero do potencio-

metro de medida, o c¢comitadsr deixando acsim de ter fungao.

A materializasao de uma qondi;&o de Dirichlet con
siste em afetar cada eletrodo de um potencial elétrico corres
pondente ao potencial do problema fisico calculado em seu -~
centro,

Esta operagao faz-se da seguinte maneira. seja h
um desses eletrodos no qual se quer impor o potencial Uh' Re

gistra-se este valor no potenciometro de medida, coloca-se a
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sonda em h e manobra-se sobre o cursor do potenciometro h’ -
até que se tenha corrente nula através do'galbanametro. e
por vézes necessario repetir esta operaqao quando o numero -
de eletrodos a alimentar e grande.pois a0 manipular com um -
deles os demais podem se desregular. Convém observar também

que a regulagem do zero no galvanometro deve ser cercado do
seguinte cuidado. utilizar sensibilidades sempre crescentes

antes de operar o ajuste fino para evitaz'cthue.no galvano-

metide

A materializagao de uma condig¢ao de Neumann con-

siste em injetar no eletrodo uma corrente (i proporcional a
derivada da fung¢ao potencial segundo a normal ao contorno -
calculadé em seu centro. A imposigao dessa corrente pode ser
feita por dois processos., Pelo método dito das 'diferengas -
de potencial" , utiliza-se, para cada eletrodo a alimentar ,
um potenciometro como g’ e uma resistencia montada como se -
indica na fig.2.1l. Sejam R a resisténcia, U opotencial no --
cursor do potenciometro g’ e U aquale do eletrodo g. A cor--
rente M que se estabelece no eletrodo tem por valor

U -U
b o= —p

Fixando R, a diferenca U - U fica conhecida e es-
ta se impGe manipulando o potenciometro ate que o0s potenci--
ais lidos nos bornos da resistencia deem a diferenga deseja-
da, O método de injegao por diferenga de potenciais permite
estabelecer correntes com excelente precisao, pgrém a custa
de uma regulagem frequentemente longa devida a convergencia
excessivamente lenta. Quando a precisao desejada e menor, o
método seguinte, dito das grandes resisténcias, convem melhor
por que é mais simples e.nao necessita de regulagens. Consis

- 3 ~ >
te em intercalar uma resistencia R de grande valor entre o -
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borno da fonte de cormente (onde U=% 100) e o eletrodo de =~
maneira que o potencial U resultante no eletrodo seja da or-
dem 1 ou 2 na escala 0-100. A foérmula anterior se reduz a

100
R

e

Ai

-
"

e esta mostra que as resisténcias R devem também ser inver--
samente proporcionais as correntesA i. O inconveniente deste
método & a redugao importante da sensibilidade devida a pe -
quenez da escala de potencilais em relagao a escala total ---

correspondente a diferenga de potencial dada pela fonte.

0 \ltimo Jigito de que é formada o potenciﬁmetro
de medida fica préticamente sem fung¢ao. Temos melhorado a -=-
sensibilidade grocurando aplicar diferenga de potencial sufi
cientemente grande compativel com a resisténcia do modelo e
temos aumentado a precisao da leitura, impondo ao potenciamg
tro de medida uma fragao da escala elétrica da fonte, a sa--
ber, 1/10 desta escala. Para isseo, é suficiente inserir en--
tre a e b e entre ¢ e d resistencias iguais a 90.000 ohms pa
ca cada ladec.

2,7.~ TECNICA DAS INJEGOES POR_GRANDES RESISTENCIAS.

4 confecg¢ao de eletrodos ao longo do contorno --=-
subtendendo peguenos segmentos e aq injegao de corrente por -
grandes resistencias constituem técnica rheoelétrica corren-
te. .Entretanto, nao temos dados de nenhum autor que mostrem
a precisao resultante com o emprégo simultaneo dos dois pro-
cessos em modelo de papel teledeltos. Este aspecto da ques--
tao é sobretudo importante em problemas cujos solugdes em —-
pontos internos do dominio de integra¢50 importam pouco como
é o caso dos escoamentos por vertecores e sao no entanto fun

2

damentais em pontos fronteira. E preciso saber ate gue ponto

se altera o campo das ecuipotenciais no interior da regiao -



do escoamento e especialmente nas vizinhangas imediatas da
fronteira qguando se substiiti wuma lei continua de dados de
Neumann por uma distribuigao discreta atraves do processo -
dos pequenos eletrodos alimentados segundo o método das gran
des resistéencias e quando o meio condutor utilizado e o pa--~
pel Teledeltos. Quando a inje¢ao de corrente ¢ feita pelo mé
todo potenciometricoe omodélo e feito em cuba eletrolitica -
os resultados que se obtem por confronto entre o calculo tég
rico e a experimentagao analégica foduzem a justificar o pro
cesso como séndo altamente satisfatorio (Cf.Malavard, ref,1l4
pag.262).

0 exemplo tratado por Malavard é classico e sim—-
Ples e consiste na verificagao do campo hiperbdlico ¢=y2—x2
em um dominio retangular ABCD, AB segundo Ox e CD segundo Oy
coincidindo A com a origem, e os lados grardando a seguinte
relagao ADIAB=2.3, A coincidéncia das linhas equipotenciais -
teoricas e experimentais é excelente e 0s potenciais lidos -
nos eletrodos coincidem com os tedricos com a precisao de --
3/1000,

Consideramos exatamente o mesmo exemplo para tes-
tar ao mesmo tempo a aparelhagem aqui utilizada, a discreti-
zacao das condigodoes de Neumann pPelo processo dos pequenos e-
letrodos e a inje¢ao de corrente pelo método das grandes re~
sistencias. O modélo executado em papel Teledeltos tem as di
mensSes 30 x 20 cm. (fig.2.2).S6bre os lados AB e AD a deri-
vada d¢9/dn é nula e sbbre BC e CD temos para valor dessa de-

rivada, respectivamente. -2AB e 24D, Segundo a formula (2.3)

Ref.14. L.MALAVARD - La téchnique des Analogies électrigues
Técniques générales du laboratoire de
Physique -~ Vol.,II - Cap.XV - Ed.CNRS.
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as correntes a ser estabédlecidas nos eletrodos constituidos
ao longo de BC sao proporcionais a AB Ay e ao longo de CD -~
sao proporcionais a AD Ax. As resistéencias sao inversamente
proporcionais a estes numeros, donde Rx=(2/3)(A.x/Ay).3& on
de Rxé a resisténcia ao longo dos eletrodos de BC e Ry a re-
sistencia ao longo dos eletrodos em CD. O lado BC foi dividi
do em 16 eletrodos de largura total 12mm (dos quais 9mm ocu-
pados pela parte condutora e 3mm formando a parte isolante)e
um eletrodo de largura 8mm. O lado CD foi dividido em 13 ele
trodos de largura total 24mm (dos quais 18mm para a parte --
condutora e 6émm para a parte isolante) e um eletrodo de 12mm
Os eletrodos foram numerados de 1 a 30 segundo a ordem cres-
cente no sentido BCD. O eletrodo n2 1 é o de largura total -
8mm e o eletrodo n2 30 & o de largura total 12mm (cf.fig.2.2),

. A - - 3 - . » N~ -
A experiencia definitiva compreendeu as seguintes resistencia

Eletrodo nS Resisténcia
1 1,5 4Q
12 a 17 1,0 MQ p/ cada eletrodo
18 a 29 750 KR p/ cada eletrodo
30 1,5 MQ

A
As resistencias relativas aos eletrodos em BC fo-
ram conectadas ao boxrmo =100 da fonte e as restantes foram -

ligadas ao bormo +100,

Sendo 2 e 3 0s comprimentos dos lados do doh{nio -
retangular, a fung¢ao ¢ no centro do eletrodo n2 1 (x = 3,000
¥y = 0,04) e no centro do eletrodo n2 30 (x = 0,06, y=2,00)as
sume os seguintes valores, respectivamente, ¢, = 8,998 e
¢30=-3,996. Os potenciais lidos nesses eletrodos foram, res-
= 3,726 (na escala 0-100). A-

pectivamente, U, = 0,150 ¢

1 30



dmitindo uma relagao linear entre U e ¢ resulta a seguinte -
lei do potencial nos pontos internos e fronteira do campo, -

U = - 0,275¢ + 2,625

Utilizando. a técnica descrita no n93g7 obtivemos
no cambo os pontos correspondentesés linhas 9 = 7, 5, 1,0,
-1, -3 que se vem na fig. 2.2 onde também tragamos para efei-
to de confronto as hipérboles tedricas. Detectamos, ainda, os
potenciais em alguns eletrodos a partir dos quais deduzimos -
os potenciais experimentais que se veem na tabela abaixo em -

~ - ~ - A -
correspondencia com os potenciais teoricos;

Eletrodo n2 | exp | %exp | %tedrico |
i | 0,246 | 9,010 | 8,856 |

8 | 0,282 | 8,516 | 8,260 |

12 | 0,599 | 7,364 | 7,204 |

16 | 0,984 | 5,965 | 5,688 |

2L | 3,145 | -1,890 | -1,926 |

28 | 3,670 | -3,798 | -3,770 |

O papel teledeltos sendo dotado de uma certa hetg
rogeneidade e anisotropia, os potenciais sendo extremamente -
pequenos para decta-los com grande pre01350 e a dificuldade -~
de amplificagacam earrenie continua parecem ser as causas do ar
rastamento das hipérboles experimentais em relag50'és tedri--
cas notadamente na regiao que cerca O vértice A (fig.2.2). To
davia, os potenciais verificados nos eletrodos nao excedendo
agqueles tedricos em mais de 50/0, em termos préticos podem --
ser considerados satisfatorios. Estamos, portanto, convenci--
dos gue uma maior precisao sb é poss{vel com o emprégo da cu-
ba eletrolitica e que tomando os devidos cuidados e quando a
precisdo desejada nao é grande o modélo em papel teledeltos -

pode convir em geral.
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ESTUDO DE UM VERTEDOR CILINDRICO DE PERFIL CIRCULAR.

3.1.- CONSIDERAGOES PRELIMINARES E APRESENTACAO DO PROBLEMA

Entre as diversas formas de vertedores ensaiados

4 Y - . . =
em labhoratoric, a escclha, visando a aplicacao do presente -

’ 4 - i ’ . .
método de calculo baseado na anaiogia rheceletrica, tez-se

. - 0 = 8
recair sobre veriedor testado experimentalmente por Boss e

do qual se serviu Lauffer para cowmprovar a sua hip dtese da
concentricidzade das lianbas de corrente (RefnlS). 0 vertedor
é cilindrico de segao civcular de raio R = 0,2m precedido --
por canal horizcntal. ¢ fluide escda para um plano de energia
fixado na posiegao h = 0,1302m valor este computado a partir -

! -
do funde do canzl (fig.3,1

0 exemplo nareceu-nos interessante porque permiti
ria verificar o comportamento do méetodo rheoelétrico em rela
an a uma estruturz que se apresenta curva ac longo de uma -
extensao razocavelmente grande. Com efeito, o perfil do vertg
dor cm questao se reduz no planc do esccamento a um quadran-
te de cirsulo o gue na prética é considerado excepcional, En
tretanto, se a montante éle é precedido por um canal, a Jju~--
zante nao se tem informagzn precisa quanto a forma da estru-
tura que o sucede, se uma parede vertical ou se o fluido des
carrega diretamente na atwmosfera. Op¥amos por uma parede Vver
tical, o que de certo modo simplificaré um pouco a implanta-

~ . ~ A - - ~ ~ Id
¢ao das condigoes de contoranoc do ladc do perfil, Nesta regiaope

s les canaux a radier -
erwirtschaft, (Tradugao

}l,")

Ref.15. HARAID LAUFFERo Fcoulment das
lncu?ve. Wasserkralt und Wass
CHATOU) Outubre, 19356.
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pOSSIVel portanto o confronto da distribuigao de pressoes ob

tida pelo método rheoelétrico com aquela obtida por Boss.

Se as condigoes de contorno sao mais simples na
parede vertical a juzante do vertedor, a implatagao correta
destas condigoes, como veremos, tornam-se particularmente de-
licadas do lado da superf{cie livre gue olha a parede verti-
cal.

A primeira etgpa do processo se inicia precisan-
do a forma da regifio do escoamento. Matematicamente, isto --
sifnifica que se deve precisar a forma da fronteira I' do do-
minio de integragao D. Esta fronteira comprgnde, em geral, a
face interna da soleira vertente, as paredes que a precedem
e sucedem, as segoes de escoamento AB(é monstante) e CD (é -
juzante). Facilita-se enermemente o processo guando AB e CD
820 se¢oes de escoamento planas,i.é, segoes de escoamento a-
travessadas por linhas de corrente sensivelmente retas para-
lelas. Nestas condigoes, a velocidade sera em cada uma das se
coes sensivelmente constante. Na maioria dos casos préticos
as secaes AB e CD sao retas no plano do escoamento colocadas
suficientemente a montante e a juzante pois os vertedores --
sao precedidos gquase sempre por canais de profundidade fini-
ta ou infinita onde o escoamento e préticamente uniforme e -
sao sucedidos por perfis retilineos ao longo dos quais a su-

4 .
perficie livre apresenta curvatura extremamente pequena.

! . Cd
Dai, ainda, uma outra razao por gque se pic longou

o vertedor circular por uma parede vertical.

S . h
A forma da superficie livre a montante do verte-
. . £ 3 .
dor se inicia entao sensivelmente horizontal. Veremos, contnm
do, que apesar da sua peqguena curvatura ao longo do perfil -

. S L4 . 3 L] A s
retilineo a juzante, ha uma certa incidencia da superf{cie -



livre na segzo CD que nao pode ser fixada arbitrariamente.

Esta incidéncia ¢ dada pelo angulo gue o vetor da velocidade
faz com o eixo de referéncia Ox e que um cdlculo simples pre
cisara o seu valor .A dificuldade seguinte é a pesquisa da -
reglac.de concordancia entre a superficie livre gque olha o --
vertedor e aguela gue olha para a parede retilinea a Juzante
do mesmo, a saber, no caso presente e a parede vertical. Es-
ta regido e obtida com boa precicao a partir de um tragado -

cuidadoso da superficie livre ao longo de toda a estrutura.

Estabelecidas as secSes AB e CD, a forma e a po
sig¢ao da superficie livre, o passo seguinte compreende agora
0 desenho do conjunto em papel milimetrado, detalhando na for
ma descrita no n92.5, a fronteira de acdordo com as condigoes
de contorno a ser impostas e em seguida a execug¢ao de modélo
de maneira a ficar pwonto para receber a alimentagao elétrica

’ '
conforme sera exposto do decorrer deste capitulo.

As segoes AB e CD e a superf{cie livre sencdo a -
priori incégnita, a exploragao do modelo vai consistir em --
primeiro lugar no encaminhamento a obtengao definitjva dessas
incégnitas. Isto sera efeito, como o0 veremos, por aproxima--—

¢0es secessivas.

3.2.- HIPOTESES E 2.UAGOES QUE REGEM 0 ESCOAMENTO.

N N . '
Um fluido perfeito incompressivel, em movimento
. 8 . Y ~ .
pPlano, irrotacional e Permanente, sujeito a agao da gravida-
- '4 . . .
de e apresentando superficie livre se rege, como se infere -
do { tul teri o i :
8 capitulos anteriores, pelas equagoes seguintes.
) - - . \ - ™
a) Im cada ponto interno a reziao do escoamento
~ . I'e . ~
as fungoes p (potencial logaritmico) e @ (fung¢do argumento)

~ rd -
sao harmonicas, satisfazendo.



vp=0 v 2 =0 (3.1)

b) Em cada ponto M regular as derivadas de p=lgv

e § =-0 segundo duas diregdes ortogonais Mn e Ms sao tais
que.

du__08R _ 26

dn~ ds  0s (3.2)

g _ 88 _ 289

s dn~ dn (3.3)

onde

dp _ 1 v

d3n -~ v ° omn (3.4)

Qe _ 1. 2y

d3s v ' 9s (3.5)

e onde 30/ds é, a menos de sinal, a curvatura de Ms em M,

c) Em cada ponto interno ou fronteira, as guanti
dades p/y(altura de pressao ou energia potencial de pressao
por unidade de péso no ponto), z(cota em relagao a um plano
horizontal dito de referéencia, ou energia potencial de posi-
sa0 referida a unidade de péso no ponto) e v2/2g (altura ci-
nética ou energia cinética referida a unidade de péso no pon

to) sao tais que 5
B4z o+ %E = Cte (3.6)

relagao que exprime a conservagao da energia (Eq.de Bernoul-
1li) e onde p pode ser considerada a pressao efetiva (a ori-
gem das pressoes atmosférica) e z contado positivo segundo a
vertical ascendente. A counstante é pois independente do pon-
to considerado e representa, geométricamente, a distancia do
plano horizontal de referéncia ao plano de energia dado e e-
nergéticamente significa a energia total por unidade de peso
no ponto. Seja H esta altura total. Se o ponto M de cota ---

\ ’r . . o~ ’ ’
z(M) pertence a superficie livre onde a pressao e a atmosfe-
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rica, temos
2
v =2 B - =z, (3.7)
() = 28 [ - 2]
A guantidade H -~ Z(M) é positiva e representa a
distantia segundo a vertical descendente desde o plano de e-
nergia ao ponto M considerado. Designando por Y(M) a esta va

riavel, a eq.(3.7) assume a forma (Cf.fig.3.1)

V?M) = 2g ’}"(M) (308)

3.2.- EQUAGOES CARACTERISTICAS DA SUPERFICIE LIVRE,

Tracemos em um ponto M da superf{cie livre a nor
mal unitiria n dirigida para o interior da regiao do escoa-~-
mento, formando com o verscr da tangente s um angulo + /2 .
Tracemos ainda, o versor da velocidade vV com a diregao de re
feréncia Mx o angulo 9(negative no casc da fig.3.2). O vetor
do gradiente da velocidade v, indicado G , forma com Mx o

(v)

-
ngulo § e com o vetor v o angulo a.

Em virtude da equagao

v2=2gy
temos .
dv _ & .
ds = v sen ©
poils 9y = sen ©
ds

donde a ezpressac do mod a(v),

G = isen@|
a

v cos

Para achar a derivada da velocidade segundo a di

regao de n multiplicamos G por cos{Il/2 - a) = sen o, i.é,
dv
an = o senf.tg «. (3.9)

~ - O ~
domde, em consequencia do exposto no n- (3.2) a expressao do
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raio de curvatura r da superficie livre em M.

% = i% sen O tg.a (3.10)
v
ou
% S ;% sen @ tg.a (3.11)

Segundo os eixos Mx e Mz temos, tambem:

dv _ g sen® : 12
dx - v cosa °°° B (3.12)
dv g senol

—_— R .1
dz v cosd sen @ (3.13)

As derivadas segundo as diversas diregoes presu-
poe regides das vizinhangas de M onde com boa aproximagao v

se exprime pela relagao (3.8).

Ecuivale dizer que nas referidas vizinhangas a -
repartigéo das pressaes é sensivelmente hidrostatica. Se es~-
ta hipétese nao ¢ verificada, as derivadas acima estabeleci-
das nao podem subsistir segundo a forma gue lhes foi atribui
da.

A (3.13) fornece uma relagao importante entre os
angulos que ai intervém. Com efeito, tende presente que (3,8)

se escreve também sob a forma (Cf.Eg.3.7).

v? = 2g (H-2)
esta da

dv _ &

dz v

donde por confronto com (3,13)

sen 9 sen P = - cOS a. (3.14)

Mostremos a aplicagao do presente desenvolvimen
to » determinacic do adngulo de incidéncia o, e do raio r da
superf{cie livre guando o ponto M coincide com D da segao -
c¢d (cf.fig.3.1). Nesta segao precisamos supor Yep constante

e a repatigao hidrostatica da vizinhanga adequada de D.Temos
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da Eq. I3.2)

ap _ 1 (4dv _ (4e
(dz)oD' Vep (&Zen = (dx)CD
i.e, .
R aE o (3.15)
Ve cD

Integrando esta eq. desde Qc= - 1I/2 ateé o, vem.

0, = - 5 - - (3.16)
Yep

que é o angulo de incidéncia da superficie livre D.

A derivada de v segundo CD é nula, donde, em

CD
virtude da relagao (3.1z2):
I
cos B =0 ou B =3
A equagao (3.14) da:
IT
sen@ = - cos «p = oen(aDw >
i.el o - I
p - % T2
donde Y _Eﬁﬂ
D ZYCD
0 raio de curvatura Thr @ partir de (3.11), se--
ra .
Tp 2V 2Yep 2¥op  ¥¥ep
ja gue o angulo EB/ZYCD é bastante pequeno. Temos, entzo.
“V?D
ry = e (3.17)
CD

Notemos, agora que CD, sendo muito pequeno deante de YCD’ o
raio de curvatura sera extremamente grande em D ao ponto de
poder confundir o arco da superficie livre mergulhando em =
D com uma porgao da tangente geométriﬁa formando com a dire-
¢ao Dx o angulo o= - /2 - (EE/ZyCD). Esta propriedade geo-

métrica permite tragar a superficie livre na regiao que olha
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a parede vertical deq fig.3.l, concordando em seguida suavemen
te com aquela parte que olha o perfil circular. A regiio de -
concordancia so pode ser obtida com boa precisao num tragado

grafico elaborado em escala adequadamente grandé.

3.M.- CONDIGOES DE CONTORNO PARA A FUNGAO u.

A fronteira I' que encerra em seu interior a regiao
do escoamento interessando o problema enunciado no n2 3.1 com
preende a se¢ao de escoamento AB, o fundo do canal BCl' 0 per

fil do vertedor C,C a Parede vertical C,C, a se¢ao de escoa

2’
mento CD e @ superficie livre DA. Convindo em adotar a circui
tagao ao longo de I' no sentido positivo, a saber,com a normal
uhitaria n aplicada nos pontos de I' olhando sempre para o in-
terior da regiao do escoamento e o versor da tangente s arl -
em cada um de seus pontos formando um angulo positivo + II/2 -
com H, as condig¢des de contorno se enunciam da seguinte manei
ra.
a) Sobre AB.

Na regiao do escoamento envolvendo a seg¢ao AB

temos evidentemente
grad v = 0

que se pode decompor em duas.

2
al) v,p = 287,y = Cte.
donde ‘
hyg = lg v, p= Cte. (3.18)
on

donde, nos pontos de ABI

ap _ .t Sv
: on = v, on = O (3.19)

A condigdo a;) nio é conhecida no caso geral dos
escoamentos por vertedores pcis AB e portanto YAB sao incégnl

’ ~
tas, Estas grandezas so sao conhecidas no caso em estudo por
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que se podem obter, conforme veremos, impondo a condigao de
vazao maxima para um plano de energia dado (Ref.l6,pag.284).
Supc-las, entretanto, conhecidas invalidaria préticamente a -

generalidade a que s=2 propcs no presente trabalho.

it I r
Devemos. entao, consid®ra-las como grandezas a -
s -
ser determimadas dentro do prosesso gite conduz a pesquiza da
I . .
superficie livre.

b) Sobre BC. e Cc,C.

1
O fundc d@o canal é uma linha de corrente reti

'y . A r
linea horizontal., 0 angulo @ permanece tambem constante ao -

longo de C,Co. Temos entao, em virtude da Eq.(3.2):

. de (3.20)
on das

c) Schre ClCZ.
0 perfil do canal é circular de raio r, ao --

mesmo tempo dinha de corrente. Temos, portanto, em virtude -

da mesma Eq. {(3.2):

_a.-.au' a g)gm e ...1“..
dn adas T r (3.21)

d) Sébre CD.
Tanto gquanto AB, a seg¢ao CD vai ser considera
4 B ’ . ~ Y . »
da tambem como incognita. Sao indispensaveis a0 processo o -

conhecimento das seguintes condigdes.

d ) ’Vg = T -
1 op = 28 Vop = Cte. (3.22)
donde
hon = 28 Vyp = Cte.
D) w1 (3.23)
dn RYCD

Conformie reza a BEq.{(3.15)

Ref.16. H,ROUSE.- rluid Mechanics for Hydraulic Engineers.
Dever Publiicztions. 1938
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~
e) Sobre DA.
4 . ’
Para compensar o feito gque a superficie livre e
- I - N ~ ~ ~ . . ” . Ay
incegnita, duas condigoes sao entao indispensaveis a sua de-
terminagao. Estas saoc.:
2
e,) v = 23 YViuw)
1/ (M) (1)

donde (V, Fig.3.1).

B = 18 () (3.24)

e,) (2LL)

30 1
an’M (€§>M =T (3.25

(2)
sendo r(M) o raio de curvatura de superf{cie livre
em M {Cf.Fig.3.1).
Vamos, assim, que a representagao da fungio p &
fundamentalmente um problema de Newmann. Demonstra-se, como

r o’ I
0 sabemcs, que o problema de Newmann so e possivel se

/ Ti ds = O (3.26)

condig¢ao evidentemente necessaria jé que g é harménica. Sob
a condigdo (3.26) o problema de Newmann admite solugio a me-
nos de uma constante aditiva (Cf.,Ref.17,pag.314). Examinando
os dados no contorno acima estabelecidas a (3.26) fica per-

feltamente satisfedita.

ANATLOGTA DIRETA.

A exploragao da analogia entre a fung¢ao potenci-
al logar{timica L e o potencial elétrico - designada analogia
direta por razdes ja vistas no n- 2.2 - permite determinar -
inicialmente =a superf{cie livre e, em seguida, as linhas iso
velocidades (que rao evidentemente as linhas p = Cte) e, em

consequencia, as equipressoes (em particular, a repartigao

Ref.l17. KELLOGG. Foundations of Poten%ial Theory. The Murray
Printing.1929
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das pressOes ao longo do peril).

Procuremos. a realizagao dos dados de Newmann fa-
zendn as injegSes de correnitz pola técnica das grandes resis
téncias. Esta técnica¢ maigvrado os inconvenientes que impli-
ca do ponto de vista da precisao, é a mais expedita e ao mes
mo tempo suscet{vel de realiza;io em facr dosd recursos dispo

niveis.

A forma de proceder é entgo a seguinte. Admitin-
do que a fungac potencial elétrica U se identifica com a fun

~ - » s - -
20 logaritimica L atraves de uma lei linear
H

U=aup+hb (3.27)

onde a e b sao duas constantes a-determinar, as derivadas se
gundo a normal dessas fbnzoes em cada ponto M de I' ficam re-

lacionadas por.

J i
W, 20 o

in o1 s
Podemes fixar estas derivadas fazendo estabele--
’ - - - .
cer uma corrente eletrica Ai em um segmento curvilineo As

contendo em seu centro o ponto M de acordo com a lei (2.3)

v o A
in — As

Se alimentarmos o eletrodo correspondente a As
por meio de uma resistencia R, U sendo o potencial no eletro
== - - i~ . =
do e U opotencial na entrada de resistencia, resulta final--

mente a expressao.

— = = AT+ TR (3.29)

’ - » - [
A tecnica de injecao de ceocrrente por grandes re-=
i « 3 % .’ »
sistencias consiste , fomo ja o fizemos notar no Cap.lIl, em
e
utilizar resistencias R suficientemente grandes de maneira -

ue o potencial resultante U no eletrodo seja da ordem de la
J
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20/0 do potencial U.

Se fizermos U = 100, que é por convengao o poten
cial num dos bornos da fonte, U devera resultar da ordem 1 -

~ » N k3
ou 2 na escala 0-100. Cem esta restrigao das resistencias R,

a formula (3.29) torma-se

8v _ _ £ 100
dan =~ b3 R
Substituindo em (3.28) -g—-g‘ por & &/As, ondeld O = o(s+As)-9(s),

as resisténcias R deverao ser agora tais que

RAQ = _-g 100 (3.30)

- . ~ - a
ou seja, deverm se constitulir er uma sequencila de valores in-

. hY ~
versamente proporcionails as aberturas angulares A Q.

Vemos, ainda, que se pode estabelecer a seguinte

convengao de sinais; Impor U = +100 quando a resisténcia co-
necta eletrodo para o qual A9<0 e U = ~ 100 em caso con--
trario.

As condigSes de contorno estabelecidas no n2 an-
terior se materializam, agora, por,
a) Sobre AB.

Para satisfazer a condigao p,g = Cte, AB deve
ser um eletrodo continuo cujo potencial UAB se impoe natural
mente. Deve, ainda, ficar sem injeqao de corrente pois %ﬁ:
implica em variagao A6,n nula ac loago de AB.

b) SSbre EC;,C,C

As variagdoes AO sendo nulas ao longo destas -

partes do contorno T'y, devemos ter ECl e 02C isolantes.

.Y 285 -’C .
o) 8dbre C.C,,
0 angulo Q(s) sendo variavel ao longo do per-

£l ’ . . .
fil1 C.C a técnica ccnsiste em dividi-lo em segmentos curvi

1727



lineos elementares de extensao As tais que nos pontos extre-
Wy . s
mos se tenha © e O suficientemente proximos. A impo-
(s) (s+As)

sigao A9 se faz pror eletrodos conectados ao borno da fonte -

o

de corrente por meio de resisténcias de grande valor. Cada
letrodo e separado do seu vizinho por um pequeno intervalo i
solante ocupando um espag¢e que é fungao dos espagos ouupados
pPelos eletrodos que o cercam. Do exposto no n2 2.5 se conclui
que o espa¢o da parte condutora é da ordem 3 A s/b e o de ca

da parte isolante e da ordem As/8.

Notemos, ainda, que ao longo do perfil CIC2 temos
A ©0< O, os bornos de entrada das resisténcias sendo levadas

ao potencial U = + 100 do borno da fonte de corrente.

d) Sobre CD.

Para satisfazer a condigao hep = Cte, CD se -
constitui de um tnico eletrodo onde o potencial UCD se im-~-
planta naturalmente. Mas, ao contrario do gue ocorre com a =
se¢ao AB, através de CD a corrente nao é nula, sendo dada pe
la variagao angularA QCD = - EB/ZYCD . A resisténcia que con

~ ’ ~ - I
duz a corrente nesta seg¢ao e entao conectada ao borno U=-100

da fonte de corrente.

e) SCbre DA.
Ao longo da superf{cie livre aperamos do nies-
mo modo gque em Clcz’ dividindo-a em segmentos curvilineos A s
e injetando éorrentes por meio de resistéencias cujos bornos
de entrada, em razao do sinal de AQ, sao conectadas ao borno

U = - 100 da fonte de corrente. A verificag¢io da condigao -—-

(3.24) serd apresentada mais adeante.

. o N .’ ]
As resistencias, ja o dissemos, se constituem de

- R - ~
valores inversamente proporcionais as varia¢oes A ©. Retomando

a BEq. (3.30), e prescidindo do sinal de 20, temos



RAO = const. K

As resistencias R se calculam entao por .

R = T¥3 (3.31)

Temos determinado a constante K de maneira a resultar satis-

feita a condigao de potenciais U extremamente pequenos.

\

Por razoes de viabilidade, executamos também os
eletrodos compreendendo guase sSempre a mesma variag¢ao angular
A © ao longo de cada parte do contarno, 0 que conduz a implan
tar resistencias iguais. Esta operagao é muito simples ao --
longo @&e 0102, que é um quadrante de circulo, e onde abertu-
ras angulares iguais subentendem arcos Ag iguais. Ao longo -
da superf{cie 1ivre; porém, o modo de proceder é outro., Uti-
lizando-se das formulas de derivaddo e de interpolag¢ac des—-
critas no nga1.7, calculamos em alguns pontos os coeficien--
tes angulares das retas tangentes, dai deduzimos os éngulos
que essas tangentes formam com a diregao positiva do eixo de
referéncia Ox e em seguida OS arcos Ag que subentendem aber-
turas iguais 80. Entretanto, durante a subdivisao, podemvsug
gir eletrodos muito pequenos ou muito grandes e este feito -~
temos contorrado mediante arcos subentendo aberturas milti--
plas ou submﬁltiplas da abertura 4@ tomada para referencia.
Os novos eletrodos assim formados vao necessitar de resisten
cias que se podem chter facilmente recorrendo as associagoes
em série ou em pParalelo, e conforme o caso, em associacaes -
mixtas. A realizag¢ao deste trabalho, por exemplo foi ﬁossi——
vel gragas a apenas um conjunto de 70 resisténcias de 1 MR e

~ . . . o
64 resisténcias de 750XR executadas com tolerancia de 1 /o,

Fd
Julgamos, tambem,; oportuno tecer algumas conside

~ . ’ ’ . ~
ragoes a respeito do metodo de calculo das variagoes angula—



res 80 e dos arcos As que o fizemos com o emprego das formu-
las da derivagao e interpolagao numéricas apresentados no n(3
1.7. Os perfis dos vertedores sao muitas veézes dados por me
io de expressoes anal{ticas, a deriva¢ao e a interpolagao --

nao apresentam portanto dificuldades de nenhuma ordem e a ==-

~ . ’
pPrecisao dos calculos resulta extremamente satisfatéria,

No casia da superficie livre, porém, fomos fore¢a

dos a recorrer ao calculo por diferengas finitas. Aquelas a-
. ’

Presentadas no9 1.7 constituem exemplos de formulas aplica--

vels ao caso presente.

A escolha recaiu nestas férmulas, porque é sabi-
do que os métodos de integragio numeérica das equagdes dife-—-—
renciais de derivadas parciais - entre eles o método da rela
xag¢ao - as tém utilizado com sucesso em problemas envolvendo

fronteiras de formas complicadas.

Entretanto, este fato nao nos isenta de fazer u-
ma verifica¢ao por confronto com resultados tedricos conheci
dos. Por menor que seja o intervalo de derivag¢ao, as diferen
¢assefhxmevidentes nas regioes em que ha fortes curvaturas,
por exemplo.

No caso da superficie livre, se acresce ainda uma

outra dificuldade devida ao seu tragado que é feito a mio.

Além de apresentar regioes de grandes curvaturas
aptesenta-se também afetadé de pequenas irregularidades., Re~
pPresentando num gréfico cartesiano o coeficiente éngular m -
das retas que lhe sao tangente em fungao das abcissas x de -
seus pontos vamos encontrar certamente uma determinada flutu
agao, as vezes apreciével, tudo indicando haver uma curva mé

dia i(x) que se deve utilizar para daf deduzir em cada ponto
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da superficie livre o coeficiente angular mais provével. Es~
te fato nos tem sugerido a regularizag¢ao dos coeficientes an .
gulares segunco méetodcd2 Vernotte (Ref,18). Entretando,os re
sultados fornecidos pelo modi@lo diferem pouco de um easo pa-
ra outro em consequéncia talvez da ocorréncia de fatores de

o
maior 1nfluén01a, 0s quais, em parte, foram destacados no n-~

2'7.

CONDIGOES SUPLEMENTARES. PESQUISA DA SUPERFICIE LIVRE.

As condigles de contdrno estabelecidas no ngj.h
nao bastam entretanto Para resolver o problema proposto em -
face do numero elevado de incégnitas entre as qﬁais, priori-
tériamente, se colocam a determinagao das dimensoOes das se--
¢0es AB, CD e a pesquisa da forma e da posigio da superficie
livre.

Com efeito, nao existam elementos suficientes Pa
ra deduzir os valores das constantes a e b da Eqg.3.27 afim -
de estabeiecer a lel que rege o potencial correspondente aos

pontos internos e fronteiras do campo.

Durante a elaboragao deste trabalho, entre as hi
péteses formuladas que figuravam como mais razoaveis a equa-
¢ao da continuidade escrita bara tubos de corrente parecia -
preencher condigces bastante Shtisgatérias. Esta equagao da

pPara as segoes extremas a seguinte relagao

Vop CDh = e AB (3.32)

. ? ~ ~ -

Ja que AB e CD sao segoes de escoamento planas (1.é, atraves
. 4 - I's

sadas por trajetorias sensivelmente retas paralelas). Sob a

forma (3.32), a equagcao da continuidade fornece 0s elementos

Ref.18, P,VERNOTTE. La dérivation des courbes expérimentales.
Comptes rendus.t.246, pg.2124-2125, junho,1955



- 54 -

o, ’
necessarios aos calculos de a e b.

Com efeito, sendo dado VCD( pois CE é horizontal)

e tendo fixado AB e CD segundo um critério exposto logo ade
ante, a equagao (3,32) fornece o valor de VaB® Detectando no

modelo os potenciais UAB e U o sistema de equagoOes

cp’
= +
UAB a lg VB b
U =a lg v + b

CD CD
da as raizes procuradas a e b com o0 que se tem finalmente a

expressao do potencial em cada ponto do campo (U = a p + b).

O problema, mo entanto, nao esta ainda resolvido.
Resta estabelecer uma cutra condigao de origem fisica capaz
de conduzir ao acerto final da superfﬁcie livre, Para me---
lhor compreender este ponto, vejamos inicialmente o processo
preconizado para a obtengao da superf{cie livre. Durante a ¢
laboragao da forma do modélo, fixa-se uma vazio em volume Q
que se pPresume ser maicr gque aquela correta, i.é, gque se es-
tabelece em correspondéncia com o pPlano de energia imposto.
Calcula-se a segao CD pela férmula:
Q =Vzey,' . CD
pois yCD é conhecido. Em seguida fixa-se uma seg¢ao AB que se
Presume ser mailor gque a que teiia lugar aom a vazao correta.
Calcula-se pela férmula
J T e— .
Q ='V2gyAB . AB
a carga VAR sob a gqual o liquido estaria escoando. Temos evi
dentemente Yag > H - AB. Vemos, portanto, que AB deve ser --
tal gue a carga resultante YAB seja maior gue aquela que se
presume ser correta. Com as variaveis yCD e YAB temos entao

a lei do potencial [Eq.(3027)J. Traca~se a lépis sobre o mo-



délo linhas horizontais, dd preferéncia equidistantes, (V. -
fig.j.l), correspondendo cada uma delas a uma carga Y(M)’ ou
0 que é o mesmo, a velocidade V%M)= 2gy que estaria se veri-
ficando na interse¢ao M da linha horizontal com a superficie
livre caso esta fosse correta. O potencial elétrico U(M) é
entao conhecido sefundo a Eq.3.27. Se o potencial lido no --

ponto de intersegao M, de cada horizontal com a superf{cie -

i
livre coincidir com o potencial calculadoc o problema estaria
resolvido, Na primi#ira tentativa isto nao pode acontecer e,

entao, cada potencial vai ser procurado ao longo da hogizon-
tal no interior do modélo. Este revela os pontos M; como ca-
racteristicos da superficie livre a ser assumida para a rea-
lizagao da tentativa seguinte. Por precaugao traga-se a su--
perf{cie livre na tentativa seguinte numa posigao intermedia-
ria, entre a posigao anterior dada pelos pontos Mi e a ﬁosi—
950 sugerida pelo modélo correspondente aos pontos M{. Nes-
ta nova tentativa e seguintes é que surgem verdadeiramente as
dificuldades. De fato,o feito segundo o qual mediante o pro-
cesso acima descrito © com o enprégo da equagao da continui-
dade, os pontos Mi caiem no interior do modélo é realmente a
nimador e efidéncia que a lei de convergéncia assim iniciada
pode conduzir a bons resultados. Acontece, poreém gque o0 impas
se se da quando, ao refazer a forma do modélo para a tentati
va seguinte, tendo diminuido CD e portanto a vazao, na nova

segao AB pode resultar um Yan maior ou menor que o adotado ;
anteriormente. Se maior, a convergéncia dai em deante nao é

evidentemente poss{vel. Se menor, pode se dar o caso da sO-

ma + AB resultar inferior a Ho[que é a distancia segundo

YaB

a vertical que separa o fundo do canal do plano de ener--

gia imposto (Cf.fig.3.l) e o8 pontos M; cair fora do modélo,
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Isto que acabamos de dizer sao constatagOes expe
rimentais dadas pelo modelo. O cr terio com o qual temos con
seguido resultados satisfatdorios consiste no seguinte: é pre
ciso que as diminuig¢des de AB corresponda diminuigfes de S rec
de tal sorte gque a soma A8 + YAB tenda a HO por valores supg
pariores a Ho” Operando desta maneira a convergéncia torna-
se extremamente répida. Atingidos oé valores convenientes de
AB e YAB’ 0 passo seguinte. compreende a deformagao da super
ficie livre afim daé aproximar as cargas experimentais Y(M)és
cargas tedricas existentes correspondentes ao centro de cada
eletrodo (Cf.n9 3.9).0s resultados experimentais adeante ci-
tados foram obtidos em menos de um dia e meio de trabalho. A
judado por um técnico de laboratério, a tarefa completa com-
peendeu a execug¢ao de cinco modélos e a exploragao do campo.
Esta ultima operagao poude ser feita em menos de uma hora de
trabalho. Do ponto de vista de precisao, julgamos que sao --
compat{veis com o meio condutor utilizado (papel teledeltos)

0 . I'e
e 0s demais recursos disponiveis,

3e7e- TRACADO DAS ISOVELOCIDADES.

A determinaggo do campo das equipotenciais up=Cte
(ou v = Cte) é uma operagao extremamente simples e rapidas

faz-se por meio da sonda posta a um determinado potencial -

u(p).
Disposta com a sua ponta ortogonalmente ao papel

teledeltos, desloca-se em seguida nesta posigao até obter --
corrente nula através do galvandmetro. Isto é sinal de que o
potencial no ponto de contacto é igual ao pétenéial da sonda.
Uma leve pressao sobre a sonda deixa uma marca visivel sobre
o papel que materializa o ponto de contacto em questgo. Dés-

se modo & possivel tragar por pontos uma linha equipotencial

IJ. = Cteo
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3.8,~ ANALOGIA INVERSA.

Tendo sido determinada a posigdo da superficie -
livre e as dimensoes das segOes AB e CD é preciso confeccio-
nar um segundo modéelo para realizar a analogia inversa que é

a representagao da correspondéncia entre a fung¢ao argumento

Q = - © e 0o potencial elétrico U.

Esta representagao é muito simples. Com as nota-

¢oes da fig.3.1l temos.

a) Sobre D,A, AB e BC = O pois &o longo deg

l.

tas partes da fponteira I' é nulo o angulo que

1

o vetor da velocidade forma com a diregao de

Lal 8
referencia Ox.

172 1

angular simples de ser obtida a partir dos --

b) Sobre C,C, e DD.:R= - © que é uma repartigao

’ L’ P
calculos ja elaborados para a representag¢ao -

da analogia direta.

Notemos que em D o angulhb é dado por OD = ~g—
i
2Yep

1l
+
M =i

c) Sobre c?c: Q

d) Sébre CD: R = - O variavel linearmente desde

II ’ ' I -617
o = - ate 0O = e T e e
C 2 D 2 ZYCD

Vemos que a representagio da fungio 2 é tipica--
mente um problema de Dirichlet. O projeto do modélo compreég
de eletrodos continuos ao longo de DlAB Cl ’ CZC’ CD e ele~~
trodos por pequenos segmentos cuvilineos de extensao As afim
a repartig¢iao continua de

de subsistir ao longo de C,C, e DD

1 1

potencias Q por valores discretos, fazendo corresponder o P9
. 0 ’ 0 o ’,
tencial eletrico a ser fixado mo eletrodo ao valor @ calcula

do em seu centro.
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Esta técnica tem sido evidenciada como bastante

L ~ . ’
satisfatoria sobre inumeros exemplos concretos.

Executado ¢ mndalo em papel Teledeltos, a fixa--

~ v - e . 7 rd "
¢ao dos potenciais & Ffeita pzlou metoedo potenciometrico (Cf.-

o . " ~ , . .
n- 206) —- Estes potencials sao numeros piroporcionals aos va-
- ) . ’

lores de Q na escala c-Lloco. 7 tragado das linhas © = Cte e

. . 0
feito pelo mesmo processo descrito no n- 3.7,

No estudo dos vertedores e no caso particular que
estamos estudando o conhecimento da fungao argumento nos pon
tos internos da regizo de escoamento tem interésse mais ted-
rico que préticoo Com efeito, a menos que surgam problemas -
especiais pertinentes a este tipo de escoamentos (célculo de
esforgos, p.ext) os angulos pocdem interessar particularmente
em pontos fronteira, exatamente para a ampliagio do dominio
de integragao na analogia direta (caso de regioes de alta de
pressac no contarno_sélido). Prescindimos, pois, da realiza-
¢a0 pratica da analogia jnversa por nac apresentar ao mesmo
tempo interesse prético convincente e dificuldades especiais

s , ~ ’
quanto a sua representacac rheoeletrica.

F3¢9¢~ RESULTADOS EXPERIMENTAIS.

- . o ~ .
Os dados &o probiema enunciado no n- 3.1 sao.

raio = 0,2m] o plano dé& energia impostc na posigao —---

“’clc2
H = 0,1302m Sontado acima do fundo de canal; a segao AB foi

L - J. h ~ .
posicionada suficientemente a rmontante e a segao CD foi co-

locad’ o uma distdncia do plano de energia igual a Y, = O,km

As incdgnitas do problema sao. as dimensdes das
segdes AB e CD, a forma da superficie livre, a carga Y,g? @
vazao por unidade de largura da soleira vertente Q, a dis---

tribuigao das velocidades e das pressoes ao longo do verte--

dor e o tragado das isovelocidades no interior da regiao de
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escoamento delimitada por ' = ABCDA.

Na primeira tentativa tomamos Yan = 0,055m e a
segao A8 = 0,095m de maneira que pela equagao da continuida-
de, para ygp = 0,4m, resulta CD = 0,036m. A partir do modelo
construido com estas dimensces foram necessarias quatro ten-
tativas para se chegar a forma difinitiva da superf{cie l1i--
vre e as dimensdes das segdes AB e CD (V.fig.3.3). O crite--
rio segundo © gual consideramos aceitavel a forma da super-—-
ficie livre é a seguinte- a carga y obtida a partir do poten

cial elétrico lido no eletrodo nao excede a carga y existen-

. o]
te no centro do eletrodo em mais de 2 /o.

Esta precisao nao poderia ser melhor pelo que se

o] . ’,
depreende do exposto no n- 2.7, Damos a seguir o calculo ela
borgdo para o modélo final, o qual vai aqui reproduzido a ti
tulo de ilustra¢ac e tendo em vista que este tipo de calculo

se repete identicamente em qualquer fase do processo.

O perfil C,C, foi dividido em 36 eletrodos iguais

1%
A A o
subentendendo cada um déles abertura angular igual a A0=-2,5

ou -0,0h36rd. Para estes eletrodos foram adotados resisten-

cias iguais a 1,0MQ. donde a constante da formula (3.31):

K =R |A0] =1 000 000 x 0,04363 = 43 630

0Os eletrodos foram numeiradcocs em ordem crescente

no sentido 0102 CD AB, recebendo o nimero zero o que tem por

extremidade o poento C 0 eletrodo em CD de ntmero 37 sofre

1.

a variagao angulard 3 igunai a, sendo CD = 0,0285m,

co’ Yep™

= O'Ll-m, [Cf.EQo<3016)]:

ro = . 29285 _ ¢ 0363

Cch 2 x0,4
donde o valor da resistencia correspondente em virtude da --

mesma formula (3.31) e da constante K acima calculada.
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_ 43,630 _
RCD = 50,0363 1 200 000 ohms

A 4 - .
ou seja uma resistenciu de 1,0 MQ em serie com cinco resis-—-

ténncias de 1,0 MQ assoniadac entre si em naralelo (fig.3.4).

s P - . . = f
A superficie iivire incide no ponto D segundo o -

ang‘llo ° o B E_:D.' E
D ZYCD 2

ou seja —920,05. Seu tragado se confunde com o arco de cir--

cunferéncia de extensao 0,04m e de raio [V.férmula(B.l?)]

2 e
o Wep _ 5057
D o) 0,0285

= 22,4m
donde a vairagao éngular sofrida pelo elestrodo ng 18,

00, = 3% = 0,00178 rd ou 0,1°.

-~ - . .
a qual corresponde a resisténcia

R _ h3.620
38 = 0, 00178 = 24 510 000 ohkms

Esta, em virtude de seu elevado valor, poderia
ey . S O
ser suprimida, o que equivale a suprimir o eletrodo n- 38, -
tornando-c¢ isolante. Eniretanto, temos constatado que a sua
~ ~ s ~
supressao acarreta uma certa alteragao desfaveravel sobre os
q S o A
potenciais dos eletrodos vizinhos, C eletrodo n- 39 abrange
FiEed A £ . . \-
a regiao de concordancia da parte da superficie livre sensi-
. I .
velmente vertical (@ =x- ;);com a parte em arco de circunfe-

A . N . ~ ’ ~ o
rencia (rD= 22,km). A sua varjag¢ao angular & entao.

A O, = 0,0363 - 0,0017 =

39 0,0346

donde R,, = 1,26 MQ (vma resisténcia de 1,0 MR associada em

3
’ - - -
serie com quatro resisténcias de i,0 MR associa das entre si

em paralelo)

Os demais eletrodos, distribuidos ao longo da su

perficie livre, do n2 4O a0 n9 63 subentendem variagSes éngg
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iguais a 3,330 aos quais correspondem resistencias iguais a
750KQ e do n2 64 ao n 69 subentendem variagoes angulares i-
guais a 1,66°... e portanto resisténcias iguais a 1,5 M@ (ou
duas resisténcias de 750KR em série)., O eletrodo em =======
AB(AB=0,087m)foi deixado sem resistencia pois ai a corrente
elétrica e nula. A fig.3.4 mostra o modélo convenientemente
preparado para receber a alimentagao eletrica e a fig.3.5 --
mostra o aspecto da instalag¢ao em funcionamento. Os bornos -
de entrada das resisténcias correspondentes aos eletrodos de
n2 zero ao no 37, que subetendem variagOes angulares negati-
vas, foram conectadas ao borno U =+100 da fonte de corrente
e as demais resistencias foram conectadas ao borno U=-100. O
passo seguinte, agora, é d determinagao das constantes a e b
da lei do potencial no campo. U = a p + b. Sendo yAB=0,0429m

e Yop = O,4m, resulta por um calculo simples.

=1 - 0,08659

HAB € VaB

bep = 18 Vip 1,0296

Os potenciais 1lidos nos eletrodos AB e CD, respe-~

ctivamente: -4,611 e 0,094, permitem construir o sistema.

U ~4,611

AR -0,C866 a + b

b + =
Ui 1,0296 a + b 0,094

que admite a solugdo: a = 4,215, b = -4,246, donde.

U

Com esta lei do potencial podemos para cada potencial dete-
ctado no eletrodo da superficie livre, efetuar a seguinte =se
quencia de calculo afim de determinar o valor experimental -

da carga y no centro do eletrodo.

20 = 1g v2 = 2 L2280 _ 6w (Uen,246)

4,215






log . log e.lg v® com log e = 0,43429

2
v

2gy
Na fig. 3,7 acha-se representada a superf{cie livre obtida -
por esta wvia, cuja concordancia com a superf{cie livre levan

tada no modélo hidraulico por Boss é excelente.

Mostremos, agora, a determinagao da repartigao -
da pressao ao longo' do perfil Clcz' A lei do potencial escri
ta para o eletrodode potencial U e para o eletrodo CD de po-

tencial U, = 0,094

U=a4p+b
= +
Uesp =2 Bgp * P
da por diferenga.
CD a CD
-U =2 -u) =a 1g 2 - 2 15 —=
donde a sequéncia de calculo {(cf.Tab3.1l):
v
- D 2
— i1g = ng =5 (UCD—U) com a = 4,215
low =GB _ 1. o 1. 20D
__ & =7 ~810°° 7€ Ty |
s ~
com lg; e = 0,%3429
oo
V2 ’
onde yv = EE e v ¢ a velocidade no centro do eletrodo. Con-

siderando o pilanc de referénciz coincidente com o plano de -

- . ’
energia, a constante da eg; de Bernoulii . e nula, donde

Yo TV, ¥ =0

~ - ’
sendo Yp a altura de pressao (%) e ¥ a cota geometrica, refe
]
ridas smbas ao censro do eletrodo
Temos entaol
— -
YP y fv

relagao que evidéncia a forma pratica de se obter a altura -






= ] =

de pressao no centro do eletrodo. A fig.3.7 mostra estas al-
turas em confronto com aquelas detectadas no modélo hidrauli
co per Boss. A discordancia que se verifica a partir do ele-
trodo no 24 nio é devida, evidentemente, a negagao da hipote
se de base, a saber, presenea da camada limite com espessura
apreciével deixando o movimento de ser ai irrotagional. O er
ro e de origem sistematifa e este so pode gser minimizado in-
vestigando a causa no conjunto da instalagao e melhorando o8

conhecimentos sbbre as propriedades do papel Teledeltose.
Netemcos . Timalmente, gus o&m o conbecimento das

incégnitas AB = 0,087m e Yap = 0,0429m a vazao em volume por

unidade de largura da soleira vertente se calcula por.

Q =V2ey,p - AB -+2.9,8.0,063 . 0,087 = 0,0798m> /s

Esta na realidade vale 0,080m3/s. Com efeito, o critério da
vazao maxima referido no n2 3,4 estabelece para O caso gue -

estamos estudando.

P

1
— 6 - - Ll —
AB H = 0,0888m, ¥,p= 3 H = 0,0434m

I
win

donde A
Q = 0,0796u" /s

que é também préximo do valor chtido por Eoss (q = 0,08m3/s).
Esta coincidgncia de valorcs Zuswifica portanto a hipétese -
da irrotacionalidade injicizlmsntzs admitida.

A fig. 3.6 mostra o moddlo executado segundo Os

. ’
dados estabelecidos neste numeroc e ao mesmo tempo o traga-

do sobre ele das linhas isovelocidades (V.também £180307)
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Valores experimentais da altura cinética ao longo do perfil 0102

Bletrgdo | U |(1%D-U)|0,474(U6D-U)| 10%3?% | Zg% kmezkbs)
0 | -3,064 | 3,158 | 1,968 lo,¢5008 | 4,467 | 0,0895
3 | -2,615 | 2,709 | 1,2841 lo,55767 | 3,611 | 0,1107
6 | -2,267 | 2,361 | 1,1191 |o,48601 | 3,062 | 0,1306
9 | -1,972 | 2,066 | 0,9793 |o,42530 | 2,662 | 0,1503

12 | -1,680 | 1,774 | 0,8409 |o,36519 | 2,318 | 0,1725
15 | -1,373 | 1,467 | 0,6954 |o,30z01. | 2,004 | 0,1996
18 | -1,093 | 1,187 | 0,5626 |o,24433 | 1,755 | 0,2279
21 | -0,859 | 0,953 | 0,4517 |o,19617 | 1,571 | 0,2546
2l | -0,849 | 0,743 | 0,3522 |o,15295 | 1,422 | 0,2813
27 | —0,435 | 0,529 | 0,2507 |o,10887 | 1,285 | 0,3112
30 | -0,175 | 0,269 | 0,1275 |o,05537 | 1,136 | 0,3521
33 | +0,060 | 0,154 | 0,0729 |o,03166 | 1,075 | 0,372

35 | 0,087 | 0,191 | 0,0905 |o,03930 | 1,094 | 0,366



cAiruro IV

APLICAGOES DIVERSAS

4.,1.- CONSIDZRAGOES PRELIMIITARES.

0O vertedor estudado no capitulo anterior nao cons-
titue evidentemente a forma preferida dos engenheiros hidrau-
licos em obfgs de retengao. Mas, o egquacionamento matematico
ai apresentado compreendendo a representa¢§o rheoelétrica a--
pPlica-se contudo sem dificuldade aos perfis normalmente adota
dos na prética. Estende-se, também aos demais tipos de escoa-

¢ =
mentos de liquidos supostos planos, permanentes,é sempre que a

’
hipétese da irrotacionalidade for plausivel, O presente capi—
tulo tem pois esta finalidade. - mostrar a viabilidade do em-
prego da fungao potencial logaritmica e da sua conjugada, paw
ra o estudo de questoes mais concretas. Um desses problemas -

de interesse prético se acha representado na fig.4.1l. O trac¢a

do compreende um canal de profundidade finita BC

1y um paramen

to retilineo Clcz’ uma soleira vertente que se compoe de um -
arco de circunferéencia C.C, e de raio r e de um perfil da
273 0203 =

do de equagao * Y = f(X) ate o ponto de concordancia Cy a par

tir do qual se inicia um perfil circular CD'C5 de raio o o
4~5

que termina por um canal de fundo horizontal C_.C . Este traga

5

’ .
do e muito semelhante ao executado, por exemplo, para a barra

gem de Tres Maria no rio S,.,PFPrancisco,.

~ I'd
*) Recordemos que uma forma freguente da fungao Y = £(X) e da
da por

n

X X

H —a(H)
O (o}

que representa o perfil tipo Creager. Nesta expressao, a e n

~ rd ’
sao numeros dados e H0 e a carga fundamental
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0 problema que se pode propor em termos técnicos
admite o seguinte enunciadc. sendo dada a seg¢ao de escoamento
AB, determinar a'posi¢50 do plano de energia, a forma da su--
perf{cie livre e conseguentemente a segao de escoamento a Ju-
zante CD, e a reparti950 das pressoes ao longo da soleira ver
tente. Como vémos, a enunciacgo do problema agqui é um pouco -~
diferente daquela proposta no Cap.III, onde o plano de energi
a é dado e AB é incognita . Uma outra diferenga importante o-
ferecida pelo tragado da fig.lk.l em relagao équele estudado -
no cap{tulo anterior, é a presenga de dois pontos singulares,

a séber, um ponto de parada C, ® um ponto de velocidade infi-

1
nita C, (cf. n 1.8).

Mostraremos no decorrer deste cap{tulo que as di
ferengas acima apontadas nao oferecem dificuldades especiais

para a solugao do problema posto pelo tragado da fig.l.l.

CRITERIOS DFE CONVERGEANCIA.

N . . e .
Consideranrdo o fluido incompressivel, em movimen

to permanente, irrotacional, sujeito no plano do escoamento -

ao campo da gravidade, a equacao da continuidade para tubos -
de corrente entre as secOes de escoamento AB ou o0-~0 e CD ou
1-1 e a equagao de Bermnoulli para dois pontos gquaisquer des-=-

-
L)

seg0es se escrevem respectivamente (fig.h.l)

sas
v, AB = v, CD (4.1)
2 2
v, — vl __
— -+ = —_— 4 + .
52 * %o AB 7e T 71 CD (4.2)
onde zO e zl sao as cotas das soleiras horizontais BC1 e CSC

em relagao ao plano de referéncia. Eliminando CD entre as e-
quagoes (4.1) e (4.2) e pondo a expressao resultante em ter-

» . - L]
mos adimensionais, resulta.



v Az v
Fe—=[1-(H+—22+1-(2) =0 (4.3)
g.AB o AB 1
onde on’l = zo— Zl'
Pondo .agora,
o v
30 = n- de Froud = ?::ﬁ;;
V g.AB
ll/g o
=
o
a expressao (4.3) torna-se.
AZ
P L f] e =221 -2 o0 (4.4)
iB 7

relagao que justifica o seguinte processo de obtengao por a
proximagSes sucessivas da superf{cie livre com o emprégo do
modélo rheoelétrico, assumindo uma posigao para o plano de
energia, situado de preferéncia aquem da posigao que se pres

sume ser correta, a carga VAR fica determinada na segao AB e
2 2

consequentemente a velocidade Vi = Vo = 2gyAB, donde entao,

o nd de Froud §,- Sendo tudo o mais dado, a Eq.4.4, da pelo
. '}v; = 2 — 2 —

menos uma raiz real:{ﬁ donde a velocidade Vi = Vep = ZgyCD e

consequentemente, segundo a eq.4.2, a segao CcD conjugada. --
Com as segoes AB e CD é possivel tra¢ar uma superf{cie livre,
executar~o modélo rheoelétrich e detectar nos seus eletrodos
os potenciais elétricos aos quais vao corresponder cargas vy
que nao verificam o plano de energia inicialmente admitido.
Uma nova posigao para o plano de energia é entao assumida, re
petindo, em seguida, o ciclo acima descrito. Ao se atingir u-
ma posigao satisfatéria para o plano de energia, 0 passo se--—
guinte consiste em melhorar a forma da superficie livre, de-
formando-a convencientemente, a cada deformagao corresponden,
do a execugao de um mecdelo rheoelétrico. O processo se fina-

lisa quando se cumpre a precisao desejada, a carga experimen
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tal dada a partir da leitura do potencial elétrico nao exce-

. \ o
de a carga existente no centro do eletrodo em mais de 2 /o,

A’ carga Yop © 2 se¢ao CD podem ser obtidas por -

tentativas do seguinte modo. tendo presente as relagaes:

W afE e ap - B

a Eq. (4.4) se escreve.

Az
g 2 2 o,1 1
Ny = l + [ _,..._, - l - '_'
//Z 302 AB 47[
ou ]
v Az
""‘l- = 1 + 22 [ m?_'l + 1 -/ 2 ]
Yo g AB Y1

A o] o
Prescindindo, inicialmente, do radical no 2- --

membro, calculamos yl/y0 donde o valor de (yo/yl)l/2 o qual
levado para dentro do colchete da um outro valor de yl/yo
Trés ou quatro tentativas nesse sentido permitem estabelecer

com boa precisao o valor final de ¥1= Ygop © portanto de CD.

Podemos, ainda, operar do seguinte modo. A Eg.

4.1 se escreve.

— T —— ‘
* = - = = *
Q¥ = AB ¥, = CD {fyy com Q =428 Q

Assumindo Yen igual a distancia gue separa segun
do a vertical o fundo do canal C C ao plano de energia; a se-—

¢ao CD se calcula vor,

— _'3‘*
r cD

Tomando, agora, coro carga yéD= Yop = CD a nova

~ Fd ~
seca0 que resulta sera entao

~
E assim por deante,tres ou quatro tentativas nes

. N /’ ~
se sentido permitem tambem estabelecer com boa precisao os va
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lores finais de CD e de YCD'

CONDIGOES DE CONTORNO PAPA A FUNGAO u.

Vimos no n9 1.8 gue um ponto de parada e um pon-
to onde a velocidade e infinita podem ser removidos do contaz
no I'y gque cerca a regiao do escoamento, substituindo-os por -
arcos de circunferéncia que sao isovelocidades, contanto que
estes arcos sejam tragados no interior da regiao de escoamen-
to com raio elementar r e centro nos pontos singulares corres
pondentes. O contorno I' passa assim a se constituir da segio
AB, do fundo do canal BC) do arco elementar Cici’, do paramen

1s

0 1 SRk o " ! -
Cl 02 , d0 arco elementar 0202 , do perfil C2 Ch , do ar

co circular CMCS’ do fundo do canal CSC’ da segao de escoamen

to CD e finalmente da superficie livre DA, (fig,.4.1). Adotando
a circuitagao ao longo de T no sentido positivo (Cfr.ngj.h),

as condigbes de contdrno sé enunciam do seguinte modo:

A~ . . . . o
a) Sobre AB, verifica-se simultaneamente.

b= 18 V,p= Cte (4.5)
3
(2 = o (4.6)
9n’ g
b) Sibre B cl» ci’cé , 05 c:
o _
=5 = 0 (4.7)

c) Sobre CjC}’ » que contorma o ponto singular C;

A solugao por dados de Neumann exige o conhg

cimento da fungao

S %ﬁ ds = /[ é? ds =/
CiCi’ CiC” C

onde O(C’ﬁ é o argumento da velocidade em Ci’que coincide com
1

a inclinagao de CI’ 0’2 e O(C’)= 0 é o argumento da velocida-
- ]

e

de em Ci. Temos, entao, o resultado
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on

QE ds ; Q(C,,) (LI..B)
1

d) Sobre ¢,C) . que contorna o ponto singular C,.

Raciocinandc do mesmo modo gue no caso ante--

rior resulta

(4.9)

n

( ®(c})

iy
c))
onde O(Céﬁ & o argumento da velocidade no ponto Cé’e O(Cé) =
- %)
= o(cl)

e) Sobre o perfil Cé’CuC5 e DA operamos do mes-

o .
mo modo que no n- 3.4, itens c) e e).
f) Sobre CD, verifica-~se simultaneamente.

= lg v, = Cte. (4.10)

jé gque a partir de CD a superficie livre pode ser considerada

horizontal.

ANALOGIA DIRETA E RESULTADOS EXPERIMENTAILS.

Mostramos no n2 3.5 gque a técnica das injegSes
de corrente pelo método das grandes resistencias se faz inter
calando entre o borno da fonte de corrente e cada eletrodo u-
ma resisténcia dz grande valor afim de resultar uma distribui
¢ao de potenciais elétricos com restrisgao superior entre os
valores 1 e 2 na escala 0-100 e satisfazendo a seguinte rela-
gao

R.A@ = X fconstante) (Cf.Eg.3.31)

Dividindo o contdrno I' da regiao representada na

fig.4t.l por arcos As gie subentenden, entre outras, abertu--
N

ras angulares AQ = 2,50(ou O,ongérd)e intercalando para esses

arcos resistencias de valor R = 1,0 M2, a constante X seré;

K = 43 630 (4.11)
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Mostremos que a resistencia a ser intercalada en
. . ’ ’ .
tre o borno da fonte e cada singularidade e tambem obtida da

Eq.3.31. Com efeito, considerando o arco elementar CiCi’ que

. ’ - ’
envolve o ponto singular C a corrente eletrica atraves da

19

pParte condutora com bordo em Cici’pode ser calculada como se-

gue. Pondo o potencial elétrico como fung¢ao linear do poten--

. '4 =
cial logaritmico,

. _ X aU _ _a3dp
di = - 5 - ds = 5 3n ds
donde, em virtude da Eq.4.8,
Ai =-'§f ou ds =—-'a'O(C’7)
P crge?? dn p 1
171

. £ . . (o] .
e do raciocinio seguido no n- 3.5 resulta, a menos do sinal,

. 100 a
| o =§'C"'=“51 0 (c1)]
1

i.es

R, | © (ci9] =4§-100 = Cte,

1

Raciocinio identico para o ponto singular 02 leva ao mesmo -
resultado

R, | ©/n:y = 8,.:4y] = Cte.

c,' ~(c) (c)

a constante sendo a mesma da Ez.3.31.

Podemos entao operar com as singularidades como
se fossem eletrodos cfomuns, tendo o cuidado, apenas, de consi
derzr os pontos extremos como centros do espago isolante que

0s sepgra dos eletrodos wvizinhos.

Considerando, agora, Que as partes restantes de

I sao tratadas, no sentido da materializagao das condigoes de



!
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contorno, tal qgual foi exposto no n- 3.5, temos.

I'e ’, .
a) AB eletrodo continuo sem corrente eletrica

b) BC! isolante

1
c) Cici’ eletrodo de bordo circular de diametro -
10 mm.
1y (2 : )
da) c;’ €, isolante.
e) Cécé’ eletrodo de bordo circular de diametro
5 mm.,
f) Cé’C5 eletrodos subenterdendo aberturas angula-
res A © iguais, submiltiplos ou miltiplos de
A6 = 2,5°

g) CsC isolante

h) CD eletrodo continuo sem correnté.

i) DA eletrodos subentendendo aberturas angulares

iguais, submiltiplos ou multiplos de A0 = 2,5°

A secao AB foi fixada igual a 15,0m e o plano de
energia foi inicialmente adotado na cota 15,6m contada acima
do fundo do canal a montante BCl. A carga yAB é entao igual a
0,6m e Q* = 11,6m5/2, donde, pelo processo descrito no nol.2:
Yen= 15,8m e CD = 2,91lm, Em seguida, tragamos a sentimento a
superf{cie livre, e executamos o modélo elétrica (como todos
os demais) na escala 1.50 das dimensoes reais (V.Wod.IV-A,_—-
figs 4.2 e 4.3). Ao tragar a superficie livre, equivale a im-
por cargas em cada um de seu pontos, para o plano de energia
adotado. O passo seguinte consiste em determinar as cargas ex
Perimentais calculadas a partir dos potenciais elétricos de--
tectados nos eletrodos deé DA afim de constatar se estas cargas,
pPelo menos aproximadamente, verificam o plano de energia ado-
tado. A resposta do modelo IV-A foi, nesse sentido negativa, -

ressaltando que o plano de energia foi posicionado extremamen

te baixo, devendo entao ser elevado. Do mesmo modo procedeu o
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modélo IV-B, com plano de energia na cota 16,25m, Ypn® 1,25m

CD = 4,31m e Yop= 15,2m. O modéln IV-C com plano de energia -
na cota 16,5m)yAB= 1,5m, Yop©= 14,6m ¢ CD = 4,77m, pareceu-nos
indicar o plano de energia préximo da solugao. Para confirmar
isto, procuramos deformar a superficie livre DA, a deformagEO
seguindo no sentido de evolugao das cargas experimentais em -
relagao‘as impostas, i,é, devendo levantar a parte de DA na -
regiao em que as cargas experimentais superam aquelas impos--
tas e descer as partes de DA nas regiodes em que as cargas ex-
perimentais sao inferiores équelas impostas. Com este objeti-
vo foram construidos os modélos IV-D e IV-E.(V.figs.%4.2 e 4.3)
tendo ambos uma parte da superf{cie livre em comum (na regiao
acima de CQC), onde as cargos experimentais se avizinham bas-
tante das cargas inpostas de plano de energia adotado porém .

ha . . - .
a montante,(na regiao acima de BC ) as cargas experimentais

3
continuam abaixo das cargas impostas, sendo ligeiramente nie-
- A
lhores as formecidas pelo modelo IV-E, Isto mostra que manten
. 4 - - . N
do o mesmo plano de energiz, e inutil construir modelos com -

- .
¢

superficieslivres mais bLeaixas do lado de montante, pois o au-
menio correspcndente das cargas experimentais nesta regiac é
nitidamente pequcno, Jjamals atingindo a solugao, S6 resta, en
tac, elevar ainda mais ¢ plano de energia e repetir o ciclo a
cima descrito. Estaremos préximos da solugao guando as cargas
experimentais se avizinharem daguclas impostas ao longo de té
da a linna DA,

& técnica acima sugerida mostra, entao, que, para
um plano de energia situade abaixo daguele que e solugao, nao
é poss{vel encontrar ums fcrma da superficie livre ao longo -

da qual as cargas experimentails pcssam coincidir com as car--

gas impestas e, ainda, o gue e evidenciado pela fig.h4.2, se-~-



guindo o processo descrito o sistema é convergente. Obtida a
forma final da superf{cie livre., a determinagao da repartigﬁo
das pressoes ao longo do perfil, o trag¢ado das linhas isove-
locidades e o calculo da vazao se fazem de maneira identica

. ! s =
aos ja apresentados no capitulo anterior.

Mostraremos, agora, o tipo de calculo elaborado
em cada fase do processo, tomando, a titulo de ilustragao o
modélo IV-E.

Os eletrodos foram numerados no sentido D A B C
recebendo o nl 1(um) aguele vizinho de CD ao longo de DA. -=-
Com m constante K = 43 630 [Cf.Eq.{(4.11)] determinamos aa re
sisténcias para cada eletrodo as quais vgb reproduzidas na -

Tab.4.1

Tabela 4.1
A
Valores das aberturas angulzares e das resistencias correspon

dentes ao modaelo IV-E

o}
Eletrodo 5=~ ‘

A 2 J =3
| (graus)| (ochms)

1 al1l¢ | +2,50 |1.00C,000

11 | +0,63 lu,odo,ooo

32 | -0,63 |4.000.000

13 a 18 | -1i,25 |2.000.000

19 | ~2.50 |1.,000.000

' 20 e 21 | -1,25 |2.C00.000

22 a 26 | -2,5C |1.000.000
AB | 0,00 | o (s/corrente)

27(sing.c, )| 46,05 | 54,280

28{sing.C,) |-21,05 | z21e.750

29 a 39 | -5,00 | 500,000

40 a 45 | +5,00 | 500.000

CD | 0,00 | co(s/corrente)



Pondo 2
Vo
2g ¥
1/2 1
L =1lg vy =3 lglO.log y com 1glO = 2,3026
resulta:
p = 1,1513 log v.
donde para Y ,p= 1,5m e Yop= 14,65m.
byp= 0,20273 e p, = 1,34223

Detectando os potenciais UAB=—5,OO7 em AB e --

UCD=-O,M82 em CD as constantes a e b da formula U=ap+b sao

dados pelo sistema.

0,20273%a + b = - 5,007

1,34223a + b = - 0,482

donde a = 3,971 , D - 5,812 e a expressao da lei

U

3!97-]-]-1 - 5,812
Com esta expressao é poss{vel deduzir os valores das cargas
experimentais se verificando no centro de cada eletrodo da -

linha DA da seguinte maneira.

1/2 2
2p.=21gy/=lgy=;(U-b)
donde.
log y = log e.lg v = log e. %(-U—b) com log e =
= 0,43429
T log v = 0,21873 (U + 5,812) (4.12)

A tabela 4.2 fornece os valores experimentais -
para alguns dos eletrodos da linha DA, calculados segundo a
Eq.4.12, e os valores das cargas impostas obtidos segundo o

tragado que se pode ver na fig.h.2.
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Tabhela h.2.

Eletrodo n2| U |U + 5,812| 1logy |(m2§§§s) ?;Zigi:?
1 | 0,352 | 5,460 | 1,19427 | 15,64 | 14,60
5 | -0,500 | 5,312 | 1,16189 | 14,52 | 14,20
8 | -0,812 | 5,000 | 1,09365 | 12,46 | 13,00

11 | -0,952 | 4,860 | 1,06303 | 11,57 | 11,55
12 | -1,155 | 4,657 | 1,01863 | 10,44 | 10,45
14 | -1,441 | 4,371 | 0,95607 | 9,04 | 8,80
17 | -2,551 | 3,261 | 0,71328 | 5,17 | 6,55
20 | -4,121 | 1,691 | 0,36987 | 2,34 | 4,25
23 | -4,956 | 0,856 | 0,18723 | 1,54 | 2,45
26 | -5,149 | 0,663 | o0,14502 | 1,50 | 1,55

ANALOGIA INVERSA.

Tendo sido determinado o contéorno T segundo o
. o . = ,
Processo sugerido no n- anterior, a representagao rhevele--
trica da fungzo Q =-0 faz-se de acdrdo com o descrito no -
o ~ . .
n- 3.8, exeegao feita dos bpontos singulares. Consideremos,
bara ilustrar, o ponto singular Cl substituido pelo arco -
A ’ . . o]
CiCi’. Sobre este arco que é isovelocidade (Cfr.n-l.8), temos

p(s) = Cte donde pela Eq. 1.10°¢

3 a8
s e on

que ¢ uma condig¢ao de Neumann simples de ser representada.
Cici’(e do mesmo riodo cgcg% deve ser isolante. O problema da
representagao da funcap O e entsio do tipo mixto (Cfr.ngl,6).
A titulo de ilustrarao damos a seguir a materializag¢ao das
condig¢oes de contérno.

a) Sobre AB, BC,, CzC, CD temos uma condigio de

Dirichlet com © = O donde Q = 0 e entao U=0,



(o eletrodo é continuo ao longo das frontei-
ras citadas ).
b) Sobre CiGi’ e CéCé’ temos uma condigao de --

Neumann com %ﬁ = 0 (isolante).

c) Sobre CICé temos uma condigao de Diri¢hlet,
2letrodo continuo, onde se fixa U proporcio-

- = 7’=__ 7.

nal a 2 = - 0(c]) o(cz)
d) Sobre Cé’C5 e DA temos, também uma condigao
de Dirichlet, com R = - 9(s) variavel, a re

presentagao sendo feita por segmentos e U(s)

fixados proporcionalmente a ©(s).

A tecnica de fixagao dos potenciais pode ser g

quela citada no nl 2.6
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MOD, IV - B

fl

MODELOS EXECUTADOS VISANDO A OBTENGCXO DA SUPERFICIE LIVRE PARA UM PLANO
DE ENERGIA ADOTADO E SECAO DE ESCOAMENTO PLANA DADA A MONTANTE AB.

Fig. 4.3

=2



Quisemos neste trabalho ressaltar a importén-
cia da fung¢ao potencial logaritmica e da fungao argumento
na resolugao de movimentos planos, permanentes, irrotacio-
nais, de l{quidos apresentando superf{cie livre, tendo como
instrumento de célculo, a técnica das mnalogias rheoelétri
cas. Pareceu-nos ter evidenciado gue o equacionamento mate

, - \
matico e a tecnologia apresentados nao se restringem unica
mente aos escoamentos estudados, podendo ser aproveitados
para a resolugao de diversos outros tipos de perfis com di

ferentes condigoes de escoamento.

Quanto ao alcance prético do estudo que acaba
mos de apresentar, permitimo-nos lembrar que durante a ela
boragao de ante-projetos ocorre quase sempre a hecessidade
de pré-determinar, pelo menos aproximadamente, algumas das
caracteristicas dos escoamentos postos por vertedores ou -
estruturas similares, sem gue para isso fosse necessario a
guardar os resultados definitivos dados por estudos em mo-
delos hidrodinémicos, 0s gquais demandam prazos de tempo -~-

frequentemznte longos.

0 método dos potenciais logaritmicos preenche
satisfatoriamente a esta exigéncia da.técnica pois permite,
para um nimero minimo de dados, fornecer, entre outros, a
forma da superf{cie iivre, a répartigao das pressodes ao lon
go do perfil e o wvalor da vazao em volume de uma maneira -
relativamente expedita dando resultados suficientemente --
precisos para a maioria das necessidades préticas. Com efedi
to, a aparelhagem requerida para a experimentagao analégica
é muito simples, a realizagéo das condigoes de contorno --

por dados de Neumann é extremamente facilitada pela tecnica



- 87 -

das inje;0es de corrente utilizando o método das grandes

resisténcias e o modélic rheoeletrico pode ser executado -
répidamente empregandn como meio condutor o papel teledel-
tos., Apésar da complexidade posta pelos problemas envolven
do determinagao da superficie livre, ¢s exemplos de aplica
¢30 apresentados mostraram que a precisao oferecida é per-

» - ’ b 3
feitamente aceitavel em termos praticos.
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