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PERSPECTIVAS DE SUPERFJÇIES POLLÉDRICAS ÀUXILIADAS POR COMPUTADOR

ANA HÀGDÀ ALENCAR CORREIA

Departamento de Desenho , Universidade Federal de Pernambuco

O crescente interesse - pala Conputaç30 Gráfica ten de8pertado a

nece88 idade de se rede6cobr ir a Geonotr ia Gráfica coiro ferramenta

indi 8pen8áve 1 a esta C iênc i a , que atrai a cada di a na i s

pesquisadores . Os Sistemas de Representação corre8ponden a un dos

pontos da Geonetr i a Gr áf i ca na i 8 ap 1 icad08 para a exeeuç30 de

projetos de Engenharia , Arquitetura , ass in como nas Artes .

A Geonetr i a Projet i va é o ponto de part ida para o n0880

eaton c1 i nonto dos S i stan as do Repre6entaç So . Sob o enfoque da

Geouetr ia Projot iva , os Sistemas de Repre8entação a8sunen uu caráter

dinâmico , partido-ae de um Si6tena Genérico , que ten todos os dena i 6

como ca808 parti eu lares .

A proposta que apresentamos , é cond izente com

entendi nento dos Sistemas de Repre8entaçao . Um programa

conputador foi elaborado para conprovar a validade da proposta .

0 nosso

de

1. INTRODUÇXO

Os Sistemas de Representação , e8tudad08 desde o Século IV Ànte6

de Cristo , são utilizados para favorecer o entendimento e permitir a
operacional idade dague 1 as fi gun 38 , que ao 6eren representadas no

p 1 ano perder i am a pr i nc fp i o o seu aspecto tr 1 d i mens i on a 1 ,

dificultando principalnotICe a visual izaçZo da forna .

Entretanto , a representação de obJetos tri d rnens i ona 18 em uma



nece88 idadesbId 1 mena 1 on 81 deve atender às de8uperfíc te n08tr ar a

ap8rênc í 8 geral de un obJeto , como em uma fotografia , e de

de8crevê-l o de tal nodo que 88 suas propriedades métricas , tai 8 como

dIstâncias e ângu loa , p088am ser facIlmente deduz idas .

O posicIonamento do obJeto em rel8çSo ao pl ano do desenho varia

de acordo con 8 fIn 811 ciade predomInante da representa<, 30 .

Segundo C08t8 (OI > , una vez que 8 f 1 na 1 Idade específica de

qualquer proce880 per6pect Ivo é 8 de reproduzir a Imagem vIsual de

un observador , equ i 1 1 brando a 8 1 np 1 i cidade do traçado com a

fidelidade à ótica 9eonétr ica , o pos íclonamento dos dados de un

problema de perspectIva exIge condições pr<Spr lag do fenômeno visual .

Se o que se pretende é uma rápida reconst itu i <,So das PnF>r iedade6

do obJeto a partIr de uma imagen bId 1 mens lona 1, deven08 procurar

co 1 oc ar o na i or número p068 íve ] de pontos e 1 1 nha8 cono J á

pertencentes ao pl ano de projeçgo , ou conservar 88 8ínetr 1 88 do

obJeto , como no caso dos pol iedr06 regu 1 ares e superf fc ies de

revo 1 u«,So . Entretanto , quando a preocupaçSo maior é o ÜÇin 1 ficado do
desenho como perspectIva , o obJeto deve ser p08icionado en relação
ao pl ano de projeç30 de modo a evItar a 8uperpos içZo de Beus

vért tees e 8re8L88 .

Este enfoque de ”produtividade operacIonal " dado por Costa (Ol )

80 prob 1 ena , é a Inda pouco comum na n086a bIbI iogr af 1 8 , que

gera 1 mente tr at a operações geonétr í cas ta 1 6 como 1 ater se<,%o de

SólIdos , apenas utilIzando o Sistema de Honge , sem a preocupa<,go com

a racIonalidade que pode ser obt lda se e6colhenos o S i 8tena de

Repre8entação en função das formas a serem trabalhadas .

Com estas con 8 i der ações , gostar f anos entZo de ressaltar a

!mportânc 1 a de se conhecer com na 1 or profundidade cada Sistema de

Pepre8entaç So , de modo a melhor aplicar as suas qualIdades e evitar



oa 8eu8 lnconventente8 , em função de um obJetIvo e8pec ff 1 co .

Deven08 lembrar que os Sí6tena8 de Repre8entaç30 pertencem ao

campo da GeometrIa Projet iva pelo nece88ár to reI acionamento entre a

figura e 8 sua ina9en : Just 1 fIcamos ainda que em uma tr8n8formaç30

per8pect i va , o e8paço tr8nsfornado é não-elle 1 ideano , Já que na

tran6fornaçgo a ortogona ! idade dos eixos rISO é preservada .

À apl icaç30 do Conceito de Element08 lnprópr ios nos permIte

tratar oa Si8tena8 de Repre8entação eono un Si eLena único ; ou 8eJ a ,

coiro ca808 parti cu 1 ares da Àxononetr 18 Côn tca de 3 (Três ) Pontos de

Fuga , que é o SiBtema que na 18 aproxima o efeIto obtido na projeçgo

com o aspecto percebIdo pela v IsSo humana .

Na prática conputac lona 1 , a íntroduç So do Conceito de Elementos

ProjeCt voa , p088 ibi lita a IInear izaçgo da8 equ8çõe8 utilizadas para

a Tran8form8ç%o Perpect Iva , 8]én da Conc8LenaçSo Matricial deal 8 ,

com 36 demais Transformações Geométricas .

2 . 7RÀNSFORXÀÇXO PERSPECTIVA

TRÀNSFORXÀÇ'XO PERSPECT l VA é 8 Tr 8n8fornaç30 Geonétr 1 ca que

permite que una figura tridImensional seja representada no plano ,

bi di nens lona 1 . Dentro desta tran6fornação , podemos a6sun ir vár i as

re 1 ações entre os e lenent08 geométr i eos envo lvl dos , or igin ando os

vár ios Si 6tema6 de Representação conhecidos
Podemos ainda denon 1 nan esta tran8fornação

Per8pect í va

À Projeç50 PerspectIva é obtida quando projetan08 os vért Ieee de

uma fIgura em um plano de projeção , ou 8eJ a , quando deternlnam08 as

coordena<388 (x, , y, ) dos vért i ces da figura en reI 31, 30 a uma

referencial escolhIdo naquele plano .

colaQ Projeção
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À pos íçgo relatIva entre o observador , 8 fIgure e o pl ano d,‘

projeçgo deterntn8rá o TIPO e 88 CARACTERÍSTICAS <38 lna9em obtIda .

Desta forma , para obterm08 uma determ i nada per8pect i va , podemos

atuar sobre qualquer um dos elenent06 envolvIdos na projeç30 .

Dentro da IIteratura , encontramos 2 (do 18 ) enfoque8 en termos de

quais e 1 enent06 se des locam no espaço , e quais pernanecem f ix06 ,

gerando oa diferentes tI poa p088íve 18 de ProjeçSo Per8pectlv8 .

Alguns autores como EncarnaçZo (02 ) , Kubert <04 > , Laterza (OS ) ,

8dot8n un e8quen8 no qual o observador e con8equentenente o plano de

projeç30 , cone íder8do como perpen<3 1 eu 1 ar ao raIo VI BU8 1 pr Incl paI ,

880 poa 1 e torrados de modo 8 ee obter o resultado desejado . À880c lanos

e8t8 d l8p08íçZo a uma 81 tua<,go na qual a figura é fIxada a un

8 i atena de referênc 1 a e o observador mun i do de uma c amora

fotográf ic 8 se nove no espaço , obtendo a imagen que pode ser

observada na fotografia . Des ignarem08 este esquema como HODELO DE

CÂMERA HÓVEL , que é compatível com 8 í]u8tr8çSo da fígur8 1.

F 19.1-Modelo de Câmera Móvel F 19 _ 2-Modelo de Câmera Fr xa

Neste c880 , procede-ae 1 nic 181 mente 8 projeç30 dos vért 1 ces da

figura no plano , de forma a se obter 86 8ua8 coordenadas ( x , y , z ) ,

em relaç30 ao 6i8tena de coordenadas globais , e a seguir , efetua-se

una transf orn8<,So de coor den 8d86 VIsando obter as coordenadac



C
nJ

(x, , y, )

projeçgo .

Outros autores coiro Hyer8 (OC, ) , Newman <07 ) , Park (Og ) , Santo

( IO) , adotam un e6quen8 no qual o ob8ervador e o plano de projeçgo

pernanecen fIxos , enquanto que a figura é pos lcion8d8 de nodo a ee

obter o resultado de8ejado .

Ne8te ca80 , procede-ee i n ic 181 mente a una tr8n8formaç%o dos

vért 1 cea da fIgura de nodo 8 poe lcíoná- 1 a conven ientenente e , a

8egu ir , efetua-se 8 sua projeçSo par 8 ae obter 88 coordenadas

(x, , y, ) referidas a um 8 i atena situado no plano de projeçSo tc>nado

como paralelo ao plano (xy) .

Vár jog autores que pesqu í88m08 , denon 1 nan os e8quema8

8pre8ent8d08 de PROJEÇXO CENTRAL , uma vez que o centro de projeçgo
é um ponto próprio , para onde o raio VI eua 1 prIncIpal e todos os

den8 18 (8ecundár loa) convergen . Cons 1 deram cono ProjeçSo Per8pect Iva

apen88 e8te e8quem8 , denom i nando aos della 1 s , como ProjeçS

Paralela , não cons i der ando esta como uma 6 ituação part i eu 1 ar da

primeira , quando o centro de projeçZo está infInitamente afastado .

refer 1 das 8 un 6 i sCene situado no próprIo pl ano de

2.1. PROPOSTA

V 1 noa no 1 ten 8nter í or oe do 1 8 pr 1 nc 1 pa 1 8 enfoque8 par 8 8

Tr ansfornaç30 Per6pect iva estudados pe 1 os autores pe8qu i 6 ados .

Agora , propomos un novo enfoque , no qual tenos um grau de liberdade

a na is . O modelo também é de Câmera Hóve 1, enbora a or ientaçZo do

pl ano de projeç Zo não esteja vi nc 12 1 ada à post ç 30 do observador . À

fIgura a 8er repre8ent8d8 permanece inóve 1. O observador e o plano

de projeçgo ee pos icíonan de forma independente , para propí cl ar o

re8ult8do desejado .



F 19.3-Modelo de Câmera Móvel (Proposta)

2.1.1 . E8quen8 Geo»étr leo
Caao Geral - Àxonone jr 18 Côn ica de 3 pontos de fu93

T(o,o,t )

Ko,8 ,o)

NeBte e8quem8 1 os e 1 enentoe rel ac 1 orlados na Tr8n8form8çgo

Per8pect 1 v8 ocupam poe 1 ç6ee 8rb 1 trár 1 88 no e8p8ço - O pl ano de

proje<,go será defInido através dos pontos de inten8eçgo (R) 1 (S ) e

(T ) dos eIxos do sistema de coordenadas global 6 , com o pl ano de

proje<,go . Portanto , e8Be8 pontos devem 8atl8f8zer 8 sua eqLaÇSo
ger al



Ax + By + Cz + D = O

Para R= (r , O ,O) ---> Ar + D = O ---> À = -D/r

Para S= (O , 6 ,O) ---> Bs + D = O ---> B = -D/8

Para T= (0.0,t) ---> Ct + D = O ---> C = -D/t

Substituindo CA) , (B> e (C) na equaçgo geral, e dividindo a

expres630 por <-D) , temos ,

x y z
+ +

r 6 t

que é a equaç go Segnentar do plano .

À projeçSo do ponto (P) é obtida pela inter8eçao do plano

de projeç30 con 8 rota qua uno este ponto ao observador V(xv,yv,zv) .

Sendo Cx , , y , , z , ) a6 coordenadas do ponto (P> , a oquaç30

paraDétr ica da rota que uno CP> ao observador será :

P = v + À (p - v)
ou em termos de coordenadas ;

(2.1)

! (2.2)

( 2 , 3 )

R = xv + À cx , - xv>

9 = yY + À ( yI - yv )

2 = zV + À (z , - zH)
Para obternos as coordenadas (1 , 9 , 2 ) , é preciso calcular o

valor de (À ) através da substitui ç 80 dos valores de C2 , 9 , 2 ) na

equação do plano de proJeç30 (equaçao 2.2 > ; logo :

xv + À (x , - xv ) yv + À (y , - yv > zv + X (z , - av)
+ +

r 6 t

(2.4)

1

r8t - xv8t - yvrt - z vr s
À

st (x , -xv ) + rt,<y,-yv ) + r8<z,-zv )

Substituindo ( 2.5) em ( 2.4 ) , encontramos (X , 9 , 2 ) , coordenadas

de ( P)

Este caso , a que denon inan06 CASO GERAL , caracteriza-se como uma

Àxononotr ia COn rca de 3 (Tree ) Pont08 do Fuga .

(2.5)
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Se 1 ( um ) dog pontos do int#erseção do Sistema de Coordenadas

Globais con o plano de projeçSo é um ponto 1 npr<Spr i o , (R) , CS ) ou

(T) , o Si eLena recebe a denominação parti cu 1 ar de Àxononetr ia Côn ica

de 2 (Doi 8 ) Pontos de Fuga . So apena8 1 ( un) entre os ponL08 (R> , (5 )
ou (T ) é un ponto próprio , denon inamos o Sistema de Axononotr ia

Côn ica de 1 (Un) Ponto de Fuga ou simplesmente de Cavaleira COn ica .

2.1, 1.1. Axononetr i ae Ortogona i 8

Fi 9 . 8-Àxonometr 1 a Ortogona 1

As Àxononetr i 36 Ortogona 18 referem-se aos esquemas nos quaIS o

observador desloca-se para un ponto Impróprio na d ireçZo norna 1 ao

pl ano de projeção . A projeç30 de um ponto ( P , ) é obt ida pe 1 a
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lnter8eção da projetante paralela a direção da normal que passa pelo

ponto 8 ser projetado, con o plano de projeçgo . Coiro o ob8ervador

está infinitamente afastado , todas as projetante8 serão paralelas ao

vetor <n ) de coordenadas €À , B , C) , norna 1 ao plano .

Como de8ejan08 expre88ar a nossa projeçSo em termos da

equaçgo 8egnentar do plano , temos ,

A = 1/r B

C = 1/t D

g = (1/r. 1/, . 1/t) (2.6)

Como (V ---> aD ) ngo ten existência física , nEo expre6saremos a

equaçao das projet antes em termos de ( V) ; ut i 1 izaren06 a sua
cond içgo de para lelisno ao vetor Cn) .

À equação das projetantos 8erá escrita como ;

F- p = À B (2 7)

ou en termos de coordenada8 ; = = x , + X À

9 = y 1 + X B

2 = z , + À C

(2 8)

Substituindo na equaç30 do plano ,

x , + À A y , + À B z , + À C
+ +

r 8 t

rst(rst - x , st – y , rt - z , rs )

(st ) a + ( rt ) a + (rs ) e
X

De acordo com as re 1 aç6es métr i cas entre (r ) , ( 8 ) e ( t )

obterem08 3 (três > 6ituaç3os específicas : Trinotr ia , quando (r#6 Pt )

D inetr ia , quando (r=6 ) , Cr=t ) ou ( 8=t ) e l80netr ia , quando (r=8=t ) .

1 /s

= 1

\ 6 o a /
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2.1, 1.2 . Vista Orto9on8 1 ( de 8re8te)

Neste caso , um dos pontos de inter6eç30 do sistema de coordenadas

globais com o plano da projeç30 é um ponto impróprio .

O plano fornado pelos doi 8 outr08 eixos será perpendicular ao

plano de projeç30 . Deste nodo , teremos una perspectiva ”degenerada”

do 86 lido , apresentando apenas duas faces v i8íve 18 na perspectiva de

un ortoedro < figura 9)

Fig . 10' Vista C)rtogona 1 Cde face)

2 , 1.1.3 . Vista Ortogona 1 (de face)

Quando do 18 dos pontos de inter8eçgo do SIstema de coordenadas

91 oba is com o pl ano de projeç30 são i npr<Spr 1 os , o pl ano formado

pe 1 os e 1 xos que contêm tal 8 pontos será para 1 e 1 o ao pl ano de

projeçZo , e consequentemente , o outro eixo será paralelo à direção

das projetantes ( perpendicular ao plano) . A degeneração do aspecto

perspect ivo para apenas una face , nos dará o que denon inanos de

v 1 sta ortogona 1 de face do ortoedro ( figura IO) .

2.1.2 . Cavaleira C)bl íqua

À Cavalo ir a Ob 1 íqua , con re 1 ação aos e i x06 de coorden adas

9 1 oba i 6 , é ebC i da como em 2 . 1 . 1 . 3 . O observador também está
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infinitamente afastado . Entretanto , as projetante8 6So ob 1 íqua8 ao

plano do projeçSo ( a = Oo e a = 90a ) . Quando a = Oa , temos uma

perspectiva ” impróprIa” , son existência fí8 ica real. Quando a = 9C>'’ ,

obtemos uma Vista Ortogona 1 de Face , estudada em 2.1.1.3 .

Para o cálculo da perspectiva , 86 projetante8 6ergo deLena 1 nadas
como paralelas à d ireçgo de um vetor 3, que liga un ponto CU) de

coordena<138 <xw , yu , zH ) à origen do 8i8tBma do coordenadas .

Fi 9.11- Cavaleira Ob 1 íqua

Sendo <x , , y , , 2 , > as coordenadas de um ponto genérico <P , )

oquaç80 das projetantes 8erá ,

F = p + À e
ou , en termos de coordenadas :

R = xl + À xv,

9 = yI + À y,e

2 = Z 1 + ÀZw

Substituindo ( 2.12 > na Equação 8egment ar do plano , temos ,

z 1 + À

t

a

< 2 , 12 >

X
nsC - stx , - rEy , - rsz ,

stxw + rtyw + r6zw
(2.13)
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3. ANÁLISE DE RESULTADOS

Con base na proposta apresentada , foi e 1 abor8do un prograna do

conputador , desenvolvido na 1 ing llagem de pro9ranaçgo PASCAL, com o

obJetivo de verificar a validade do programa e a pos8 ibi 1 idade de
sua ut ílizaçSo para fins didáticos .

Cada uma das 1 lu6traçõe8 a 8egu ir , n08trará un mesmo mode 1 o

de8enhado segundo un dos Si atenas do Ropre80nt ação . Para i8to ,

ut i 1 izan08 88 opções e8pec ff 1 cae do programa . O caractere CR) ,

fornecido como dado de entrada , é indicativo de pontos i npr<Spr ios .
PEBPEa ltn &HU»utri8 er#lica: 3 FH= ear»«trtB CaRla: : Fw

ap B 14
+1 = 14
Zg : 14

Fig . 12-Ax . COn ica de 3 Fugas Fig , 13-Ax .Côn ica de 2 Fugt

Ruuetrta cuMa bar =trr3 Paralela: Triaetria

Fig.14-Ax.Côn rca de 1 Fuga Fig , 15 . Ax .Paralela-Trinetr ia

nBP€cT iUB&BUwetrta Parelel8: bIgetr18 MH»etrta Paralela: ms

Plan

{ : :

Fig . 16-Àx.Para]e]a-Dinetr ia Fi 9.17-Àx.Paral9la-l60netr ia
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â'Ht =Iria Par8lel•: Orst8 lbtoHnl h,BR =trt• PBr•lel•: CnBlerra

Fig . 18-Ax . Paralela-V . Ortogona 1 Fig . 19-Cavaleira Oblíqua

Na segunda série de ilustrações , figuras 20 a 26 , essas ne6nas

representações do modelo foram obtidas utilizando-se apenas a opçSo

Ax .Côn ica de 3 (Três ) Fugas , B6COl bando-se convon ientenente os dados

relativ08 à posição do observador e ao plano do projeç30

i rwtria &rirca: 3 Fwu &-'nb+v,tr18 UnIu: 3 FH=

ap = 14
14
14

b = 14
1\1 3 11
Zv = 14i

1

1

1

: :: :„„„,J
ii

1
:=BET1

Fugas )Fi.9 . 20'-SI nu 1 ação' (Duas Fig . 21 - Si nu 1 aç3o- (Una Fuga)

Mwx»=trt8 Cbnlc8: 9 Fu9n Rr,Bb =trta aBra: 3 Flu+

F ig . 22-S i nu 1 açgo- ( Tr i netr i a ) r i 9 . 23-5 i nu 1 açao- (Dinetr i a )
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RauL=trt• CIInica: 8 FeB +u»vtr ra eknrc8 3 Fm

Plan:

8 : 4
t 8 IUllltt

F ig . 24-S 1 nu laçZo– ( I80netr i a) F ig . 25-S 1 mu 1 aç3o- ( V . Ortogon al )

+_-'PL_trt8 CurIa: 3 Fulnb

Bf = 111111111yy:
Zg : 111111311

Plan
111 it 1111

8 : 4
t : 111111111

Fig . 26'-Sinul aç3o- CCava ler ra Db 1 íqua)

Os result ad08 obt i doa aXo 1 dênt i coa àque 1 es que con8e9u 1 nos

partindo dos procedimentos específicos do prograna . C38 Sistemas de

Repre8ent,a<, 30 a8sunen, assim , um caráter d inân ico e interativo , e de

nai 8 fácil conpreenç So do que quando estudados cada un isoladamente .

Acreditamos que a ut ilizaçgo de un prograna de computador de

nan i pu 1 ação 6 1 np 1 os e did át i ca possa vir a contr i bu i r para o

aprendizado dos 5 i 8tema8 de Representa<,ao , est i nu 1 ando a i nda a

apl i caçSo da Conputaçgo Gr áf i ca on Projetos de Engenhar i a e

Arqu i tetur a , a 1 én de not i var o estudo da Geonetr i a , disc ip 1 ina

indispensável ao desenvolvimento da tecnologia .
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