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Signalons ensuite que toute algebre de Boole B possede une structure naturelle de group
spécial réduit: la structure de groupe est celle donné par la différence symétrique a (i.e., 'additio
de ’anneau B, ayant le plus petit élément L de B comme unité 1); I’élément distingué —1 est :
plus grand élément T de B; la relation de représentation est simplement 1’ordre de B; voir [DM
Prop. 4.2]. On désigne par S9(B) ce groupe spécial réduit. Les groupes spéciaux réduits associe
aux algebres de Boole coincident, & isomorphisme pres, avec ceux des corps appelés SAP; cf. [DM
Prop. 6.5] et [P; Thms. 6.7-6.9 et 9.4].

Tout groupe spécial réduit, G, se plonge de fagon naturelle dans le groupe spécial d’une algebr
de Boole, Bg, appelée son enveloppe booléenne; By est Ialgebre des ouverts-fermés de 1’espac
d’ordres X de G, c’est-a-dire, ’ensemble des homomorphismes de groupe spécial de G a Valfﬂ%n
dans Z,, muni de la topologie induite par la topologie produit de {£1}%; Z, est le groupe SPecmﬂ
réduit < {il}>—1,EZ > ou la relation d’isométrie est déterminée de maniére unique par
condition (1,1 )$Z2( —1,-1). Le plongement ¢, : G B (= Sg(Bg)) est donné par:

ea(g) ={o € Xalo(g) = -1} pour g € G.
Alors on a:
Proposition 3. Soit G un groupe spécial réduit. Alors:
(a) ([DM; Corol. 5.3)) L’application €G est un homomorphisme injectif de groupes spéciaud:

2 # i . o iy & . ) ns
(b) Tout élément de By s’écrit (de maniére non-unique) comme une réunion finie d’intersect
finies d’€léments de Im(eg).

’ . . S
(c) ([DM; Corol. 6.4(a)]) L’application e est un plongement complet, i.e., pour toutes form?
Bty 5 0 ) s Ty v v bn ) de dimension arbitraire n a coefficients dans 3+

(al,...,an)Eg<b1,...,bn> $st <€G(a1),-~~,5G(an)>EBG<€G(61),...,EG(bn)>- &

Signalons, en passant, que algebre de Boole Bg d’un groupe spécial réduit G posséde de:
propriétés particulieres qui la lient intimement a G, et quila distinguent d’autres algebres de Boo S
dans lesquelles G peut étre plongé comme groupe spécial. Ainsi, dans [DM; 6.18] nous donnOn—
'exemple d’un groupe spécial réduit F qui se plonge comme groupe spécial ~mais de maniere none
complete- dans une algebre de Boole - Palgebre B est beaucoup ”plus petite” que l’envelOPP[1
booléenne Br de F. Une propriété cruciale de By est qu’elle est “librement engendrée” par G,en
tant que groupe spécial; cf. [DM; Thm. 5.7]. Lorsque G = G(F) est le groupe spécial (réduit) d’u

. - ] ’ . # G
corps ', on peut trouver une extension K de F - evidemment non-unique - telle que G(A) =
et le plongement e de G dans B¢ est induit par linclusion F' —y f ([DM; pp. 60-61]).
Les invariants de Horn-Tarski sont alors définis de la manjére suivante:
o L . i , gpécial
Définition 4. Soit ¢ — (a1,...,a,) une forme quadratique & coefficients dans un groupe 5P

7,5 is ; . G ; Lenn€
réduit G'. Les invariants de Horn-Tarski de ® sont les éléments suivants de ’enveloppe booléer
de Bg : pour 1 < k£ < n,

k
HT i) = \/pesn,k/\izlap, (invariants additifs)

»> k . . o
HT(P) = Apes.nyk/\i:l(l‘p, (invariants multiplicatifs)
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les multiplicatifs; les plus importantes sont:

o Les invariants additifs d’une forme forment une suite décroissante dans ’ordre de Bg.

e Pour toute forme ¥ = (ay,...,a,) sur G, on a (a1,-..,8n) =g (HT1(¥),..., HT o(¥)).

Ceci est faux pour les invariants multiplicatifs, dont la distribution en termes de I’ordre de Ba
ne semble obéir a aucune loi précise. Cette régularité des invariants additifs apporte parfois des
renseignements dont on peut se servir pour prouver certains résultats. Cette technique est utilisée
plusieures fois dans [DM; §7]. Ainsi, en utilisant de maniere cruciale cette propriété nous avons
donné une preuve trés simple et purement combinatoire du résultat connu comme le “Hauptsatz”
de Arason-Pfister pour les groupes spéciaux réduits en général [DM; Thm. 7.30].
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