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iMf e~:xpose presente un resurnC de la section 7, "The Hm~-Tarski invariants", de notre article 

18 

, que nous appelons les invanants de Horn-Tarski d une forrne quadratiquc constitucnt 
Ysterne co 1 t d'' · t l'' ' · ( « ·1 d ' · Qd-:---t'f rnp e mvanan s pour 1sometne en effet, 1 y a eux scnes de tels invariants les 

~ et 1 1 . 1· 'f , ' ~t d . es mu t1p 1cati s, et chacune d'elles est un systemc complct d'invariants). PrCcisons 
lad e _smte que ces invariants n'ont un sens que dans le cadre de la theorie rc\duite des formes 
lsteratiqu;s. Pourtant, trCs souvent ils se pri\tent au calcul beaucoup plus facilement quc d'autrcs ;_ W' d invariants _considefCs auparavant, tels quc les invariants de, Stiefel-Whitney ala Milnor 
I ' § 3 I) ou les m vanants de S t1 cf el- Wh1 tney cohomolog1 q ues a la Delzan t ( cf. [D I). Qui 
11:c";t, cn utilisant les invariants de Horn-Tarski on peut montrer facilement que les invaria.nts de 

1 

f e · Wh1tney ii. la Milnor constituent Cgalement un systCme complet d'invarianls pour l'isomCtrie 
lni:J~cs quadratiqucs sur tout corps wthagoricie!l ( toute somme de carrCs cst un carrC) et 

~ernent reel (i.e., ordonnable). 

1

,, Par la suitc nous prCcisons, d'une maniCrc peu dCtaillCc, le contexte dans lequel appara.issent les 
, /"nt s de H orn · Tars ki. D 'abord, nous ne travaillons pas dircctement sur les corps mais dans 
I] adrc abstrait des groupes spr!ciaux n!duits; cettc notion, introduite dans [LP] et dans [DM: 
1

1

'dfournit un systeme axiomatique simple adaptC an dCveloppement de la thCoric des formes 
' rat ' 'l' d' t· ' 1 1

1 

. iques. Un groupe spCcial est un groupc G d exposant 2 avec un e ement 1s mguc, - , i:'. d 'un c rela ti on d 'Cq ui valen ce sur G2, c=a, vefifiant sep t axi omes ( voir [L P] ou [D M; § 1]) · La , tn =a axiomatise l'isomctrie de formcs bin•ii:"". a coefficients dans G. L'.isomCtrie dc forrnes 
II unens10n arbitraire est dCfinie rCcursivernent it partir de '=G· La relat1on '=G cst, en fa,t, 
erdefi · · · · · D ( ( b ) ) " t ' t ' It mssablc (sans quant1ficateurs) avec la relat10n brnalfe a E G 1, , a es represen c 

la forme ( 1, b ) " . 
Ii On associe plusieurs groupes spCcianx a un corps F de caractCristique 'f2. La construction 

suit donne les manieres connues de le faire: I, C . . . . -,2 

\ . 

0

nstruction. Etant donnC un sous-groupe T du groupe mult1phcat1f F, contenant F , oo it
31
dere le groupe Gr(F) ~ f' /T, avec =I~ -1/T comme ClCmenl distinguC, muni de la relation 

tep , resentation definie par: 

(*) 
l)ett 
1 

e rela.tion est bien definie sur Gr(F), et on a: ,, . r~Position 2. Soient F et T comme ci-dessns. Si 1"-"" chaque b E F l'ensemble {_P _+ bq_]P, q E 
i,; { 

0
} } cst u n s O us-gro upe d e F, alors < G 1· ( F) ', -1_, c= GT (Fl > cst u n roupe . special (ocaT (F)_ 

r 9ne la z t. d,. 't · d formcs binaires dedu,te de ( ) ) . Il est reduit si et seulement s1 
, re a wn isome ne e '. . 2 . T , d d "st clos dd. . E 

1
.. t· si T - F sz T::::: 'BF - {O}, ou sz est un pre-or re e 

r par a z/;zon. 1 n par ,icu zer, - , . 'Qlors < G (F) -
1 
-. t un gro

1
1,pe special (reduit dans les deux dernzers cas). 0 

~ T , ' - ' ::::::Gr(F) > es 
Ol!t une demonstration, cf. [DM; Example 1.7]. 

a E Dr((l,b) SSI 
il existe p, q E TU {O} tels que a::::: p + bq. 

1 



Signalons ensuite que toute algebre de Boole B possede une structure naturelle de gr~~p, 
special reduit: la structurc de groupe est cellc donne par !a difference symetrique z, (i.e., I'~ 
de I'anneau B, ayant le plus petit elernent ~ de B cornme unite !); I'element distingue -_I ~M 
plus grand element T de B; la relation de representation est simplement l'ordre de B; voir [ . , 
P rop. ~- 2]. On design e par _S_q (B)_ ce grou pe . s pCcia[, red ui t. Les grou pes speci au~ red u i t_s ass;~ 
aux algebres de Boole comc1dent, a 1somorph1sme pres, avec ceux des corps appeles SAP, cf. [ 
Prop. 6.5) et [P; Thms. 6.7-6.9 et 9.4). 

Tout groupe special reduit, G, se plonge de fac;on naturelle dans le groupe special d'une algebri 
, d l'espao de Boole, Ha, appelee son enveloppe boolCenne; Ha est l'algObre des ouverts-ferrnes e, I ·. 

d'ordres Xa de G, c'est-a-dire, l'ensemble des homomorphismes de groupe special de G a va :~r. 
dans 'll2, muni de la topologie induite par la topologie produit de {±l}G; 7l

2 
est le groupe speci; 

reduit < {±1}, -1, ='ll > ou la relation d'isometrie est determines de maniere unique par c 
2 , • condition ( 1, 1 )'/:-7l2 ( -1, -1 ). Le plongement ec : G '--+ Ba (= Sg(Ba)) est donne par: 

ca(g) = {a E Xa/a(g) = -1} 
Alors ona: 

pour g E G. 

Proposition 3. Soit G un groupe speciol reduit. Alors: 

( a) ([DM; Corol. 5.3)) L 'application ca est un homomorphisme injectif de groupes speciaux. 

(b) Tout element de Ba s 'ecrit. ( de maniere non-unique) comme une reunion finie d 'intersections 
finies d'elements de Im(ca). 

rorrnes ( c) ([DM; Corol. 6.4(a)J) L 'application ca est un plongement complet) i.e., pour toutes J' 
( a1, ... , an), ( b1, ... , bn ) de dimension arbitraire n a coefficients dans G: 

( a1, ... , an )-a ( b1, ... , bn ) ssz () 

Signalons, en passant, que l'algebre de Boole Ba d'un groupe special reduit G possede !~; 
proprietes particulieres qui la lient intimement a G, et qui la distinguent d'autres algebres de Boo!lS 
dans lesquelles G peut etre plonge comme groupe special. Ainsi, dans [DM; 6.18] nous -~onn n­ 
i' cxemplc d' u n gro u pc s pCci a! rCd ui t. F q u i sc plonge comm c grou pe s pCci al -m ai s dc malll ere no pe 
complete- dans une algebre de Boole B: l'algebre B est beaucoup "plus petite" que l'envel

0
oPel1 

' B d F U · ' ' · 1 d B ' d ' " par boolecnne ,- e . ne propnetc cruc1a c c a est qu elle est "librcment cngen ree . d'un 
tant que groupe special; cf. [DM; Thrn. 5. 7]. Lorsque G = G(F) est le groupe special (reduit~ Be 
corps F, on peut trouver une extension 1{ de F - evidemment non-unique - telle que G(K) - 
et le plongernent ca de G dans Ba est induit par l'inclusion F '--+ J( ([DM; pp. 60-61]). 

Les invariants de Horn-Tarski sont alors definis de la maniere suivante: 

ecia1 ~efi_nition 4. Soit _'P = ( a1, ... , an) unc formc quadr~ti_que a coefficients dans un group\;~eone 
redmt G. Les znvarzants de Horn-Tarskz de <.p sont les elements su1vants de l'enveloppe bo de Be : pour 1 :S; k :S; n, 

V k HTk <.p = a . 
( ) pESn,k /\=I P, 

et 

HTk*(<.p) = A (\k a . 
LlpESn,k i=l P, 

(invariants additifs) 

(invariants multiplicatifs) 
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e 
~ i sn,k d, . e I esigne l'ensemble des suites strictement croissantes d 1 , ... , n). 0 e ongueur k pnses dans 

., 
s Notre resultat pricipal est: 

; heoreme 5 ([DM· T . . 'oup , . , hm. 7.1]). Pour deux formes 'P ,j, de dzmenswn n a coefficients dans un 
e speczal red ·t G l d. . . ; . , ui , es con ,tions suzvantes sont equzvalentes: 

; :) ip ===c 1P. 
3 i) 7-f.T k ('P) = HT k ('I/J) pour tout 1 <k < n 
I :) 1tT* t ) ' ' 'I' = H'Tk (,/,) pou r to ui 1 <'. k <'. n (ide ntile da ns Be). 0 

Q d' 
1 8 

'~ tres tcrm es, ch acune d es seri es d 'i nvarian ts de H orn- Tarski addi tifs et m u 1 ti plicati fs d onne 

Ysteme com 1 t d'' . t . l'' , . P e. mvanan s pour . 1sometne des forrnes quadratiques sur G. 

'-'s D ans [D M; § 7] n ou s cal culons 1 es ( dcux) seri cs d' in vari ants de Iforn- Tarski pour pl usieurs 
isoes imp?rtantes de formes quadratiques, parrni lesquelles les formcs de Pfister et [eurs combi- 

ns lmeair C 1 1 t '61 · 
, l , es. es ca cu s exacts son posSI es - bien que non-triviaux - grii.ce a la richesse 
<b~- gebres de Boole et au lien ctroit entre un groupe spCcial rCduit et son enveloppe boo!Cennc 

1 par la Proposition 3( c) ci-dessus. 

Soulignons ensuite quelques faits importants. 

Le · d' 
5 
invariants de Horn-Tarski multiplicatils sont dbfinis en termes des opCrations t:, et A c'est- 

1re d 1 ' <a. ans a seule structurc d'anneau de Be- En effet, ils sont formellement analogues aux 
I ~I~nts de Stiefcl-Whitney des formes quadratiqucs sur les corps arbitraires de caractCristique 

1 

efims par Milnor dans [M; §3]. Bien quc n'ayant un sens que pour la thOOrie rCduite, nos 

1 

anants multiplicatifs sont, dans ce conteXte, plus puissants que ceux de Milnor. Par exemple, 

Peut prouver: 
l 
ropo 't· 
Ii 

81 

10n 6. Soit F un corps pythagoricien et formcllement riel. Alors il cxiste un homomor- :;e d'anneaux graduis de la [(-theoric modulo 2 de F a la Milnor dans l'anneau booleen Bp 
, u(F)), <l> : k.(F) __, BF, qui envoie les znvanants de Stzefel-Whztney w,('P) d'une Jormc 

0 

sur l es in va ri a nts de H orn-Ta rski m ulti plicatifs 'H'Tk ('P) ( 1 <'. k '.". n). En pa rliculier, l es w, 
ristitu t , . . ['' , . d r d . F A cn un systeme complet d'invariants pour ,somctrie es ,ormes qua rat,ques sur . v 

l ~tnarque. Sur BF on peut prendrc la graduation dOfinie par les sous-anneaux B,.(F) cngendrOs 

toutes les intersections d'au plus n elernents de F. () 
:;,, invariants de Horn-Tarski addit.ifs semblent i,t.re nouveaux dans le scns que, a not.re con· 
1;ssancc, rien d'analogue o'a ete considCrO en thcorie des fonnes quadratiques- Dans [DM; Thm­ 
\] nous d on n ons d cs form ul es assez si m p les q u i exp rimen t les ,n vanan ts d e H orn- Tarsk1 add I ti fs 
l lonction des invariants rnultiplicatifs, el rCciproquernent, en termes de la seule operation t:,. I p · · ' ' . t d 'fi . d 
I roposition 6 suggefe alors la rnaniCre dont on pourra1t, au rnoms tneonqueme~ , e nir_ es 

1 

•logues de nos invariants additifs pour la K-thcorie k.(F) de M1lnor, avec peut-etre certaines 
~:Pri Ctes sem b lab 1 es a celles de 

00
s }{'T, . p 0u rtan t, dans ce ':°ntexte la dCfini ti on d c c~s in vari­ 

' s apparait ar·t
1

'ficielle Par contre dans le contexte des algebres de Boole - qm possedent un ,q . . ' ' ' · 1 . . t 
~ ''. partiel, et dont l'opOration V est au moins aussi naturelle que 1 operat10n t:,-- es mvarian_-s 
I U,t,fs sont tout a fait naturels (en fait, nous avons d'abord decouvert ceux-c1, et seulement apres 

•us som m es ap er,;u s d e l' cxi s ten ce d e I a sCrie m ul ti pli c ati ve) · 

Il 

, , . · d y·r 1' 1 · dd't·'f t n effet des meilleures proprietes que 
· s avcre quc les mvanants e ,orn- ars " a 

1 
·' s on , c , 

(identite dans B0). 
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les multiplicatifs; les plus importantes sont: 

• Les invariants additifs d'une forme forment une suite decroissante dans l'ordre de Ba. 

• Pour toute forrne v = (a1, ... ,an) sur G, ona (a1, ... ,an) =Ba (1iT1('P), ... ,1iTn('P)). 

Ceci est faux pour les invariants multiplicatifs, dont la distribution en termes de l'ordre de Be 
ne semble obeir a aucune loi precise. Cette regularite des invariants additifs apporte parfois des 
renseignements dont on peut se servir pour prouver certains resultats. Cette technique est utilisee 
plusieures fois dans [DM; §7]. Ainsi, en utilisant de maniere cruciale cette propriete nous avons 

t " donne une preuve tres sirnple et purement combinatoire du resultat connu cornme le "Hauptsa z 
de Arason-Pfister pour les groupes speciaux reduits en general [DM; Thm. 7.30]. 
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