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O Método dos Elementos Finitos aplicado
a uma Formulagdo Mista da Teoria das
Placas

(The Finite Element Method applied to a Mixed Formulation
of the Theory of Plates)

Myriam Renata Dias Ferreira
Henrique de Britto Costa

Resumo

Este artigo apresenta uma formulagdo mista do método dos elementos finitos,
introduzido pelo método de Galerkin, para placas delgadas de formato arbitrario.
em regime de resposta linear. Sdo discretizados os campos de deslocamentos,
rotagoes e momentos.

Algumas das condi¢ées de contorno sio introduzidas indiretamente, por meio de
equagoes de vinculo. Essas equagdes sio consideradas sob a forma de uma solucio
aproximada. Entao, o método dos resfduos ponderados é utilizado nas versdes de
Galerkin e de minimos quadrados a fim de gerar a solugio final.

Como aplicagio, apresenta-se um exemplo de placa de contorno triangular.
Abstract

A mixed formulation of the finite element method for thin plates of arbitrary
shape is presented. Assumptions of material and geometrical linearity are made.
The finite element method is derived from the weighted residual method, under
Galerkin’s assumption. In addition to displacements and rotations, the bending
and twisting moments are discretized separately to generate the approximate solu-
tion.

The boundary conditions for the arbitrarly shaped plates are introduced by means
of constraint equations. To solve the system the constraint equations are in-
troduced as an approximate solution. Then the weighted residual method is a-
pplied in its Galerkin and least squares forms to generate the final solution.

As an example problem, the analysis of a triangular plate is presented.
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1 Introducgao

Neste boletim apresenta-se uma formulagao mista para placas delgadas, fun-
damentada nas hipoteses de Kirchhoff, em teoria de primeira ordem. Consi-
dera-se o material da placa homogéneo e isotropico, e adota-se a linearidade
fisica (lei de Hooke) nas equagoes constitutivas.

O contorno da placa pode ser uma curva qualquer, e quatro condicoes de
fronteira serao consideradas, entre as quais o engastamento. o apoio simples
e a borda livre.

Utilizam-se elementos finitos na discretizagao, introduzidos por intermédio do
método de Galerkin. Os parametros nodais sao os deslocamentos transversais
w, as rotagoes a e [, assim como os momentos fletores M, e M,, e o momento
de torcao M,,.

2  Formulacao Diferencial

Utiliza-se a notacao técnica usual, TIMOSHENKO [2].

e Equilibrio de forcas:

0Q: | 0Qy _
p -I-ﬁ——}’- (1)

e Equil{brio de momentos:

oM,  OM,,
= A 2
0.= 2% -2 @)
_0M, oM.,
e Rotagoes: .
w
dw
B = W (5)




e Relagoes momento-curvatura:

o T o 08
Ml._—D(ax—f-uay) (6)
d da
1'1Iy == ——D (£ + 9%) (TJ
l—v) da 885
MIy_D( > (E+EE)' (8)

As oito expressoes (1) a (8) comandam o comportamento de um elemento
infinitesimal da placa. Trata-se de uma formulacao mista, porquanto seria
possivel reduzir o nimero dessas equacoes, por meio da eliminagao de algu-

mas das varidveis envolvidas, ZIENKIEWICZ [3].

Por exemplo, os momentos poderiam ser descartados, por intermédio da
injecao das relacdes momento-curvatura nas equacoes de equilibrio (2) e
(3). Outra formulagdo mista (em termos dos momentos e do deslocamento
transversal) pode ser obtida, por meio de duas operagoes: a introducao das
rotagoes nas relagdes momento-curvatura, e as equacoes (2) e (3) na equacao

(1), ZIENKIEWICZ [4].

No presente estudo eliminam-se as forgas cortantes, o que se consegue pela
introdugao de (2) e (3) na equagao de equilibrio de forgas. Com isso logra-se
preservar — como incégnitas primérias — além dos momentos (cujo interesse
é grande), também as rotacoes. A presenca destas ultimas, como parametros
nodais, facilita a imposicio de certas condigdes de contorno.

3 Condigoes de Contorno

e Engastamento:

w=0 (9)
a=10 (10)
2= (11)
e Apoio Simples:
w=70
M, =M, (12)



dw
9s

Das condigoes (12) e (13) resultam, respectivamente:

=grad w. t =0 . (13)

M, cos*8 + M,sen?§ —2M,,senécosd = M, (14)

of (—senéd) + B(cosd) =0, (15)

sendo é o angulo que a normal externa n ao contorno faz com o eixo
r, e t o versor tangente.

e Borda Livre:

Qn = Gx (16)
M, = M,
M., =M, (17)

Das expressoes (16) e (17) obtém-se, na ordem:

Qrcosé8 + Qysené = Q, (18)

(M, — M,)senécosé + M,,(cos?§ —sen?8) = M, . (19)
e Engastamento Movel: L
@n = Qn

g—: = gradw.n =0 (20)

My =0, (21)

As duas tltimas condigées (20) e (21) podem ser escritas, respectiva-
mente, como:

a(cosd) + B(send) =0 (22)
(M, — M,)senécosé + M, (cos?d —sen?§) =0 . (23)
4 Formulacao Integral

Seja v = v(x,y) uma funcdo arbitraria, continua e diferenciavel, definida no
dominio Q da placa. De (1) vem:

] / 6%’ p)d=0. (24)



Como se sabe, a exatidio da expressio integral (24), nao obstante a arbi-
trariedade da funcdo de ponderacio v, implica na rigorosa obediéncia da
equagao diferencial (1) em todos os pontos de (.

Integrando-se por partes as duas primeiras parcelas do lado esquerdo de (24),

fica:
//n g; ) d0 +// v pdQ +

+/r ¥ (@zcosé + Q,send) dl =0 . (25)

Chama-se a expressio (25) de a “forma fraca” de (24). Considerando-se (2),
(3) e (18), da forma fraca (25) resulta, finalmente:

(OM: _ OMey, Oy M, OM,, J
././ dr dz dy . Ay ( dy dx ) df =
:// i +] + 0. dl . (26)
0 I
Por outro lado. das equagoes (4), (5), (6), (7) e (8) obtém-se. de forma direta:
dw ‘
/fn 7l - 52 d2 =0 (27)
/jw[ﬂ——dﬂ—o (28)
// M, + D @wgﬁ ]d2 =0 (29)
/f‘y[M+D(—+v )] dQ =0 (30)
. D(1-v) da 4B -
J[ v, =5 (5 +3,) ld=0 (31)

Das seis expressoes (26) a (31) podem ser obtidas solucoes aproximadas para,
o problema, conforme se verd nos préximos itens. As incognitas sdo, na

ordem: w, a, 8, M., M, e M,,.



5 Discretizagao. Elementos Finitos

Seja a seguinte solugao aproximada, em notagao indicial (convencao da so-
matoria):

w=w; @;
a = aj ¢;
,.'} = 3 é 9
I\Ir = (,c\uf (3“}
= (M, )

”ry = (Msy); ‘p.r' ;

onde ¢; representa a fun¢ao de forma do primeiro grau associada ao elemento
finito triangular (CST).

Introduzindo-se (32) nas expressées integrais (26) a (31 ), nas quais se impoe
= ¢; (hipdtese de Galerkin), logra-se chegar ao seguinte sistema de equacoes

algébricas lineares:
Mz =m, (33)

sendo:

x= T2 ; (34)

=

(35)

Também:

m = msy (36)



Jla¢ipdQ + fr¢: Qn dl )

=

(37)

(o= = A o (e
—

J

r 0 0 0 E; Fy5 -G
—B,'_,' A{_,' 0 0 0 0
- —C,'J' 0 Aij 0 0 0 aQ
M =lr ip D [B] vD[C;] A; 0 o | (38)
0 D [Bj] Bi@,] s b Az w0
0 -2 [cy] -2 (B 0 0 4y |
sendo:

A= //ﬂ ¢; ¢; dQ)
B ]j; & %‘f )
Ci = [[ 8‘?‘53
T

F;J :// af; aij dQ

Gy = [f (2 28 , 2 0%

63: 33; ay 3x)dﬂ'

Como se pode ver, a matriz M é assimétrica, pois:

M;; # M3, . (39)



6 Equacoes de vinculo

As condigoes de contorno que dizem respeito ao engastamento (w = 0 e
a = 3 = 0) sdo introduzidas na formulagdo de modo direto, simplesmente
eliminando-se as linhas e colunas do sistema matricial (33) associadas aos
parametros nodais em questdo. O mesmo pode-se dizer com relacao a primeira
das condigoes ligadas ao apoio livre (w = 0).

Por outro lado, a primeira das condigoes relativas aos casos de borda livre e
engastamento mével (Q, = Q,) ja foi introduzida, indiretamente, por meio
da integracao por partes da expressao integral (24), como se pode concluir
da observagao da forma fraca resultante (25).

Assim, restam. apds o que foi visto acima, trés tipos de contorno (apoio
simples, borda livre e engastamento movel), cada qual com duas condiges
a serem impostas. Tais condigoes se reduzem a certas relagoes entre os
parametros dos pontos nodais alojadas ao longo da fronteira. e s6 podem
ser introduzidas pela consideracao das chamadas equagées de vinculo ou de
restricao (“constraint equations”).

¥ 8 ’ ’ . . 5 £y
Seja n o numero total de nds da placa discretizada, situados no domuuio e
no contorno. Dentre esses n pontos nodais, seja m o numero deles que caem
sobre a fronteira (com excegao do engastamento).

As equacoes de vinculo, no formato matricial, sao dadas por:

Cx=c, (40)
com a seguinte partigao:
Cll o svs C!n Ty (&3]
. . . = E . (41]
le + e Cmn Ly Cm

Considere-se que P; seja o i-ésimo ponto nodal, dentre os m pertencentes a
fronteira. Nessas condigoes (C' = cos§; e S = sené;):

e Se P; é ponto nodal de apoio simples, entdo, em conseqiiéncia de (14)
e (15), ter-se-do:

0 0 Cc? §* -208

Ci=| ¢ e o 0 0



Cia—0 para k # j

C; :{ (ﬂ{]n)j } :

e Se P; pertence a uma borda livre, virdo, de acordo com (14) e (19):

G [ B0 0 G751, “ope
W= 00 0l es oy cr— g

Ci=o0 para k # j
_ ] (M,);
& ‘{ (M) } '

* Finalmente, se P; pertencer a um engastamento mével, decorrem.
em virtude das expressoes (22) e (23):

c.-[8 € s 0 o 0
Y000 o5 68 CF -5

Ci=0 para k # j
10
G=941"

7 Condensacgao

Cada equagao de restricao presente em (40) possibilita a eliminacao de uma
incognita. Como ha 2m equacdes de restricio, 2m parametros nodais serao
eliminados.

Suponha-se que seja feita uma particio em (40), de modo a se colocarem
em primeiro lugar os parametros que serdo retidos como incognitas, e por
ultimo aqueles que serao eliminados, resultando:

[e. Ce]{""}:c. (42)
T,
Uma particao semelhante pode ser feita no sistema original de equagoes (33):
Mrr Mre x, — m,
[ MCT MEC J { mS } - { me } ’ (43)



De (42) vem (note-se que C, é quadrada):

z, = —C*'Cim, - Cle. (44)
A expressao (44) e a identidade #, = @, podem ser escritas numa tnica
formula:

_Jome | I il o
T=Y e (T = cia (2 X e [ °
ou seja:
z=Te. +1, (45)
com:
I
m=| .|

e:

Se for introduzida no sistema (43) uma solugao aproximada @, obtém-se o
rescduo:

R=Mz-m. (46)

A expressao (45) pode ser considerada uma solugao aproximada, solugao esta
que leva em conta as restrigdes a serem impostas.

Sendo assim. o problema pode ser resolvido por meio do método dos residuos
yOD p p
ponderados. Ha duas alternativas:

7.1 Galerkin

Aqui o residuo deve ser ortogonalizado utilizando-se como fatores de pon-
deracdo os mesmos que comparecem na composicao da solugao aproximada,
ou seja, deve-se ter:

T R=o0. (47)
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Injetando-se a solugao aproximada (45) na expressao (46), e o resultado desta
operacao na férmula (47), obtém-se:

(T*MT)z, = T*m — T*Mt . (48)

O siste:na(-lS)!uma vez resolvido, fornece z,. Tendo z,, recupera-se =,
por meio de (44). Note-se que a matriz dos coeficientes do sistema (48) é
assimeétrica.

7.2 Minimos Quadrados

Trata-se agora de minimizar a soma dos quadrados dos residuos:

S=R'R. (49)

A diferenciacdo da expressio acima produz:

dS =dR"R+ R'dR = 2dR’R . (50)

Em virtude de (45) e (46) tem-se:

R=MTz. + Mt —m . (51)
Portanto:
R =zT"M*+t*M"™ —m~ .
Assim:
dR" = dz;T"M* . (52)
Levando-se as expressoes (51) e (52) em (50), vem:
dS = 2de;[(T"M*MT)z,+T"M*M t — T*M*m} (53)

Para que se tenha dSS = 0, quaisquer que sejam dz,, é preciso que a expressao
entre colchetes no lado direito de (53) se anule. Em outras palavras:

(T*M*MT)x_=T"M*m — T*M*Mt . (54)

Do sistema de equagoes (54) obtém-se z,. Em seguida, com (44) recupera-se
x.. Note-se que agora a matriz dos coeficientes é simétrica.

11



Para encerrar este item, uma observagio deve ser feita. Da comparagao de
(48) com (54), conclui-se que o método dos minimos quadrados pode ser con-
siderado como o método de Galerkin, usando-se como fatores de ponderagao
nao a matriz T'. mas sim a matriz dos coeficientes M aplicada a T, ou seja,
MT em vez de T. Esse fato esta em perfeita concordancia com CRANDALL
[1], paginas 231 e 232.

8 Exemplo de Aplicacao

Seja uma placa com o formato de um tridngulo equilatero de lado [ = i\}%
sendo @ = 120cm a altura do tridngulo. A espessura da placa ¢ h = 2cm,
e o contorno ¢ do tipo simplesmente apoiado. O carregamento consiste
numa carga uniformemente distribuida de valor p = 2,5 .107° ¢f/em?®. Os
parametros reolégicos do material da estrutura sao £ = 2100 tf/cm?® e

=108

o .\\ .

Figura 1: Placa triangular simplesmente apoiada com carregamento trans-
versal distribuido.

Como hé trés eixos de simetria, considerar-se-4 apenas uma parte da placa,
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mostrada em hachurado na figura 1. A discretizagao sera feita com quatro
elementos finitos, conforme a figura 2.

— apoio simples

— engastamento movel

Figura 2: (a)Um sexto da placa. (b)Malha de elementos finitos triangulares.

Comparam-se os resultados encontrados com a solucao analitica de TIMO-

SHENKO [2].

Obteve-se, com a formulagao mista, o deslocamento no centro da placa de
valor w = 0,391 em, enquanto que a solugao analitica preve um deslocamento
w = 0,347 em. O erro é, portanto, de:

0,391 — 0,347
ey ——‘]_ = o o J
erro 0347 00 =12,68 %

Quanto aos momentos, com a formulacao mista aqui desenvolvida, chegou-se,
no centro da placa, aos valores M, = M, = 0,748 tf.cm, enquanto que, pela
solucao analitica, os valores corretos sio dados por M, = M, = 0,867 tf.cm.
Assim, o erro cometido foi de:

0,748 — 0, 867
= =i 2 100=—-13.72 %
erro 0,867 00 0

Como se pode ver, os erros nao sao grandes, tendo em vista que a malha ado-
tada é relativamente grosseira. E de se esperar que os resultados melhorem
substancialmente com o uso de um niimero maior de elementos finitos.
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PIMENTA
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PIMENTA
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Material” - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ

A Matriz de Rigidez Tangente do Elemento de Pértico Espacial” - PAULO DE MATTOS PIMENTA
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"0 Método dos Prismas Equivalentes Aplicado ao Célculo das Variagdes de Tensao, ao Longo do Tempo, nas
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""Solos Tropicais - Proposta de Classificacdo Baseada nas Caracteristicas de Compactacdo’ - VERA MARY
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MATTOS PIMENTA
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ALBERTO SOARES
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""Relatério de Subrotinas Matematicas ()" - PAULO DE MATTOS PIMENTA, PRISCILA GOLDENBERG
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CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ
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A Origem das Funcées de Bessel com algumas AplicagGes em Problemas Estruturais” - AUGUSTO CARLOS DE
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"Célculo de Estruturas Sujeitas a Terremotos’’ - HENRIQUE DE BRITTO COSTA, SELMA H. SHIMURA

"“Analise Néo-Linear de Pérticos Espaciais - Parte |: Teoria e Método dos Elementos Finitos” - PAULO M.
PIMENTA, TAKASHI YOJO

“Flambagem de Edificios Altos” - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ

""Programas de Microcomputador para Anélise Dinamica de Estruturas nos Dominios do Tempo e da Frequéncia' -
REYOLANDO M.L.R. DA F. BRASIL

“Variagao nas Pecas Protendidas’” - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ

“Anélise das Placas Sujeitas a Grandes Rotacdes Mediante o Uso do Método dos Elementos Finitos” - LUIZ
ANTONIO CORTESE DIOGO

“Consideracao Tdpica sobre o Cédigo Modelo 1990 do CEB-FIP" - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ
“"Materiais Compatliveis com as Barras Cujas Secgoes Normais Permanecem Planas’ - NELSON ACHCAR

“Dinamica das Placas: Elementos Finitos via Residuos Ponderados’’ - HENRIQUE DE BRITTO COSTA, FLAVIO
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FERRAZ

“Sobre a Estabilidade Elastica de Arcos Abatidos” - REYOLANDO M.L.R. FONSECA BRASIL, VICTOR M. DE
SOUZA LIMA

"“Consideracdes Tedricas sobre o Adensamento Secundaria’’ - HELOISA HELENA SILVA GONCALVES
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FERRAZ

““Consideracdo da N&o-Linearidade Fisica e da Nao-Linearidade Geométrica na Anélise das Placas pelo Método dos
Elementos Finitos - Parte 11" - LUIZ ANTONIO CORTESE DIOGO
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do Atrito Lateral’” - FAICAL MASSAD

“Um Programa para Andlise Limite de Pérticos Planos em Regime Elasto-Plastico’”” - REYOLANDO M.L.R. DA
FONSECA BRASIL

"Equagéo Constitutiva das Barras Hiperelasticas Transversalmente Isotrépicas” - NELSON ACHCAR
“Anélise Nao-Linear de Pérticos Espaciais de Madeira” - PAULO DE MATTOS PIMENTA, TAKASHI YOJO

“Perda de Estabilidade & Trac&o” - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ
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9215 - "Placas Delgadas’ - ALFONSO PAPPALARDO JUNIOR, HENRIQUE DE BRITTO COSTA

9216 - "“Excitagdo Paramétrica em Sistemas com um Grau de Liberdade” - MARIO EDUARDO SENATORE SOARES,
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9303 - "“Direct Along-Wind Dynamic Analysis of Tall Structures” - MARIO FRANCO

9304 - Comportamento Pés-Critico de Barra Delgada Protendida - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ

9305 - Os Polinémios Trigonométricos na Solucao de Problemas de Vibragdo Mecanica - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO
FERRAZ :

9306 - Linhas de Influéncia Dinamicas para Deslocamentos, Momentos Fletores e Forgas Cortantes nas Vigas Simples -
JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ

9307 - O Modelo Clam-Clay Revisto - JOSE JORGE NADER

9308 - Patologia da Concepcao Estrutural: Danos por Efeitos de Segunda Ordem em Edificios Altos, um Exemplo -
PERICLES BRASILIENSE FUSCO

9309 - Vibracdo de Sistemas Nao Lineares: Método de Aproximacdes Sucessivas - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO
FERRAZ

9310 - Normalizagéo dos Simbolos Graficos para Projetos de Estruturas de Madeira - PERICLES BRASILIENSE FUSCO
9311 - Ensaios de Adensamento - HELOISA HELENA SILVA GONCALVES
9312 - Comentarios sobre a Normalizagao das Acdes e Seguranca nas Estruturas - PERICLES BRASILIENSE FUSCO
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- HENRIQUE DE BRITTO COSTA, SELMA HISSAE SHIMURA
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LUIZ ANTONIO CORTESE DIOGO

9316 - Efeito dos Sismos nas Estruturas Aporticadas - JOSE CARLOS DE FIGUEIREDO FERRAZ
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9319 - Resisténcia dos Materiais Anisotrépicos - PERICLES BRASILIENSE FUSCO
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NETO
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9406 - Uma Analise dos Parametros de Ensaios Utilizados para Calculo de Recalques por Adensamento - HELOISA
HELENA SILVA GONCALVES

9407 - Programagao Matematica Aplicada a Analise Limite de Estruturas | - PAULO DE MATTOS PIMENTA, PRISCILA
GOLDENBERG, ERNESTO COUTINHO COLLA

9408 - Programacao Matematica Aplicada & Andlise Limite de Estruturas |l - PA ULO DE MATTOS PIMENTA, PRISCILA
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9409 - Formulagdo de um Elemento Finito de Cabo Incorporando o Efeito do Atrito - RUY M. PAULETTI, PAULO M.
PIMENTA

2410 - A Descricdo do Dominio para o Projeto por Elementos Finitos - JOSE ANTONIO LEROSA SIQUEIRA. JOAO CYRO
ANDRE
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