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A presente apostila foi redigida com a finalidade de auxiliar 

em classe o desenvolvimento do curso de Cálculo NÜmérico na parte de pr.2, 

gramação. ~ de se ressaltar que a mesma não dispensa as explicações a 

serem dadas pelos professôresº Devemos observar ainda que os diagramas 

apresentados nem sempre representam a solução mais elegante, tendo em 

vista a finalidade didática a que se destinam. 

Recordamos que os diagramas de blocos, também referidos como 

cartas de fluxo, não passam de um algoritmo, um verdadeiro código de ººl!! 
putador escrito numa linguagem universal, independente da linguagem pa_r 

ticular de qualquer computador. 

Os diagramas de blocos podem se apresentar de uma forma resu­ 

mida ou detalhadae Apenas neste Último caso, entretanto, se prestam c.2, 

mo auxiliar direto na codificação de um programa. 

A maior parte dos diagramas foram apresentados nesta forma e, 

além disso, com vistas à programação em FORTRAN-1, que é a linguagem sim 

bÓlica válida para o caso particular do IBM-1620. Desejamos com esta 

observação sublinhar que as expressões dos diversos blocos de cada dia­ 

grama foram redigidos de acÔrdo com os códigos da programação em FOR'm.AN, 

respeitando inclusive a distinção existente entre variável de ponto fi­ 
xo e de ponto flutuante. 

TÔda crítica tendente a melhorar o aspecto didático desta pu­ 

blicação será bem recebida peloo au to re a que,antecipadamente, agradece. 

Desejamos também agradecer à colaboração que nos foi prestada 

pelos colegas Alvaro Fuga Paz e Arthur Schultz Azevedo. 



!!~!~!~• Na confecçio dos diagramus de blocos utilizar as setas que i~ 

dicam a dlreção do fluxo do processamento conforme se encon-­ 
tra ilust~ado abaixo. 

[rnício J é representado por um quadrado O 
As instruções.!&!! e IMPRIMA, de entrada e saída, por um blo- 

, co SEMPRE abaulado nas extremidades, isto e, 

e 
ou 

) 
r Pausa J ... 

sao representados por µm círculo O 
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EXEMPLO CLÁSSICO 

Como proceder para levantar de manhã e ir ao trabalho. 

DESLIGAR DESPERTADO 

K = l SIM 

BOCEJAR 

SACUDIR A ESPOS\. EIJAR A ESPOSA 

ACENDER 
......... 1--< 

A LAMP. 

BEIJAR A ESPOSA 

IR AO CARRO 

-.....n1uscAR AS CHAVES 

TOMAR CAFt 

SERVIR O 
CAFI!1 .,_.._ 

DIRIGIR..,SE AO 
TRABALHO- 
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EXERCÍCIO l 

Somar duas quantidades A e B e subtrair o resultado de ou - 
tra e. 

- - Os diagramas l e 2 serao adotados para uso em programaçao em 

linguagem de máquina. Está prevista para cada operação aritmética. a ser 

executada uma instrução correspondente. A letra S representa o lugar 

da memória onde ficará armaz~nada a resposta do problema. LEIA é uma 

instrução de ENTRADA, isto é, as quantidades A, B, C perfuradas, por e~ 
xemplo, num cartão, serão introduzidas na memória do computador. A ins­ 

trução de SA:!DA, ESCREVA, permite que a quantidade S armazenada na mem.§. 

ria seja fornecida ao operador, através, por exemplo, da máquina de es­ 

crever. 

No segundo diagrama de blocos a solução do problema esti re-­ 

presentada pela letra C que foi sucessi.vamente alterada de acÔrdo com o 

problema proposto, de modo a corresponder à solução. Devemos desde já 
nos habituar com a representação do tipo C = C - A que não é válida 

no sentido algébrico. Significa simplesmente que a quantidade represe~ .. 
tada pela letra C a esquerda da igualdade passa a valer a quantidade 

representada por C-A à direita dessa igualdade. 

O terceiro diagrama de blocos é para uso em linguagem simbÓl.!, 

ca. Observamos que várias operações aritméticas podem ser cqmandadaa 

por uma Única instrução (s = C - A - B). O diagrama para uso em lin-­ 

guagem simbólica deve ser elaborado de tal modo que de sua interpreta-­ 

ção (feita por mera tradução de cada operação indicada pela correspon-­ 

dente instrução codificada) resulte imediatamente a programação simbÓl.!, 

ca. 

LEIA A, B, C 

s C = C-A 

s = 

LEIA A, B, C 
LEIA A, B, C 

S = C-A-B 

C = C-B 

ESCREVA S 

ESCREVA S 

1 2 3 
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Pro&rama em básico (Diagrama 1) 

Mapa da Memória 

A B C S 
xxxxxxxxxxxxxxoooooo 
o o o o o 
2 2 2 2 2 
o o o o o 
O O O l 1 
o 3 7 3 9 

10000 36 02000 00100 Leia A, B, e, s pela maq. escrever 
10012 26 02019 02012 s - e 
10024 22 02019 02002 s = s - A 
10036 22 02019 02006 s = s .. B 
10048 15 02020 0000/ Coloca marca de registro na posição 02020 
10060 38 02013 00100 Escreva S pela maq. escrever 
10072 48 Pare 

Qbservaçãoi " , Quando a saída é feita pela máquina de escrever e necessa- 

ria a presença da marca de registro lo Em função da ins•• 
trução 38 02013 00100 a máquina de escrever regiatra a informação ar­ 

mazenada na memória, a partir da posição 02013, processando da esquer­ 

da para a direita, prosseguindo até encontrar uma ma.roa de regietro I · 
fFggrama em FORTRAN (Diagrama 3) 

READ 10, A, B, e 
s ,.. e - A - B 
PRINT 20, s 

10 FORMAT ( ) 
20 FORMAT ( ) 

STOP 

END 

,Observação a - Em alguns tipos de programaçao 
acima, encontra-se relacionada 

DA e SA1DA, a de FORMATO. Quando dizemos 

dor disp5e-se a introduzir nas regi5es da mem6ria, indicadas simb;lica­ 

mente por A, B e e, as informações numéricas a serem fornecidas, guar-­ 

dando-as segundo a modalidade (ponto fixo ou ponto flutuante) que seª!! 

contra especificada pela instrução FORMAT ( ). Dentro do do parênte­ 
ses colocamos o tipo de formado escolhidos I, F d' E ; a letra w 

w w. w.d 
indj_ca sempre o número de casas ou colunas a serem ocupadas pela quant.!, 

dade a ser armazenada. Nos formatos de ponto flutuante, E e F d' a 
w.d w. letra d i.ndica o número de casas dt:.!cirnaie depois da vírgula, 

simbólica, oomo no exemplo 

com as instruções de ENTRA­ 

READ 10, A, B, e, o computa- 
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EXERCÍCIO 2 

Programar a tradução para o portugu~s das palavras inglesas 

READ (LEIA) 9 PUNCH (J?URE), PRINT ( IMPRIMA) e BRANCH (DESVIE)º 

Rotina 

Inicialmente introduzimos na mem6ria as palavras inglesas que 

devem ser traduzidas. O diagrama de blocos prevê o seguinte comporta­ 

mento ao ser lida uma palavra inglesa qua l que r « imprimirá a tradução em 

português se fÔr uma das _palavras que consta do "dicionário" ou impr.:h_ 

mirá NÃO SEL 

I (ESCREVA "NÃO SEI " ~)---------CD 
LEIA BRANCH1 

PHIN'r, READ, PUNCH 
-----r---~-~ 

11,;rA PALAVRA 

V=Primeira letra 

= 
•'SCREVA"DESVIE" 

= 
ESCREVA "LEIA" 

V 2ªle ESCREVA "FURE" 

EXERCf.CIO 3 
p 

Dados os numeras inteiros A e B, calcular a soma dos consecuti 

vos de A a Bº 
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IN!­ 
CIO 

RECEBA A~ B RECEBA A, B 

A "' A+ LO S = S + A 

A = A + LO 

ESCREVA S ESCREVA S 

EXE1!9!CIO 4 
Dados os inteiros A e B, calcular o produto dos consecuti• 

vos de A a BP 

INÍ­ 
CIO 

RECEBA A, B 

A = A + 1.0 

= P* A 

INÍCIO 

RECEBA A, B 

A = A+ LO 

gscHEVA p 

ESCHEYA P 



~XERC!CIO 5 
- Resolver a equa.ça.o do segundo grau 2 AX + BX + C = O 

2 DELTA a B - 4.AC ; 

X= ... B/2•A; Xl"' X+ D; 12 "" X - D 

RECEBA A, B, C 

ELTA=B**2-4.0*A*C 

X"' - 0.5 * B/A 

< > 

DELTA• ABS (DELTA) Xl =- X 
D=0.5*SQRT(DELTA) / A 

ll"' X X2-= X 
Xl •X+ D 

X2=0.5*SQRT(DELTA)/A 
ESCREVA RAIZES DUPLAS 

ESCREVA: RAIZES IMAGIN!RIAS 
PARTE REAL E PARTE IMAGIN!RIA 

X2,.. X - D 

SCREVA RAIZES REAIS 

ESCREVA Xl, X2 

ESCREVA: CÁLCULO 
TERMINADO 

VÁ PARA O IN!CIO 

EXERC1CIO 6 

Calcular sen x com aproximação dada (!RRO). 

Rotina 

A rotina será baseada no desenvolvimento de sen x em série 
de McLaurin, qual sejas 
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sen x (-l)n x2n+l / (2n+l)! 

n==O 

Como essa série convergente é alternada, o êrro que se comete, 
.. quando se toma como valor aproximado da série uma reduzida qualquer, e 

menor que o valor absoluto do primeiro têrrno diferente de zero despre­ 

zado. Portanto, para se calcular sen x, com uma certa aproximação,b~ 

ta somarmos os têrmos do desenvolvimento de McLaurin, até aquele cujo 

valor absoluto seja menor ou igual à aproximação pedida, a qual indic.§:_ 
mos por ERRO. 

Notemos que qualquer têrmo da série é obtido do têrmo prece-­ 
dente pela relação: 

X2N+l 

(2N+l)! 

X2N-l 

(2N-l)! • 
x2 

(2N)(2N+l) X - X X2/2N(2N+l) 

Definindo X2=-XX 

dispensamos o usp 

da variável auxi­ 

liar K; a verifi- 
~ 

caçao da aproxim.§:_ 
~ - çao e feita por 

(ABS(X) = lxl) 
Fazer como exercício 

I 

RECEBA X, ERRO 

K o 

X2 X • X 

Denominador 
AN AN(AN+l) de X 
2 2.3 31 
4 4.5 5! 
6 6.7 7! 
8 8,9 9! 

SENO X 

AN o 

AN = AN + 2 • O 

X=X*X2/(AN*(AN+l.O) ) 

ESCREVA SENO p 

= 
SENO SENO - X 

SENO SENO + X 
K 1 



EXEHC!CIO j 
Sabendo-se que A, :B e C são os lados de um triângulo, veri.fi 

car se dentro de uma certa aproximação (tRRO) êle é retângulo. 

Rotina . -- 
Se IHIP - CATI <'ERRO, o triângulo é retângulo, sendo HIP o 

valor da hipotenusa ao quadrado e CAT a soma dos quadrados dos cate-­ 

tos. 

RECEBA A,B,C, ERRO 

A2 = A*A 

B2 ao B*E 

C2 = C-M·C 

S = A2 + B2 + C2 

> 

HIP"" A2 HIP = C2 HIP = :B2 

CAT = S - HIP 

ESCREVA, O TRI­ 
ÂNGULO .t RETÂN­ 
GULO DENTRO DA 
APROXIMAÇÃO 

-~ ~ ~ > 
~BS (HIP ··~CA.T): ERRO 

'---------.._______ 

-----.... .._______ 

ESCREVA: O TRI­ 
ÂNGULO NÃO t RE 
TÂNGULO DENTRO­ 
DA APROXIMAÇÃO 
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Exercícios propostos 

1, Tabelar arctg x dentro de uma certa aproximaçao (ftRRO) com x 
t 

·· XMAX H dado Adotar como rotina 
riando de XMIN a e com passo • 

o desenvolvimento 

arctg x 

2. Sendo s 1 1.3 + 1.3.5 1.3.5.7 1 
+ w + 2.4.5 2.4.6.7 + 2.4,6.s.9 

imprimir I, T (I), S (I) para cada valor de I 
1 , 2, ... , 20 

3. Calcular N! 

x7 
-+ 7 

I T(I) S ( I) 
1 1 1 

2 1 1 + 1 - - 2 ~ 2 ._j 
3 1. 2 1 1. .2 2.4.5 1 + 2.3 + 2.4.5 . . . 
20 

+ ~ •• 

va- 

(convergente para -1 1' x E;l) 

EXERCÍCIO 8 

Dado N inteiro positivo, calcular Y1f' por subtrações de Ím 
pares consecutivos. 

Rotina 

A rotina de cálculo est~ baseada na propriedade: 

O diagrama de blocos abaixo prevê a extração da raíz de N de 
modo exato se N f Ô r quadrado perfeito. Caso c on trári o calcula '{ii' 
com aproximação por falta. (Por exemplo, 1[i'o ~ 3 ). 

N M
2 

= 1 + 3 + 5 + ••• + (2M - 1) 

(V. página seguinte) 
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IN 

LEIA N 

N = N-J 

I = I - 1 
= 

ESCREVA, I 

EXERC!CIO 9 
Calcular raiz de N pelo método de Newton. 

Rotina 

y XY:N 

X 
x3 x2 x1 

N está dada pela abscissa ou ordenada do ponto de 
X ::: y com a parábola XY "" N. 

uma aproximação arbitrária da absoissa do ponto 1e 

A raiz de 

intersecção da reta 
Seja Xl 

intersecção. Traçando.se por Xl uma paralela ao eixo OY determina- 
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mos O ponto pertencente à paribola, cuja ordenada Yl satisfaz a rela- 
ça.o Yl = N/Xl. :Dêsse ponto baixamos uma perpendicular à reta, inter- 
c~pta:n,d.QHal, n:oi ~oin\QI . ., A . ., Ve:d.fica.-.se fà,cilm.ente que: a abs1rü2isa, I.'2 ele 

A é média aritmética entre Xl e Yl. A abscissa X2 resulta uma me 

lhor ap:roxim.ag:ão à. raiz de N d.o que XL, })is.pensando a X.'2 a mesmo 
tratamento, determinamos X3. A seq_uência { Xn} assim construída é co~ 
vergante para i'N' É possível determinar-se i[F com uma aproximação 

pré.-fixad.a a. qual indicaremos no diagrama de blocos por tRRO. É e laro 

q_u.e no ea ao de -program.ação simbólica a aproximação está sujei ta às limi 
taçÕes do -próprio compilador. 

I 

LEIA EN, ERRO 

RZN == EN 

RZN "" (RZN + y 2.0 
Y -- EN RZ.N 

FURE EN, RZN 

m < 

CC 

~~ 

Sabendo-se qu - ,,,te 
no iri e a funçao tr cresce,, 1 

;erva.lo XI1..____i XM con inua F( x) é monótona 
0 Valor a , determinar - (tRRO)' 

.e X tal que P(X) '" K,K ' com uma aproximaçao dada 
Rotina --~ 
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y 

o XI X XM X 

Devemos determinar X tal que IF(X) - KKI ~ ftRRO 

Seri fornecido ao computador um valor X pertencente ao in~r 

valo xr......__.XM, bem como o valor do passo H. Calculando-se o valor 

de F(X), se jF(X) - KKI ~ ERRO, tentaremos com outro valor de X:X:+H 

ou X - H. Se os valores de X segundo o passo H nao permitirem sol~ 

c í.onar- o problema, repetiremos o processo com passo H/2 e assim por d..ia_g 

te. 

I 

LEIA X ERRO, H,KK 
,---H H/2 

CALCULE FX 

Dl = FX - KK 

ESCREVA X, FX 

X= X+H 

K = 1 

I 

EXERctcro 11 
, 

Calcular a soma de 100 numeras. 



Mapa. da. memória 

O programa que faremos permitirá o cálculo da soma de qua l a-c­ 
quer 100 númeroat desde que seja respeitado o dimensionamento adotado. 

Vamos supor que cada número a ser somado não utilize em sua representa­ 

ção mais do que 3 dígitos decimais. Damos em seguida a área da memória 
onde os dados serão armazenados. 

o o o o l l 2 2 1 2 4 5 o o o 2 9 o o o o 9 9 o 
O 2 5 9 6 o xxxxxx o •• X X X X X X X X 
Al .A.2 ... AlOO 5 

. ~.t~.s;rama de Blocos 

LEIA Al, A2, ~ .. ' AlOO 

A= endereço de Al 

N = N + 3 

Substitua A pelo en ... 
derêço seguinte 

c:~:RI,_M~A_s _ 

Sendo N o enderêço do um 

estaremos considerando o ender;ço do 

por hipótese, e ada r1Úmero armazl~nado 

certo dado, ao fazermos N • N + ~ 
dado imediatamente seguinte, poia, 

ocupa sempre} posiç~es da mem6ria. 
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O maior número sob nosso dimensionamento é representado por 999 e o ze­ 

ro por ÕOO. 
Programa básico 

10000 36 02000 00500 Leia os dados por cartão 

10012 16 15000 õoooo s "' o 
10024 21 15000 02002 s "' s + A 

10036 11 10035 OOOÕ3 N"" N + 3 
10048 14 10035 02299 Compara N com enderêço de AlOO: 02299 

10060 47 10024 01100 Se N ¾02299 desvie para a posição 10024 

10072 38 14996 00400 Perfura S 

10084 48 

Ql>servaçÕes 

l - Quando dizemos, por exemplo, instrução colocada na posição 10012 do 

programa, desejamos dizer que a instrução se encontra armazenada na 

área que vai de 10012 a 10023. 

2 - Um dos princípios de programaçio bisica, que nio trabalhamos dire­ 

tamente com os dados, porém, com os end.erêços dêsses dados. Entre­ 

tantoj as chamadas instruções imediatas (colocadas nas posições 

10012, 10036 e 10048 de nosso programa) nos proporciona a possibil1 

dade de trabalhar diretamente com os dados, desde que, 1º) ocupe o 

lugar reservado à parte Q da instrução; 20) seja escrito com no má­ 

ximo 5 dígitos. 

3 - Os números colocados na memória. podem representar enderêço, instru­ 

ção ou dado, dependendo unicamente da maneira como se encontram re­ 

lacionados no programa. É nesta ordem de idéia que no programa. ac.!, 

ma o enderêço 02002 da instrução colocada na posição 10024 funciona 

como dado da instrução colocada em 10036. Nesta instrução,para nos 

referirmos ao dado 02002 necessitamos citar seu enderêço que, Õbvi~ 

mente, é 10035. Portanto, o enderêço 02002 da instrução 10024 é d!, 

do da instrução 10036. Por êste motivo colocamos em 02002 a marca 

de campo (02002)9 a qual não interfere com a interpretação da ins-­ 

trução 10024 por parte do computador. 

4 - Graças a êste recurso conseguimos traduzir as duas etapas assinala­ 

das no diagrama de blocos por a) "N == N + 3" e b) "Substitua A 

pelo enderêço seguinte", pela Única instrução imediata 11, colocada 

na posição 10036 do programa. 

Programa em Fortran-1 

Na programação simbólica introduzimos o conceito de variável 

indixada. Para cada valor do Índice o computador considera o valor da 

variável que lhe corresponde. Por exemplo, representamos cada um dos 

100 números a serem somados por A (I), I = 1, 2, ••• , 100. Para cada 
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valor de I, referímo-nos ao valor correspondente da variável indixada 
A ( I). 

Diagrama de blocos Programa em Fortran-1 

3 

s = s. ÃcrO. 

[i ·,L· 1 
,// -..__,'-..,.._ ~ < I: 100 >·-......, 

60 

DIMENSION A(lOO) 
I = 1 

30 READ 10, A(I) 

I • I + l 

IF (I-100) 30,30,40 
40 S = o. 

I =- 1 

50 S.., S + A(I) 

I = I + 1 

IF (I-100) 50,50,60 
60 PUNCH 70, S 

10 ]'ORMAT (F4.o) 
70 FORMAT (El4.7) 

STOP 

END 

IMPRIMA S 

bloc'21! 
Program~ em Fortran-1 

DIMENSION A(lOO) 
DO 30 I ~ l, 100 

30 READ 10, A( I) 30 
s = o .. A( I) 
DO 90 I - 1, 100 

ºº 90 s .. s + A(I) 
PRINT 70, S 

I = 1,100 10 FORMAT (F4,0) 
90 70 FORMAT (El4,7) s :X s + A(I) STOP 

END 
~nnM:~ s 

€~;~ 
..__. 



-17- 

s 

I = 1, 100 

LEIA A 

90 

s"" o. 
DO 90 I = 1, 100 

REAL 10, A 

90 s = s + A 
PRIN'.r 70, S 

10 FORMAT (1!'.4o0) 
70 FORMAT (El4o7) 

STOP 
END 

S "" S + A 

IMPRIMAS 

Observações 

1- A instrução de especificação DIMENSION encontra,-ae relacionada com o 

uso da variável indixada. Em DIMENSION A(lOO) informamos que o nú-­ 
mero máximo de valores indixados da variável A (I) é 100. O compu­ 

tador, por efeito dessa instrução, reserva na. área da memória a.e po­ 

sições necessárias para poder colocar os valores numéricos de cada 

A (I), I = 19 2, ••• , 100. Esta instrução deve ser dada sempre an-­ 

tes que a variável indixada seja utilizada no programa. 

2- Os diagramas de blocos foram formulados para uso em fortran. A Últi 

ma representação é maia eoonômica e deve ser usada preferentemente. 

Convém observar a equivalência das representações 

Diagrama para emprêgo do comando DO 

Fim da 
malha 

Malha I = 1,100 

Ma.lha 

.- Fim de malha 
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Traduzidos para linguagem simbólica evidencia-se que a segunda utili 
za um número menor de comandos. 

3- Os diagramas da observação 2 ilustram o emprêgo da contagem; em cada 

ciclo urna instrução ( ou grupo de instruções) é repetida para novos v~ 

lares redefinidos das variáveis. A contagem em geral se processa a­ 

té o Último valor da variável conta ciclo o que se encontra ilustra­ 

do com o exemplo dêste exercício. Àe vêzes, entretanto,aparece a n~ 

cessidade de se utilizar como instrução a ser repetida (ou Últimail1§! 

trução de um grupo de instrução que deve ser repetida) a de desirio. 

t claro que êste não poderá ser incondicional, pois neste caso ava­ 

riável conta ciclo não teria nenhuma função. O desvio condicionado 

(comando IF em Fortran) não poderá ser utilizado como instrução do 

fim da malha porque após a execução da mesma o fluxo apresentaráma.is 

do que uma alternativa, as quais fariam realmente o papel de Última 

instruçio a ser executada. O impasse poderi ser resolvido se a par­ 

tir de oa.da uma das alternativas instruirmos para que se continue a. 
execução do comando DO. Exemplificamos com os seguintes esquemas, 

I = 1, M 

CONTIUUE 7·- 

Portanto, se a instrução (ou Última de um grupo de instruções) do fim 

da malha tiver que ser uma instrução de desvio condicionado, a dificul­ 

dade ficari superada pelo empr;go do comando CONTINUE. Vamos mostrar 
0 uso d;sse novo comando com o seguinte problema•. dada , . 

uma serie de 100 números, imprimir a soma daqueles que superam 
O
val , . 

or numerico do pri-- meiro têrmo da série. Supomos que Ei. • i · 
ser e, representada pela variivel 
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indixada A (I), já se encontre armazenada na mem6ria. 

s o. 

I 2, 100 

S S + A(I) 

CON'.I'INUE 

IMPRIMA S 

4- o comando IF permite que se interrompa a contagem dos ciclos do co 
mando DO, se houver necessidade lógica na resolução de um problema.. 
Problemas: dada uma série de 100 números, imprimir a soma Sl daqueles 

que forem maiores do que uma quantidade constante AK e a 

soma S2 daqueles que forem menores do que AK. Se houver 1Lm só elemento 

da série igual a AK imprimir apenas S3 = AK. Como no problema prece-­ 

dente supomos a série representada por A (I), I = 1, 2, ••• , 100, já 
guardada na memória. 

(V. página seguinte) 
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S3 AK 

< = 

S2 S2 + A(I) 
Sl - S1 + A(I) 

CONTINUE 

IMPRIMA S3 

IMPRIMA Sl S2 

EXERCtcro 12 

Dadas as matrizes A e B abaixo, calcular a expressao 

(A (I) - B (I) )2 



-21- 

A ( 1) B ( 1) 
A "" A (2) B • B (2) ~ . . • • • 

A (N) B (N) 

Diagrama de bloooe 

IN 

LEIA N 

I = 1, N, 2 

LEIA A(I), A(I+l), B(I), B(I+l) 

Ia· .... 1, N 

S = S+(A(I) - B(I))**2.0 

IMPRIMA S 

• 

.Q!>servaçãoa Se a leitura fÔr por cartão, recordamos que em cada inter­ 

pretação da instrução de leitura o computador lê as 80 po­ 

sições do cartão. Por uma questão de economia (de tempo e 

material) devemos aproveitar, sempre que possível, tôdas 

as posições disponíveis. No diagrama acima prevemos a lei 

tura de quatro dados por cartão. 
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EXERCtCIO 13 

Calcular 

Diap:ama de Blocos 

LEIA N 

I = 1, N, 3 , 

X(I+2), Y(I), Y(I+l), Y(I+2) 

I = 1, 100 

S = S + X(I) * Y(I) 

Observação, 
o computador IBM-1620 dispõe de quatro chaves de programa 
que são pooioionadao manualmente, Conforme estejam liga-­ 

das ou não, desde que referidas na prograniação, determinam 
0 

desvio do fluxo do Processamento para diferentes pontos 

do programa, !lo diagrama acinia •• a chave l ••tiver liga­ 
da 

O 
computador se prepara J>ara lar novo valor de 11, Se 

desligada, para. 



EXERC!CIO 14 
Caloula.r 

N 
p. TI 

i=l 

Di~Krama de blocos 

LEIA N 

I :a 1, N, 5 

~IA A(I), A(~l), A(I+2), A(I+3), A(I+4) 

I -= 1, N 

P = P * A(I) 

Observação1 O comando PAUSA (PAUSE) faz oom que o computador pare até 

que apertemos a tecla START do controle. Esta parada tem­ 

porária permite que o operador decida se o programa deve ... 
ser repetido para novo valor de N ou nao. Se deseja pa- 

rar definitivamente, antes de dar a partida, desliga acha - 
vede programa, CHAVE 1. 
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EXERCtCIO 15 .. . 

Resolver oom comandos em FORTRAN-1 

15-1) Colocar o (i-1)-éeimo valor de A (I) no lugar do i-éelmo. 

15-2) Transmitir para A (I) o valor de AMIN. 

15-3) Transmitir para AMIN o i-ésimo valor de A (I). 

15.4) Permutar as quantidades colocadas em A (I) e AMIN. 

Solu~ão 

15-1) A (I) • A ( I - 1) 
15-2) A (I) = AMI)J 

15-3) AMIN = A (I) 

15-4) B"' A ( I) 
A (I) = AMIN 
AJ-fIN ,. B 

O que acontece internamente na memória está representado no 
esquema abaixo. 

EXERctcro 16 

Calcular o mínimo de M , 
numeroe dados. 
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Diagramas de blocos 

INÍCIO 

LEIA M 

I 1, M, 5 

LEIA AI A I+l), A(I+2), A(I+3), A(I+4) 

AMIN A(l) 

AMIN = A(I) 

CONTINUE 

IMPRIMA AMIN 

NtcI 

Observação: Notemos que o uso da variável AMIN é d.ispensável. O progr..ê: 

ma permanece vilido eliminarido-se o bloco contendo 

AMIN = A (1) e substituindo-se nos demais blocos AMIN por 

A ( 1). 

EXERCÍCIO 17 
Ordenar M números dados segundo os valores numéricos crescen 

tes. 

Rotina 

Vamos exemplificar a rotina a ser adotada considerando os cin 
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oo primeiros naturais. Seja 3-5-4-1-2 a disposição dada. 

Primeira etaEar comparamos sucessivamente cada número com o seguinte , 

permutando quando o primeiro fôr maior. Após compararmos dêeee modo t,: 
doa oa elementos do conjunto, resulta a seguinte disposição 

3-4-1-2-5 
.§!3gundª-eta;eaa repetimos o processo anterior e obtemos: 

3-1-2-4-5 
~_rpeira etapa: Idem, resultando, finalmente, 

1-2-3-4-5 
~ fácil verificar que se a disposição fÔsse a mais desfavorá­ 

vel, isto é, 5-4-3-2-1, a ordenação procurada exigiria quatro vêzee a 

repetição dae comparações euqessivas. Portanto, se M fÔese o nÚmero 

de elementos do conjunto, o processo deveria repetir-se M-1 vêzes, To­ 

davia, se a diepooição não fÔr a mais desfavorável, um nÚmero possivel­ 

mente bem menor de repetição seri necessário. A fim de se evitar repe­ 

tir desneceesàriamente o processo descrito, introduzimos Ullla variável'\!! 

xi.liar; K. Tôda vez que houver uma permuta definimos K. 1, Na primei 

ra repetição do processo em que não haja permuta definimos K ~o.Em s~ 

guida podemos imprimir os nÚmeroe que estarão ordenados conforme o pro­ 
blema pede. 

Diagrama de blocos 

Observação: Notemos que a solução também pode ser encontrada permutan. 

do-se apenas os Índices em vez de as respectivaa quantida­ 
des. Bastaria fazermos: 

IB"" J 

J == I 

I .. IB 

(Vº página seguinte) 
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IN1CJD 

LEIA M 

I = 1, M, 4 

LEIA A(I), A(I+l), A(I+2), A(I+3) 

NP = M - 1 

I 1, NP 

J = I + 1 

A(J) = A(I) 

A(I) = B 

K = l 

CONTINUE 

I = 1, M, 4 

IMPRIMA A(I), A(I+l), A(I+2), A(I+3) 
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EXERctc10 18 

Tabelar um polinÔmio de grau N para X variando entre 
IXMIN e IXMA.X, com passo H. 

Rotina -- 
Seja o polinÔmio 

P(X), A(l) XN + A(2) XN-l + ••• A(N) X+ A(N+l) 
e consideremos a seguinte fatoração: 

P(X) == 
{l[A(l) X+ A(2)J X+ A (3)) 

X + ••• + A(N>] 
X + A(N+l) Façamos B (1) == A (1) 

B ( 2) == B ( 1) X + A ( 2) 
B (3) == B ( 2) X + A (3) 

Resulta 
B(N+l) -- B(N) X + A(N+l) 

P(X) == B(N+l) 

~rama de blocos 

.Q.lcservação 1, A passagem [x • i] deve-se Unicamente ao fato de em 

FORTRAN-1 não ser permitido o uso misturado de variáveis 

de ponto fixo e de ponto flutuante, para a execuçao das - 
operaçoes indicadas no bloco 

~vação 2, Em vez de N podemos ler diretamente M, eliminando o 

bloco IB • N + IJ Devemos observar ainda não ser p~ sível usar 

IT =: 1, N + II 
no lugar de 

1 

página seguinte) 
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IN!cro 

LEIA N, IXMIN, IXMAX, H 

M = N + 1 

I "' 1, M, 5 

.......,.__, LEIA A(I), A(I+l), A(I+2), A(I+3), A(I+4) 

I • IXMIN, IXMAX, H 

---, B(J) = B(J-1) *X+ A(J) 

IMPRIMA X, B(M) 

INtcro 
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.fil_x~_rcÍcio !2 

Tabelar um polinÔmio de grau N para X variando de 

a XMAX, segundo um passo unitário. Utilizar como rotina de trabalho o 
comportamento de uma tabela de diferenças para polinÔmios. 

XMIN 

Rotina, --- 
X J[.3 x-' /}::lx3 d x-' 
l 1 --- 7 --12 - 6 ' 1 ' XJYIIN 2 8 19 18 6 

' 27 37 24 6 
4 64 61 'º XMAX 5 125 

-·-~---- 
Tabela de Diferenças de f{x1 .. x3 - 

Representemos os elementos de cada linha por D(I), I • 
• 1,2,3,4. Inicialmente eão dados os valores correspondentes à pt,ime_! 
ra linha D(l) • 1, D(2) • 7, D(3) • 12 e D(4) • 6; para obtermos 
o valor do polinÔnio no ponto XIIIII, modificamos os valores de D{I) , 
I = 1, 2, 3 e 4, conforme as relaçÕeea 

D(l) = D(l) + D(2) • 8 
D(2) • D(2) + D( 3) • 19 
D(.3) .. D( 3) + D(4) .. 18 

D(4) "' D(4) .. 6 

Após essa substituição o valor de D(l) 

mio em XMIN. Proaseguindo com o mesmo esquema obteremos, sucseoha-­ 
mente, todoa valores a serem tabeladoi,, Observemos que no caso de um 
polinÔmio de guu N, a diferença de ordem (n+l)ésima, iato é, D(N+l), 
pe!'lll&nece constante, o que aliás é característico de 11/lla tabela de di­ 
feran~as para polinÔmiosº 

é o valor do polinô - 

{v, página seguinte) 

1 

1 
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LEIA N, Y.MIN, XMAX 

1 

LEIA D(J) 

~-----4!~= l,N 

D J) = D(J) + D. J+l 

FURE XMIN1D(l 

XMIN == :XMIN + 1. O 

Exercício 20 

Tabelar um polinÔmio de grau N segundo a rotina do exe r-o í, 

cio predecente, imprimindo quatro resultados por linha (ou cartão) . 

Considerar um passo H / 1. 

Ro tína s 

Será necessário guardar-se os valores tabeladoà,a.e 4 em 4, 
o que faremos com o uso da variável Lndexada F(K). Imprimiremos cada 

grupo de 4 pares (X(K), F(K); K = 1, 2, 3, 4). Entretanto, a Última 1! 
nha (ou cartão)ª. ser impressa poderá conter 1, 2, 3 ou 4 pares deva­ 

lÔres. Para imprimir 1, 2 ou 3 pares de valores na Última linha, Iar~ 

mos uso do comando COMPUTED TOGO. Notemos que cada comando de impre.§!_ 

são ou perfuração de resultados corresponde a uma nova linha (ou car-­ 

tão). 
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piagrama de Blocos 

INÍCIO 

Nl ""' N -t l 

r------~ J ~ 1 N 1 4 

D J-tl .D J+2 

G J • l,N 

D(J) = »(Jl + D(J+l) ] 

F(K) .: D( 1) 

'------,XMIN = XMIN + H 
INÍCIO 

FURE X l F l 

1 

t 



1 
1 
l 

-3,3- 

1 

j 

Da.doe M números, imprimir o número X(I) que 11ais ao ap:ro­ 

xi.ma da respeotive. m•dia. a.ri tmético., sem, entretanto, utilizar o valor 
dessa média. Imprimir também o valor absoluto da soma S(I), abaixo 

def1.n:i.do. 

Vamos baaeo.r a rotina na. seguinte propriedade da média ari t-­ 

m,tice1 "a soma dos resíduos, nula". Isto,, 

Rotifiaa --- 
M 

S' • ~ (t - Xj) • O 
j•l 

senclo, 
M 

X"' ( 2-. Xi)/M 
i•l 

resÍduQ do J-~simo elemento • (1 - Xj), j • l, 2, ••• , M 

Se, no luga.r de X coloca.rmoe x1, definimos M somas S(l), 
x
1 

que mais se aproxima de 

quele que gera o mínimo do conjunto \ 1 S(I) 1 ) • 
I .,, 1, 2, ... ' M; então, o número x . e a 

Expandindo a soma 

M M 

S' • ~ (X - Xj) = M X - L. Xj 
j=l j•l 

~finj_mos S(I) por 

S(I) • MX(I) - ST, 

sendo, 
M 

ST • L X(I) 

I=l 

Diagrama de Bloc.2!_ 

(v. página se~_inte) 
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LEIA M 

ST = ST +XI 

I = 1 JM 

s( I) -- ABS (ST - FM * X I 

J 1 

FMIN :::: S(l) 

I = 2,M 

FMIN == s(r) 

CONTINUE 

FMIN 

Exercício 22 

Resolver com comandos em FORTRAN. 

a) Colocar em IPINT a parte inteira da quantidade escrita em modalida­ 

de de ponto flutuante que se encontra armazenada na regi~o A da 

memória. Por exemplo, se em A está guardada a quantidade 5,12 i 

em IPINT deverá constar .5. 
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IPINT = A 

Chemamo s a, esta. propriedade "Pixação". Podemos também taze1r 

a. "flutuação". Por exemplo, supondo-se que em I esteja} e, em N, 

4, flutuAmos escrevendo 

e em A ficará o número· 12.0. 

h) Determino.:r: se 
inteira par. 

mando 3 •• A 

J.ólução: i .. 

o 111{1.mero e11 ponto flutuante colocado em A tem parte 

Prossiga para o comando 2 se A é impar e para. o co- 

fÔr par. 

IA= A 
IF (IA - IA/2 * 2) 2, ~, 2 

2 .. , . 
. . . 
. . . . . . 

3 - " • 
e) Ce.leula.r e gua·rd.ar em J o resto, em ponto fixo, da divi$à'b IA/IB , 

sendo IA e ID números inteiros. 

Solução, B(l) .. IA/IB 

B(2) "' IA 
B(3) • IB 
J • (B(2)/B(3) - B(l)) * B(3) 

Se 1. 5 e IB s 2, teremos conforme a eolução acima, &~ 

seguintes passagens: 
2.0 .. 5/2 
5.0 • 5 
2.0 a 2 

1 • (5.0/2.0 - 2.0) * 2.0 
d) Deterainar se o número colocado em IA é divisível por um número ~ 

teiro oolocado em IB. Prossiga par& o comando 2 se IA fÔr divisÍ - 
~el por IB. Caso contrário, para o oomando 3. 

Soluç&os IF (IA - IA/lB * IB) }, 2,' 

8
) Resolver o exercício precedente considerando vari~veis na modalida­ 

de de ponto flutuante. 

l~xe:rc!çio 2} 

Imprimir una tabela. doa 
, 

primeiros nurneros primos. 



Roti:na: 
ft ft ~ 

Para determinarmos se um numero e primo ou nao, adotaremos co 

mo rotina, a divisão dêsse número pelos primos anteriores. Observe-se 

que N é limitado, pois o maior primo que se pode pelo diagiama abai~o 

é inferior a 9999. 

INfCIO 

LEIA N 

FUREI (1) 

FURE I ( 2) 

=3 

FUREI 3 

CONTINUE 

FURE L 

INfCIO 

CONTINUE 



l 
l 
f 

1 

1 
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ExercJ.cio 21- ,,.. .. ::t 

Dado W, imprü:d:Y: ~ t,~-~H~l.i. ,tos YltÍme.:r:-os pr·imos de 1 a li. 
.ftotina.: 
Um :m':i.m$ro p:rb10 somente ~; divüi!vel pela um dade e por si me& 

mo. Dado um n-cÚ1H:n:.·o Ímpar Qualquer, teEJtaremoa a divisibilidade pelos~ 

par1~s anteriores, iniciando o processo pc,lo divisor 3. 

CONTINUE 

CY._URE I 

co:wrnmE 
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, 
Dado N, imprimir uma tabela de numeros primos de 

l a N, d.ispondo a tabela. na forma. de 4 co Lunaa par 
linha. Nio devem ser impressos zeros na 6ltima linha, na hip6tese deA 
ta não comportar 4 elementos. Vide exercício 20. Elaborar o d.í.ag rama 

de blocos baseado na seguinte propriedade: "Se N não fÔr divisível 
por nenhum primo entre 2 e "o/N', i?11.elusive, então N 

,. 
e pr í mo ", 

ExercÍ~io 2~ 
Lei tu.ra. dos elementos de uma matriz. 
Rotina: 

Do mesmo modo que tizemoe uso da. variável indixad& A(I) pa­ 
ra nos refe:rirmos a um conjunto de elementos dispostos segundo uma t.Íni 

e a dire1;ào, tarnbém nos utilizamos do conceito de variável bi-indexada, 
que indicamos por A(l,J), para representar bi-dimensionalmente os el~ 
mentos de uma. matriz. 

!-'or exemplo a matriz 

1 2 3 A.(1,1) A(l,2) A(l,3) 
7 2 8 

, 
repreaentada por A(2,l) .l(2,2) A( 2, 3) sera 

4 7 9 A(3,l) A(3,2) A(3,3) 
Quando nos referimos a A(3,2) o comp~tador localiza na me­ 

mória o valor de A(I,J) correspondente.às coordenadas (3,2), conaids_ 
rando, portanto, o valor 7. 

Vejamos coroo introduzi-r na memória os e.'1,ementos de uma matriz 
20 X 30. 

I 

I = l Os elementos da me.triz s~ 

rão guardados linha após 

linha, t poaeível a lei­ 

iura, col~na após coluna, 

baeta.ndo permutar a ordem 

dos Índices I e J. 
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1 

1 

I,.. 1 20 

J :s 1 O 

Esta representação, equiv11 

lente à primeira, é mais 

concisa e presta-se natu-­ 

ralmente à. tradução em. FOR 

TllA'N pela instrução DO. 

EE,.osrama em FQRTRAN para leitura da matriz 20 x ~O 

40 
20 

30 

DIMENSIONA (20,30) 
I ,. 1 

J - 1 
READ 10, A(I,J) 
J = J + l 

IF (J-30) 20,20,30 

I = I + 1 
IF (I-20) 40,40,50 

50 ... 

10 FORMAT (10,0) 

10 

20 

DIMBNSION A(20,30) 

FORJJ'..AT (FlO.O) 

DO 20 I"' 1,20 

DO 20 J = 1,30 

RgAD 10 A(I,J) 

10 

20 

DIMENSION A(20,30) 

rom,1AT (P10.o) 
DO 20 I = l,20 

DO 20 J - 1,20 

READ 10, A(I,J) 

Exercícios propostos: 
1- Imprimir a. soma de duae matrizes An x m e :Bn :r.: m. 

2- Imprimir o produto de duas matrizes An x m e Bn x !li. 

Exercíci2...1.§_ 
Verifioar ae uma matriz é simétrica, dentro de urna aproxima- 

ção dada (ERRO). 
Rotina: 

A(l,1) A(l,2) .1.(1,N)\ 

A(2,1) A(2,2) 
1 

A matriz A(2,N) ) 

A(N,1) A(N,2) A(N,N) / 
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, stm~trica se A(I,J) = A(J,I), para todo I,J. 

Vamos ado tuz o tH~g-ninte nnqu;:ima p.<:u:-r~ v13rifica:ção das ig·~à;U;d_I;~ 

des: E'ixamos a I-ésima l:.i.nht\ e corHd.d~n:,i,:~iog ~.q:,v::ina.s o« tê:rmos que :f1'.i-- 
c am t~ d.:b.ieita. do t;êrmo .A(I,I) 

claro qi::'.'.e repfit:iremoa êf1ae p:i:·oceiso itp~~nas 
I • l, 2, •.. , (N-1). 

' pert<~1w~Jnt01 u d.:5,J.gon.aJ, ~?!r.'i,,ncipal. 

Diagra~a àe blocos 

( i'' ] ) \ ,.1- . V;;,,,e.,, Lst o ep 
,., l.'.i ,.,_' J ' 

9JQJ 
e..----: -------- --·-·-----·------~ 
__ LEIA .. lff}fi{RO _) 

-------.r:-:-··1-"i--"' ~:!: .... _T __ ,_/ 
__ _J ~ 

J .::_1.1 N..t..4,., _____ , i , ·--- 
..._L=E=I=A'--=A_,__I~J'-L..JC.::.:A~(..:=.I.L. J::....:~1,.Af..+.,~-~ 2kt_1 

1 
J ;ru 

[ Nl =·_N:;:i~ 

-G~~l,N~· 
CncI+J.r 

t 
1------.1---------.:<_:f._ = I 1, i> 

., 
ERRO 

...------­ 
,} f:/__-· (IMiRIMJ~irr "MAT~_ NÃO 

---------( CONTINUE ] 

MPRIMA "MATRIZ SIM.~TRICA" 

INfcr_Q] 
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Exercício 27 

l 
'1 

Reduzir um sistema de N equaçoes a N inc6gnitas 

triangular, 

Rotina: 

Seja dada a matriz NXM, M = n + 1 

A(l,1) 

A(2,1) 

A(N,1) 

A(l,2) 

A(2,2) 

A(N,2) A(N,N) 

Inicialmente reduziremos a zero os elementos da primeira co­ 

luna, exceto o primeiro, simplesmente pela substituiçã~ dos elementos 

de cada linha por: 
. A(I,J) = 'A(I,J - D2 * A(K,J), D2 

A( l ,M) 
A( 2 ,M) 

A(N,M) 

A(I,K)/A(K,K) 

,, 
a forma 

onde 
K = ,I, K ~ J ~ M, 

(1) 

Se algum dos·: elementos A(T ,K) fÔr nulo, é d.esnecessária a 

substituição ( 1) para.-.~·· I-é~ima Lí nhá' correspondente . 

. . Obtemos,. ent~o, a' segui~ te situação: 

A(l,1) . A(l,2) A(l,N) A(l,M) 

o A1(2,2) ... A1(2,N) A'(2,,M): 

o A'(:3,2) A1(_3,N) A'(3,M) 

O A1(N\12)·. ,j~ A1(N,~)o,' A'(N,M) 
~' '. ~~· 

Aplicamos, novamente,• o processe> em relação à matriz A' 

(N-1) x (M-1). Basta fazer em (1.) 

K = 2, K ~ J ~ M, 3 -~ I ~ N 
i 

Ap6s a repetição d~sse processo ·(~-1) 

lução de nosso problema, Notemos que as transformações adotadas não al 

teram.a soluçio io siitema de equações. 

(v, página seguinte) 

A vezes obteremos aso 

Diagrama de blocos 
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t 
( LEIA N ) 

t 
M = N+l 

INÍCIO 

LEIA N 
-\LEIA A I J 

LEIA A(I,J) pA(lpJ+l) ,A(I,J+2, A I,J+3 

..---------~ K • 1 Nl 

D2 = 

AI J r:sA I J * A K J 

IMPRIMA MATRIZ TRIANGULARIZADA 

IMPRIMA-, 
A K,K) ~ 

CONTINUE 

IMPRIMA MATRIZ TRIANGULAR. 

~~~:t;c~_oiq .2ropoatos 
Dizer das diferenças entre istas 

doie d:i.a.grama.s e apontar qua.i s H8 

vantage~a existentes no segundo 
em relação ao primeiro. 
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Exerc:fo.io 28 --· 
CaJ.culn.r o valor de um deter-minante. 

E (~!j; m);. t 

:Por moio de tra.nsícrrnações conYeníentes esquenatizamoa abai- 
xo e ada uma das passü.gena que ccriduaem à tris.ngula.ri zação da mn. tri 7. , 

sem al te:!·a.ção üo aeu dete1:·r:dnantu. Recordemos que o valor de um deter­ 
minante dH uma. ma t r í z na. forma tri,_/.ngule.r é o pi.-oduto dos elementos da 

.diagonal principal. 

A(l,l) A(l,2) A(l,3) A(l,1) .A(l,2) A(l,3) 

A(2,l) A(2,2) A(2,3) - o A'(2,2) A1(2,3) 

A(3,1) A(~,2) A(3,3) o N(3,1) Al(3, 3) 

l II 

A(l,1) I . ) A(l,3) A, i ,2 

- o ""(2 '') A11(2,,) .i . , ,:;. 

o o A'' ( 3: 3) 
III 

Se A (1,1) I o substi tuinfoa os elementos d.as outras linhas 

por: 

L:.. . ..!Ll SefILtnda linha1 
a) A(2,J) = A(2,J) - D2 * A(l,J), 

I = '5_J:Perc12.ü·2,._1~}'\ha.),_ 
b) A(3,J) = A(3,J) - D2 * A(l,3), 

D2 ~ A(2,l)/A(l,l), 

I>2"' A(3,1)/A(l,l), 

Obtemos disse modo a situaçio II. 
HepetJndo o mesmo esquema com r,-,:)laçê'.o à r~etriz 

j .. 1,2,~ 

j - 1,2,, 

A(2,2) 

A(3,1) 

A(2,3) 

A(3,3) 

chegeuaos, finalmente, à situação III. 
"'~ 6,ub"'1t1.· tu1.· i-.Ões ela ... "ii. e .e·• linhas pe Las coa- Observamos que o.- - ir ., 

- li.neºres feitas nio alteram o valor do deter~inante. 
btnaçoes ~ 

filagrama de bloco.~ 

(v. pigina set~inte) 
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R,_iagrama,.de blocos . 9,ue programa a passagem da situação 1 2ara. a, si t\l&., ... 
-2ªº 2 

Exercício 
Permutar colunas 
modo que resulta 

dl o 

D2 = 

l 

AI J =A -1,n_ - D2 * A K J 

Daremos em seguida o diagrama de blocos que prevê o cálculo 

de um determinante de ordem,qualquer, deixando, como exercício, o de-­ 

senvolvimento da parte referente ao caso em que seja nulo o valor de 
algum elemento da diagonal principalº 

Observa.mos que, no caso do exemplo acima, a triangulariza9ão 
do determinante de terceira ordem nos leva e. repetir duas vêzee a roti - na acima esquematizada (I • 1,2). De um modo geral, se N fÔr a or-- 
dem do determihante, o processo deverá ser repetido N

1 N1 =- N - L 
... 

vezes, sendo 

Dia rama de blocos ara cálculo de um determinante de ordem N --- 
(v. página seguinte) 



• 4 5·· 

e LEIA !:t, N ) 

Nl = N--"l'---__.J 

Mesmo 
, . 

exerc1.c10 

11 = K + l 
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.flx,_ercÍc!,o ?2 

Resolver 4m sistema de N equa9Ões a N incÓgni tà,s pelo Mf 
todo de Gauss por diigonalizaçio. 

21 o lliill : 
Vamos exemplificar com um f.listema. de 3 equações a 3 incó;gni­ 

tas& 

A(l,1) X(l) + A(l,2) X(2) + A(l,3) X(3) ~ A(l,4) 

A(2jl) X(l) + A(2,2) X(2) + A(2,3) X(3) = A(2,4) (1) 
A(3,l) X(l) + A(3,2) J(2) + A(3,3) X(3) "A(,P4) 

Dç1,da.: a matriz 3 X 4 

A(l,1) A(l,2) A(l,3) A(l,4) 
A(291) A(2,2) A(2,3) A(2,4) 
A(3, l) A(3~2) A(3,3) A(3,4) 

deae,:jamos chegar à matriz 

1 o o Ã(l,4) 
o 1 o Ã(2,4) 
o o 1 Ã(3,4) 

A solução do sistema (1) será dado por Ã(l,4) 

Ã(2,4) 

Ã(3,4) 
l!Jsquema. ti zamos abaixo as pass-agens intermediárias que nos 1~ 

v~m ~ situaçio procurada: 

1 AU(l,2) N(ld) N( 1, 4) 1 o A"(l,3) A11(l,4) 
o N(2,2) N( 2 ,3) N(2,4) - Q l A"(2,3) A"(2p4) ---- o #(3,2) A'( 3, 3) A!(3,4) o o A,, ( 3, 3) A'' ( 3, 4) 

1 2 

1 o o Ã(l,4) 

--- o 1 o Ã(2,4) 

'.Ó o 1 Ã(3,4) 

·3 
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a) .Dividimos os e~f,mentos da i-ésima linha por A(I ,I) 

b) Substituimos os elémentou de cada J-~s~~a linha pela diferença en-­ 

tre os mesmos e os correspond~ntes da i-~sima linha ;tiltiplicados 

por A(K,I) 

(v. página, seguinte) 
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IN 

LEIA , N 

Leitura da matriz 

I = l,N 

J = l ,Nl 9 5 

LEIA AI J AI J+l A I A I J+3 J + 4 

I = l,N Fixação da coluna a ser trans- 
formada o 

( : ) 
} 

IMPR "EL.DIAGº NULO" 

'--------1A 
- ..... -"'---ti-----'-'---' 

Al 
Redução do elemento da dia­ 
gonal da linha I à unidade 

j• '"" l ,N Variação de linhas 

,7------...----~Pula a linha I 

-------- A J K = 

Varia~ão das co 
lunas(varredura 
de todos os el~. 
mentos da linha ___ .._r-_-_-_,------------11) 

I K 

Perfuraçio da soluçio 
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Resolver um sister:ia. triangular de N 
equações&. H 

. , . 
incogn! 

tas. 
~ina.1 
Seja dado o sistema 

•.. X(N-1) X(N) 
i------------------------------ 
11 A ( 

0

1, 1) A ( 1 , 2)) . . . A ( 1, N-1) A ( 1, N) A ( l , n+ 1) 
A(2,2 ... A(2,N-l) A(2,N) A(2,N+l) 

1 O O ••. A(3,N-1) A(3,N) A(3,N+l) 

1 
1 i O O C A(N,N) A(N,N+l) 
[ _ 

X(l) X(2) 
B(I,N+l) 

Vamos r,~p~esenta.r a solução X(l)-po:r-A(I,N+l). A va.nta-­ 
gem desta representaçio ~ a simplificaçio do proirruaa, ocasionando ec~ 

nomia em tempo e espaço. 

Valor de Xfil 

A(N,U)X.(N) = A.(N,N+l) 

Valor de _XiN-ll 
A(N-1. ,N-1) X(N-1) + A(N-1,N) X(N) ~ A(N-1,N+l) 

• • 
X(N) = A(N,N+l) :: A(N,N+l)/A(?i,N) 

• . . 

X(ll-1) • A(N-1,N+l) • [A(N-1,N+l) - ,\(N-1,N) A(N,N+l)] / A(ll-l,N-1) 

"lalor _ie X( N-2} 
A(N-2,N-2) X(N-2) + A(N-2,N-l) X(N-1) + A(N-2,N) X(I) • A(N-2,~l) 

X(N-2) = A(N-2,N+l): 

• { A(N-2 ,N+l)-[A(N-2,N-l)A( 11-1,N+l) + 

Valor de X:( Jfl 

. . 

A(N-2,N)A(N,N+l)]l / A(N-2,N-2) 
) 

Anàlogamente, F) . A(K,N+H) " [A(K,~+l) 
f ~-(K :-J )-A-( J-, f-~+ 1-) 1· ; A(K ,K] 
J::.::K+l 

Diagrama de blocos 

Supondo-se o sistema triangulu.r já na memória, 
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[ÃIN Jj+l) =A(i,J ,~~-1) A(N, N) 

~-------z __ t } , Nl :::> 

~>N~ 
L K + 1 

-------------------- J = L N 

---1 ~j ~· ~~~A_(·,;,J),1'. A J,N+l 

A(K,N+iT'" ==·(A(K ,N+l -S 

IMi-'HlMA "SOLUÇÃO DO SIS'i'EMA' 

Considerando-se @ como ligação entre o final do exerc Í-- 

cio precedente e o início d~ste, obtemos a resolução de um sistema de 

N equaçoes a N inc6gnitas pelo m~todo de eliminação sucessiva de 

Gauss, por triangularização. 

Exercício proposto: Resolver novamente êste exercício ' u t í Lísarido so-- - 

mente as variáveis indexadas A(I), B(,J)" Observi!: 
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mos que I va.ria. de 1 e. N(N+l)/2º Representar os têrmos conhecido"' de 

cada equação por B(J), l ~J ~N. 

!!_.~cíc_io 31 
Calcular a inversa de uma ma.triz da.da. 

J1_ot_ina.: 
Seja A • {a .. } a matriz cuja inversa 

1 1J_1 
definiçio AA- = A A~ I. Exemplifiquemos 

Por 

-1 A ee procura. 
para uma matriz de 

ordem 3. 

((1,1) A(l,2) A(l,3) X(l,1) X(l,2) X(l,3) l o o 

A(2,1) !(2,2) A(2,3) x(2,1) x(2,2) X(2,3) = o 1 o 

\A(3,1) A( 3 ~ 2) A(3,3)1 x(3,1) x(3,2) x(3,3) o o 1 

Aplicando-se a definição de 
produto ma.trici~l, obtemos: 

A(l,1) X(l,l) + A(l,2) x(2,1) + A(l,3) x(3,1) = l 

A(2,1) X(l,l) +A(2,2) x(2,1) + A(2,3) x(3,1) ~ O 

A(3,1) X(l,1) + A(3,2) x(2,1) + 1(3,3) x(3,1) ~ O 

ou 

\
X(l,1)1 (ll 

(A) X(l,2) = O 
X(l,3) O 

A(l,l) X(l,2) + A(l,2) x(2,2) + A(l,3) x(;,2) = O 

A(2,1) x(1,2) + A(2,2) x(2,2) + A(2,3) x(3,2) = 1 

A(~,1) X(l,2) + A(3,2) x(2,2) + A(3,3) x(3,2) = O 

ou 

(
x(2,1)l (º) 

(A) X(2,2) : 1 
X(2,3) O 

A(l,1) X(l,3) + A(l,2) x(2,3) + A(l,3) x(3,j) = O 

A(2,l) X(l,3) + A(2~2) X(2,3) + A(2,3) X(3,3) = O 

A(3,l) X(l,3) + A(3,2) X(2,3) + A(3,3) X(3,3) ~ 1 

(
x(:~,1)1 (º) 

( A) X( 3, 2) = O 
X(3,3) l 

QU 

., 

i,t::i ·l - 

Generalizando êsse resulta.do, podemos dizer que a in~rsa.o de 

uma matriz de ordem N requer a resolução de N sistemas de N equ_! 



r 
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çÕes a N incógnitas. 

A solução do sistema 

o 
o 

A Xi • • 
l 
• o 
o 

i 

o 
dá os elementos da i~ésima coluna da matriz inversa .:..1 

A º 
No diagrama de blocos abaixo, após a leitura da ma.triz A 

montaremos o i-éaimo sistema (i.,. 1, 2, ••• , N) acreeoentando os res-­ 
pectivos têrmoe conhecidos. A resolução dos sistemas far-se-á pelo m,i 
todo de diagonalização de Gauss. 

Diagrama de blocos 

(v. página seguinte) 

Exercício 32 
Calcular a inversa de uma matriz A. 
Rotina: 

~ a mesma do exero:Ício precedente. Na prática, objetivando 

economia de tempo e maior concisão do programa, adotamos o diagrama de 

blocos abaixo exposto, pelo qual projetamos a resolução simultânea dos 

N sistemas de H equações em N incógnitas. Explicitaremos a roti­ 

na oom o seguinte exemplo, Calcular a inverea de (: :) • 

Partimoe de (: ; ) e 

1) Dividimos a li lia.ha por A(l,l), i.e., 2 

2) Multiplicamos a. primeira linha. por A(2,1), i.e., 3 e aubtraímo~la 
da segunda 

3) Dividimos oa elementos da segunda linha per A(2 2) 1 2 
f 9 oe., 

4) Rultiplicamos a segunda linha por !(1,2), i.e., 1, eubtraímo-la da 
primeira 
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C INVEHSÃO 

• 1 

•• 

"' 

LEIA N 

LEITURA DA MATRIZ A 
S ELEMENTOS POH CAH'J.'ÃO ~ t -·--··- 

-------"\_I :: 1, N ) 

e 

-------------- J = li.~5-~ 

I"' LN --r- 
C RECONSTITUIÇÃO DA Mii.iRµ] 

K :- l,N 

_,r-- --- - _---· ~ 
_..,.~ L = l N _/ 

e Geraç;o dos Termos conhe­ 
cidos do i-ésimo sistema 

e 

é-K = 1, N 

~-n!1~:~J ~~-~r-- 
[ili ti;J _ 

r-------:- 
Resoluçio do i-~simo sis- 
tema - M~todo de Gauss - Diagon lizaçio 

, . 
ide exerc1c10 
nterior. So­ 
uçã.o dada. por: 
B(I,N+l) 

e Perfuração da i~ésima col 
na da matriz inversa ___ ___, 

K = 

FURE --------- 

Ef3CREVA CÀLCULO 'l'}:HNINA DO 

L 



Resulta finalmenie 

como matriz inversao 

Submetemos os elementos da matriz I às mesmas transformações 
~ /mesmas que aplicamos à matriz A, transformaçoes estas equivalentes às uliliz.2:, 

das para resolução de um sistema de equações pelo método da diagor.ali­ 

zação de Gaua s , Conforme vimos em exercício e.nter1.or? após essas tran~ 

formações, a solução do sistema fica dada pelos próprios têrmos conhe­ 

cidos. 

No diagrama de bloco8 a solução Pstá representada pela ma-­ 

triz I, cujas colunas s;o os t;rmos conhecidos dos sistemas montados 

com a matriz A. Todavia a matriz I est~ auperposta ~ matriz A, resul­ 

tando daí estar a solução, após as transformações, representada pola 

pr6pria matriz A. Essa superposiçio esti considerada no diagrama· de 

blocos; 

10) Na redução à unidade dos elementos da diagonal principal 

20) na reduçio a zero dos elementos de cada coluna, exceçio feita ao~ 

lemento que também pertence à diagonal principal
0 

A(I,I) = 1 

B 

----- -= 
B = 

A K I = O 

J = 1 N 

f'A:Ii,J)=A(K,J -B A 1 J 

CONT 

(v. página seguinte) 
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LEI"CUHA DA MATHI Z 
VIDE E:XERC º AN'l1ERIOR --r- 

L-------·-------1 

[-cONTIJiUE _=.}------··--··--- 

e PERFURAÇÃO DA ii,ry_x~-~'.3A _1 
i . 

(_I_=_.__1-, N7---~-·--------·-··,-·------- 
,_______..t_ . 
<J • 1t .,V------. -- .. -.-. -------1 

(í;,uRE (A(I ,J) ~:( r!;U.,J.:t2l,A( I ,-!.!l)_~~-I ,J+4) 

80!~ 




