ALGEBRAS DE KOSZUL BB-INCLINADAS
R. Aquino, E.N.Marcos

L. Conceitos preliminares

I.1. Definigio de algebras de Koszul
Seja A uma k-algebra graduada cuja componente de grau zero é um produto finito de copias

de k, e, ¢ finitamente 1-gerada, ou seja A; o Aj = Nij, Vi, J; e dimg Ay finita.
Seja J = 3" A, o radical graduado de A.

n>1
Seja M um A-médulo graduado gerado em grau zero, i.é., N My = M;.
Dizemos que M é um A-médulo de Koszul se possue resolugao linear, isto é, se dada uma

A-resolugio projetiva minimal graduada

S PIP_ = . PR BM -0

temos que
(1) fi: (&) Ne, = @ A, satisfaz fi(e,) € Ay para cada idempotente e, e cadai=1,....
5
(2) 7 Ker f; = r2 PN Ker fi, Vi.
Observamos que isto ¢ equivalente a dizer que cada projetivo F; da resolugao linear ¢ gerado

em grau ;.

Definigao: Uma algebra graduada A como a que descrevemos acima, é Koszul, quando todo
A-médulo simples ¢ um algebra de Koszul.

I.2. Definicao de algebras Brenner-Butler inclinadas
Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Seja T um A-médulo. Temos que T' ¢ um

A-médulo inclinante se satisfaz as seguintes propriedades:
(a) pd T <1
(b) Ext! (T, T) =0

() o mimero de somandos indecomponiveis nao isomorfos de T é igual ao mimero de A-mdodulos

simples.
T' determina uma teoria de tor¢io (J, F') com a seguinte propriedade:
“Os funtores Ext e Hom definidos da categoria A-mod para I'mod determinam uma teoria

de torgio (X,Y) sobre Imod da seguinte maneira:
Ext)(T,-)(F) 2 X
Homa (T, =)(J) =Y.

Aidéia principal da teoria inclimante ¢ generalizar aquela contida no teorema de equiva-
lencia de Morita, ao usar um par de funtores que produzeni uma equivalencia entre classes,
permitindo comparar as categorias de modulos relacionados por estes funtores.
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spp e ’.ica’ in-
. Ses finita. hereditdria: bas
Considere, agora, A uma k-algebra graduada, de dimensées finita, hereditdria;
decomponivel com k =k,

Ou seja A = kQ com quiver finito.

o
5 0 seguint
. - . i L s e temos o 8
Neste caso a teoria de torcio inclinante cinde categoria de I-modulos
fato homoldgico:

I se M €Y
pdrM <

2 se Me X

Ou seja, gldim <2 lo gerado em grau
. e . ‘ I 2
Vamos considerar agora ypy modulo Bl'(‘lll]t,‘['—Bm’,l('l‘—lll('llﬂ;lﬂt(!. graduado g
zero,

O in & injetivo
) » tal que S; ndo ¢ inj
Logo, T = 1 S; @ EBPJ, onde 7= = 7pp (transposta do dual) e tal que 5;

I#i

POis neste caso terfamog TSi=0eT nio seria inclinante,

Teorema 1. T°Sé A-médulo de Koszul.

Koszul.
; ) | o ) -oditaria portanto
Se S; é um A-médulg Projetivo temos que ' ¢ uma algebra hereditdria

Assim, estamos supondo que S; nao é projetivo.

Observamog que F = Cogm( DTr(T) ) = Cogen(S;) e portanto

X = G(’.H(El't}\(Tv Si) )
Ponba g L lambda (T, § _ t) e denote Hom — A(M, N) por (M, N).
4 & +a8 em quc
Se pdp 5 - I entio p ¢ hereditdria, A“a“saud-o e
pdr S; =9 descobrimeg Que S; € médulo de Koszul e obtemos o seguinte:

’ i i € Koszul.
Teorema 2. Toda algebrq Brener-Butle, inclinada de uma algebra hereditd- ria

Dem.: A resolugao projetiyy minimal graduada Jo simples 5; é dada por:

t
0~ (T,r.PyL5T B r)L(T, )58 =0
=]

A);pé coberturd
onde: [, oy g sdo Vértices antecessoreg imediatos de 7 no quiver de A, Q(A);
Projetiva; m* COmposicao com O A-morfisme

t
7[':1)‘:@,:’[’ =778,
j=1
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tal que P ¢ » cobertura projetiva de 775;; e f* é a composicao com o morfismo « o 3 onde « é
a multiplicagio pelas flechas ay, ..., aq que ligam os vértices Iy, ..., [y com @ e 3 é a multiplicagao
}_)elas flechas 3, .., 3, que ligam o vértice i com os vértices jy, ..., jr, sucessores imediatos de
L Por consequéncia vértices simples do topo de 74 F,.

i

Seja & = 3 E;, o idempotente tal que (7, P) = I'- € temos que f*(£) = Zl ["(Ejn) e
A m=

Im

m=
portanto tomando ¢ = ej, + ...+ e;, € A tal que P = A, temos

THGIOED I

m=r =1
Como 7=, ¢ A-médulo de Koszul temos que f*(€)(e) € raF;.

Lema 1: Seja P/T" indecomponivel tal que rAP € add T'. Entiao ro(T, P) 2 (T, rAP) como

~mdodulos,

Lema 2: S(‘jn P = @;:1 1)!. como na [‘CS()lllQaO projetiva de 5‘,‘.
Entéo, ro(T, B,) = (T.r,P) @ (T, Py) onde P, ® Py = APy

2 Como f*(&) € (T,r,P), que é somando de rr(T, P) pelo Lema 1 e, como f*(£)(e) €
TP\ 7} P temos que H(E) € ro(T, P)\ #(T, P) pelo Lema 2.

Ou seja, f*(£) e 1.
E claro que rp (T, r, ) = r2(T, P) 1 (T, rAP;) pelos lemas apresentados.

3
Segue que S, 6 um Imédulo de Koszul. O

; p : \ ume icao completa do
Obtivemos também uma descrigio dos médulos simples de I e uma descrigao comj

quiver de . Vejamos:

Pro})OSi(}éO 1: Seja topo 7 S; € {Sh,, -, Si.}
i Se M € A-mod indec. tal que:
(1) M ¢ simples distinto de S,, Styy o S,

@) M= M; = F‘J*Q[:’P, ) onde Q; = [[ Pr j=1,.t
N $7 T,
Entao Hom (T, M) é I'simples.
. . iver de I'
Descrigdo local do quiv i rtices do topo de

O vértice S; torna-se uma fonte, os sucessores imediatos (le'z SA0 0S sher s g
- s . i 3OT¢ S S ad
L relativamente i ordem de I'; e 0s sucessores imediatos de ¢ em Q(A) s 'i) , t( isto
rala s R . .6 inalters ara obter isto,
relagoes que comecam em i. No restante, o quiver de I' permanece inalterado. Para o

T " " .
Provamog seguinte resultado:
. L ema 2 ne os vertices
liloposlcao 2: Considere i,1y, ..., |, vértices em Q(/\) como no teorema 2. Orden
e %% Anein’
e Q(I), estabelecendo a seguinte correspondéncia:
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B=(TpR) jgi
Pn =(T T—Si) a0 é do
) , soman
(1) Seja j # i vertice em Q(A) tal que P, nao & somando direto de 7, P} e P; nao é
direto de 72 . Enta
I’ . > r/\"l
d’tmkggm;g} = (l,z,m,k (/_47 ;f\l?y
bara cada s, vértice de Q(A).

(2) Fixe [ = ls onde s ¢ {1,..., t} como no enunciado. Entao

. r NP , B
dimn,.E;, 7%‘5’, = dimy, (P,,,, fn ) -+ dimy, (1)m~ *’”)

G 3 > |
r2P, ALy

onde r, P = Fap, o
(3) Seja k um Vértice anteceggor imediato de algum, oy alguns dos . Entao:
(i) Se m 1, temos dim,, Eni&; = dimy (T, r7Py), (T, S)) =
= dimy (P,,,, :7’\\7%)
(i) Se m — ly temos que dim,, &, ,—'JTSA = dimi((rp Py, My,) =
= dim, (P,,, 45)

TAPk

o teoria.
S : = & . 5., s fatos basicos da
A demonstracio desta Proposicao se baseia nos lemas 1 ¢ 2 e alguns fato

. Exemplos
(1) i
0 %4 i=3 g
i\éﬂé“é\{; \\ /!2 ~
i ~
A=kQ 0 A, Y. 7
ow. K7
K
(2) "6
! i=1
Q: / —_
T Q) : L
l 3 i 5 3
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