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Objetivos

A teoria da representacdo de grupos tem uma
larga lista de aplicagdes na matematica, fisica e
guimica, sendo algumas delas a analise de
estruturas  atbmicas, cristalografia e a
classificagdo das simetrias de um sistema
fisico. Esta teoria faz uso de algebra linear e
abstrata e da analise de forma combinada que
formando bases matematicas da mecénica
guéantica, permitindo as predi¢cdes dos estados
elementares dos sistemas quanticos a partir de
suas simetrias.

Este projeto tem como objetivo expor o
estudante a bases da teoria da representacdo
de grupos de Lie compactos com o intuito de
analisar os orbitais eletrbnicos e o momento
angular dos modelos atdémicos, com énfase no
caso particular do atomo de hidrogénio, uma
vez que sua generalizacdo fornece analises
para outros atomos e permite a introducédo da
tabela periédica dos elementos. Por isso, este
trabalho apresenta um extenso
desenvolvimento das ferramentas matematicas,
a aplicacdo para simetria esférica do atomo de
hidrogénio, a forma funcional do potencial de
Coulomb e uma visualizacdo dos orbitais
atdbmicos a partir da representacdo da funcéo
de onda do elétron por harmonicos esféricos.

Metodologia

A metodologia da pesquisa consiste em um
estudo dirigido do livro Linearity, Symmetry,
and Prediction in the Hydrogen Atom de
Singer [1] que é principal referéncia para todo o
conteldo aqui apresentado. Em particular, foi
primeiramente analisada a representacdo dos
estados elementares dos sistemas fisicos, mais
especificamente sistemas quénticos, que, em
uma segunda etapa, foi aplicada ao caso de
atomo de hidrogénio.

O estudo se resume nos seguintes pontos:

1. Estudo de Grupos, Representaces,
Algebras de Lie e Representacdes de
Algebras de Lie, apresentando
definicdes e propriedades.

2. Discussdo sobre Representagdo e
Estados Elementares de sistemas
fisicos, mais especificamente sistemas
quéanticos.

3. Aplicacdes de Teoria da
Representacdo para o Atomo de
Hidrogénio e definicbes usadas na
Tabela Periddica.

4. Estudo de aplicacdes para visualizacdo
de orbitais atbmicos calculando
densidade de probabilidade da funcéo
de onda do elétron usando
representacao por harmdnicos
esféricos.
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Aplicacbes

Ha uma representacao natural e irredutivel do
grupo SO(3) no subespaco dos polindmios
harmonicos de grau | de trés variaveis. Tem-se
que todo polinémio na 2-esfera em R3 pode ser
escrito como uma soma de polinbmios
harmonicos. Qualquer fungdo de L2(IR3) pode
ser aproximada por uma soma finita de termos
da forma f(r)g(0,9).

Isso implica que o movimento do elétron no
atomo de hidrogénio tem wuma previsdo
especifica, como 0s subespacos invariantes,
irredutiveis e nao triviais correspondem aos
estados elementares do atomo de hidrogénio.
Com a élgebra de simetria do atomo de
Hidrogénio, é possivel fazer predi¢cdes sobre os
niveis de energia do mesmo. Uma vez que a
energia é invariante por rotacéo, todo subnivel
deve pertencer a um nivel de energia.

nivel de energia | subnivel dimensao

menor 5 2
22 ¢ 3° menor 5 P 8
42 ¢ 52 menor s, p,d 18
62 ¢ 7° menor

s pd [ 32

Figura 1: Tabela com niveis de energia do atomo de
Hidrogénio e suas dimensdes

As dimensbGes dos niveis de energia
apresentam um padrdo. Isso € consequéncia
do operador de Schrodinger. O potencial
Coulombiano permite encontrar uma simetria
escondida que nao corresponde a simetria
espacial. Temos também que o autoespaco de
energia do Hamiltoniano do atomo de
hidrogénio deve ser uma representacdo da
algebra de Lie so(4).

Com isso, é possivel obter uma lista de niveis
de energia permitidos e suas representagdes,
sendo que suas dimensdes com o fator dois do
spin dara o nimero de elementos de cada linha
da tabela periédica.
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Figura 2: Tabela com visualiza¢des das solucdes
dos Harménicos Esféricos em trés dimensdes

Conclusao

No trabalho foi apresentado uma série de
definicdes que permitem caracterizar simetrias
de sistemas quanticos a partir de
representacdes unitarias do grupo de simetrias,
estudando também o significado de
subespacos invariantes e representacfes
irredutiveis.

Para estudos de sistemas quanticos, se
estabelece um espaco vetorial que modela os
estados de tais sistema, permitindo definir
representacdes naturais a partir de um grupo
de simetria.

Todo sistema quantico tem  estados
elementares e estes devem ser independentes
dos observadores. Ou seja, qualquer
observador deve ser capaz (em teoria) de
reconhecer um estado experimentalmente e
todos os observadores devem concordar. Além
disso, um estado elementar deve ser
indivisivel, ndo podendo ser uma superposicao
de outros dois estados. Com isso, se definir um
modelo em que todo estado reconhecivel
corresponde a um subespaco vetorial do
espaco de estados do sistema, entdo pode-se
concluir que o0s estados elementares
correspondem a representacdes irredutiveis.
Esta independéncia da escolha do observador
obriga o subespaco ser invariante sobre a
representacao.

Entdo, para fazer previsbes concretas de um

sistema quéantico, basta classificar suas
representacdes irredutiveis do grupo de
simetria.
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Objectives

The theory of group representation has a wide
list of applications in mathematics, physics and
chemistry, some of them being the analysis of
atomic structures, crystallography and the
classification of symmetries of a physical
system. This theory makes use of linear and
abstract algebra and combined analysis that
form mathematical bases of quantum
mechanics, allowing the predictions of the
elementary states of quantum systems from
their symmetries.

This project aims to expose the student to the
basis of the theory of the representation of
compact Lie groups in order to analyze the
electronic orbitals and the angular momentum
of the atomic models, with emphasis on the
particular case of the hydrogen atom, since its
generalization provides analyses for other
atoms and allows the introduction of the
periodic table of elements. Therefore, this work
presents an extensive development of
mathematical tools, the application for spherical
symmetry of the hydrogen atom, the functional
form of Coulomb's potential and a visualization
of atomic orbitals from the representation of the
electron wave function by spherical harmonics.

Methods

The research methodology consists of a
directed study of the book Linearity,
Symmetry, and Prediction in the Hydrogen
Atom by Singer [1] which is the main
reference. In particular, the representation of

the elementary states of physical systems,
more specifically quantum systems, was first
analyzed, which, in a second stage, was
applied to the case of hydrogen atom.

The study boils down to the following points:

1. Study of Groups, Representations, Lie
Algebras and Representations of Lie
Algebras, presenting definitions and
properties.

2. Discussion on Representation and
Elementary States of physical systems,
more specifically quantum systems.

3. Applications of Representation Theory
for the Hydrogen Atom and definitions
used in the Periodic Table.

4. Study of applications for visualization of
atomic orbitals calculating probability
density of electron wave function using
spherical harmonic representation.

Applications

There is a natural and irreducible
representation of the SO(3) group in the
subspace of the three-variable grade | harmonic
polynomials. It has been that every polynomial
in the 2-sphere in R3 can be written as a sum of
harmonic polynomials. Any function of L2(IR3)
can be approximated by a finite sum of terms of
form f(r)g(6,9).

This implies that the movement of the electron
in the hydrogen atom has a specific prediction,
as the invariant, irreducible and non-trivial
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subspaces correspond to the elemental states
of the hydrogen atom.

With the symmetry algebra of the Hydrogen
atom, it is possible to make predictions about
the energy levels of the hydrogen atom. Since
energy is invariant by rotation, every sublevel
must belong to an energy level.

nivel de energia | subnivel dimensao

menor s 2
29 ¢ 3% menor s, p 8
42 ¢ 52 menor s pd 18
62 ¢ 7% menor

s, pd | 32

Figure 1: Table with energy levels of the Hydrogen
atom and its dimensions

The size of the energy levels present a pattern,
are twice as perfect squares. This is a
consequence of Schrodinger's operator. The
Coulombian potential allows to find a hidden
symmetry that does not correspond to spatial
symmetry. We also have that the Hamiltonian
energy eigenspace of the hydrogen atom must
be a representation of Lie's algebra so(4).

With this, it is possible to obtain a list of allowed
energy levels and their representations, and
their dimensions with the two of the spin will
give the number of elements of each row of the
periodic table.
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Figure 2: Table with visualizations of the solutions of
the spherical harmonics in three dimensions

Conclusions

In the work, a series of definitions were
presented that allow to characterize symmetries
of quantum systems from unitary
representations of the symmetries group, also
studying the meaning of invariant subspaces
and irreducible representations.

For studies of quantum systems, a vector space
is established that models the states of such
systems, allowing to define natural
representations from a symmetry group.

Every quantum system has elementary states
and these must be independent ofobservers.
That is, any observer should be able (in theory)
to recognize a state experimentally and all
observers must agree. In addition, an
elementary state must be indivisible and cannot
be an overlay of two other states. With this, if
you define a model in which every recognizable
state corresponds to a vector subspace of the
system state space, then it can be concluded
that the elementary states correspond to
irreducible representations. This independence
of the observer's choice forces subspace to be
invariant over representation.

So, to make concrete predictions of a quantum
system, just classify its irreducible
representations of the symmetry group.
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