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CONJUNTOS EQUIPOTENTES

Definicao: Dizemos que dois conjuntos A e B sao equipoten

tes quando existe uma fungao f: A — B bijetora.

Teorema de Bernstein - Cantos: Dados os conjuntos A e B

nao vazios tais que existem f: A — Be g: A — B injetoras; en-

tao A= B.

Teorema: Seja A um conjunto; entao A nao e equipotente a

P(A) (conjunto das partes de A).

Dem:

Suponhamos por absurdo que existe f: A — P(A) sobrejeto-
ra.

Seja B = (xc Al x{ £f(x)} ¢ P(A)

Existe b ¢ A tal que f(b) = B (pois T sobrejetora).

Se b ¢ B, entao b ¢ f(b) = B: absurdo.

Se b { B, entao b ¢ f(b) = B: abusrdo.

Entao temos uma contradigao.

c.q.d.

Teorema de Baire: Seja X, compacto, T, (de Hausdorff); se

X = UF_, onde F_ sao conjuntos fechados, entao existe n tal
n=1
que F ¥ §.

o



Dizemos que um espago topolégico X satisfaz a condiqio

c.c.c. se toda colegao de abertos dols a dois disjuntos e enumera-

vel.

Axioma de Martin: Seja X compacto, T2 c.c.c. Entao X nao

e uniao de menos do que ¢ = |R| conjuntos fechados com interior va

zio.

Obs.: ¢ = |[R| = |[P(N)| > |N| =

.

o

Hipotese do Continuo (HC): Seja I ¢ R. Entdo I & finito

ou I e enumeravelou I = R.

Se supormos que vale H.C., o Axioma de Martin fica 1igual

ao Teorema de Baire.

O Axioma de Martin sera util para provarmos resultados
que sa0 independentes de H.C., mas que sabemos que valem quando
temos H.C. Ele é usado Junto com a negagao da H.C.

O Axioma de Martin implica que a uniao de menos do que

¢ conjuntos de medida de Lebesgue nula tera medida nula.

Exemplo:

Este exemplo mostra um espago topolégico, compacto, T2.
mas nao ¢.c.c., que é a unido de - conjuntos fecha
dos com interior vazio.

Seja w, o primeiro ordinal nao enumeravel (lwy I= e

Seja X = w1+1 = (0.1.2,....w1).
Usaremos em X uma topologia onde todo ponto diferente de

w3 e aberto e Vc X € uma vizinhanga de Wy <=> Wy VeX\Ve fi-

nito.



9
X nao sera c.c.c. (basta pegar a colegao de abertos for-

mada por todos os conjuntos unitarios de pontos £ w,), € com-

1
pacto e TZ'
Tomemos X“ com a topologia produto.
Provaremos que xN é a untdo de , fechados com {nterior
vazio.
Para a < wy seja:
F,o= (fc XM (¥n) (f(n) # w; => £(n) <a))
Entao XN = U F e F é fechado com interior vazio. De
G(w a a
fato: 1
suponhamos que F_ nao seja fechado. Entao existe ch;\F“.
.. 3 m e N tal que g(m) # w, e g(m) >ao .
Seja V = n Vn vizinhanga de g tal que
neEN
Vy=Xsen¢é¢m e V, = {g(m)})
Entao VN F o= ® (contradigao).
o
Suponhamos agora que F° £ 0.
o .
Seja g ¢ Fa. o8 ¢ moW G E e (nlwn#X) e finito.
neN
L———-L aberto elementar
Tomemos m ¢ {n|W #X}
Seja h: N — w1+1
h(m) = oa+1
h(n) = g(n).
Entao h ¢ F i mas
h ¢ n W, (o que e contradigao).
neN
c.q.d.
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