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IME-USP 

t sempre importante comparar as soluções deun sistema nao 

llnear com as do seu linearizado. Neste trabalho nós vamos a­

presentar um teorema do tipo Hartmam-Grobmam para fluxos de 

equações a diferenças generalizadas autônomas. Elas são do ti­

po (O) :,dt) • f (x ) , para t ,IR, no contexto das funções regra-
t · 

das em espaços de Banach. 

Vamos tornar tudo isso ■ais preciso no decorrer do texto. 

1. A EQUAÇÃO (D) E SEUS DADOS 

Seja X um espaço de Banach e rum numero real positivo. 

Se I e R é uia intervalo qualquer, indicamos ·por G(l ,X) o 

espaço vetor ia I das funções 1jl : 1 -+ X para os quais existem os 

ll ■ ltes laterais ,(t+) e ljl(t-) para · todo _~_, .. i- (interior de I') 

e nas extremid~des que pert~nce■ •• 1·-'~~iste o _._limite lateral 

re.spec ti vo. Ta Is fun ,;ões se cha111a, "-~SJt.ctdCl4' • 
.,., 

Quando 1 •( ~~ .~)~~,revemos G([•r,O],X) • G. Notemos que 

G é uia espaço de Banach . co■ a norma do supremo (para ♦, G, 

Em G(l,X) definimos a seguinte relaçio de equivalência 
,. + • 

♦"' •M ♦ (t ) • IJ,(t ) Vt, 1. Pua um estudo detalhado das fun-

ções regradas, ver (Hl] (Em [H1], dentre outras coisas, 11105-

t r • - se que ♦ "-\111 e-t ♦ ( t - ) • 1jl ( t - ) Y t , i ) . 

Dado x, C(l,X) e t, 1 ui que [t-r.t]c 1, definimos a fun­

çio "te G por xt(8) • x(t+O) Ye, [-r,O]. 
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Para estudar a equaçao (D), nesse contexto, temos de ma­

ne Ira gera I de I i dar com uma dada função f : G-+ X que torne re­

grada a expre~são ~(xt)' ou seja, que satisfaça: 

Dizemos que ~, G([-r,•[,X) é solução de (D) com diido ini­

·cÍal ♦ «G se x(t) - f(xt) pua t>O e Xº - •. 
Dizemos que (D) admite ,oluçio pa~a t~44 para o dado ini-

cial ♦, G se existe x < G(R,X) ui que x(t) • f(xt) Yt e R e 

· ·•o• ♦ (observe que nesse Cillso deve~os ter ♦ (0) • f(t)). 

Para certas condições sobre f, condições que colocaremos 

• seguir, temos garantida a existência e unicidade de solução 

regrada . para (D) com diido lnic;ial ♦ < G. 

Uma condição Imediata que aparece, para que possamos li­

dar com teoremas de representação de· operadores lineillres por 

Integrais,~ que f precisa ser invariante pillra funções equi­

vale.ntes de G, ou seja, ♦ "-••f(♦) • f(ljl) . 

Uma boa representante de Cillda classe equtvalente e a fun­

çao contínua i direita. 

O e f I n I mo:. ii + (~. , X) • l n < ~ (R , X ) 1 h ( t + ) • h ( t ) Y t « R ) 

e para [a,b]c R definimos 

G+(Ca,b].X)•{hc G((i11,b].X)lh(t+)•h(t} Yt<[a,b] e h(b)•O). 

♦ 1 ♦ Para f fixada, definimos G •l ♦ cG ♦ (8 )•♦ (8) YOc[-r,O[e ♦(O)-f(~)}. 

As condições exigidas para f, para existênc;ia e unicidade 

de soluçio regrada são as seguintes: 

(!] Existe a derivada f': G~ L(G.,X), no sentido de Frechet, e 

f' é contínua. 
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tomo consequênci• de f ser invari•nte em funções equiva­

lentes de G, temosque na verdade f' :G++L(G+,X)eé estendido 

de •anei r• const•n·te em funções equlv•lentes para f': G • l(G,X). 

Em [Hl) demonstr•-se um teorema de representação que nos 

permite dizer que: 

PROPOSIÇÃO O. l(G•,x) é isométrico •o conjunto de núcleos 

sv
0

([-r,0],l(X)) • hi: [-r,DJ•l(X) f SV[1,1J<• e 1,1(0) • O} de 

se■ l-varl•çio ll ■itada, que é um esp•ço de Banach quando •u­

nido com• norma da semi-varlaçio. A se•l-variaçio de 1,1 e de­

finida por SV[1,1) • SV[-r,OJ[1,1J • sup SVd[1,1] onde para ca-
dcP[-r,O] 

da de P[-r,O] (conjunto das partições do intervalo [-r,OJ) 

d• {8
0

, e 1, e2 , ••• , 8n} com -r•8
0

<e
1
<e

2 
••• <8n • O 

definimos 

SVd[1,1] • 
n 

sup I J:[1,1(81)-1,1(e,-1>J.P,II. 
P1cX 1•1 

11 P 111 si 

O teorema nos diz que, p•ra cad• lcl(G•,x),existeumúni­

co 11cSV0([-r,0.],l(X)) com SV[1,1) • l1Lllel♦•f_r\1,1(8) ♦ (8) YhG+ 

onde ess• Integral é a integral Interior, t•mbém estudada am-

piamente em [Hl]. 

No nosso caso, p•ra cada ♦ cG 
O 

temos que 3!1,1.cSV0([-r,0],L()í)) 

tal que Yli♦ c G te.os f'(♦).6♦• J./"'•(elâ+(e). 

Temos ainda ••Is duas condições para f: 

ü] A funçio g: (O,r)+ R 

E• g(c) • :~~ svC-c,o)CuoJ 
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que está bem definida por ITJ, deve ser contínua em E• O,ouse· 

Ja, l lm g(c) • O. 
E•O 

•seja x• (f: G• X, invariantes para funções equivalentes de 

G que satisfaçam@), OJ• [II, ü]}. Vamos precisar das seguintes 

proposições, cujas demonstrações encontram-se na tese de dou­

tor•do do autor: 

PROPOSIÇÃO 1. Para ft:X e ♦ t:G existe uma Única solução regra­

da de (D) ccm dado inicial ♦ que será denotada por x • x ( ♦, f) t: G ( [-r ,•[ ,X). 

PROPOSIÇÃO 2. Se f t: X satisfaz ainda 

@1. Para cada re-

grada e contfnua ã direita 

- G+ ( ) +( ) entao para ♦ t: temos x ♦ ,f t: G [-r ,"'[ ,X • 

PROPOSIÇÃO 3, Se ♦ t: C•C([-r,D],X)cG e ♦ êtal que ♦ (O)• f($) 

então xC ♦ ,f), C([-r,•[,X). 

PROPOSIÇÃO 4. X é um espaço de Banach co■ a norma~ fi 1 defi­

nida por llfll 1 •max{sup llf'(♦ )ll,IIHD)II} e x+•{f,xlfsatisfaz{1]+} 
♦ ,G 

e um subespaço fechado de X• 

PROPOSIÇÃO 5. Para cada b t: R, b > O, a função 

x : Gx X .. G([-r,b].X) 

(♦ ,f) .. x(♦ ,f) lc-r,b] é contfnua. 

1 
Atê a~ul so precisamos de f de classe C Se f tem maior 

dlferenclabi !idade e suas derivadas também satisfazem as con­

dições@), [I) e [I} então a solução de (D) também te111maior di-



- 37 -

ferenclabi lidade com relação ao dado inicial. Hals precisa-

11ente: 

PROPOSIÇÃO 6. Seja, par4 kt:IH. xk· . {f e XI fé de cluse Ck e 

satisfaz mk' mk e [1l}.onde para t de classe Ckdefinimos as 

propriedades: 

(]]k _Para cada l•0,1.2, ••• ,k. fixados x,6x1 ••••• tt.x1t:G(R,X). a 

( 1) 
função t «: R + f (xt). (.6.x1 t ,.6.x2 t , .•. ,.6.xit) t: X é regrada. 

Repare que para i • O estamos na condição @]. 

Aqui f(I): G+ Hi (Gi ,X)• {(: G 1 + X aplicações 

contínuas}. Colocamos HO(Gº,X)•X, H1 (G 1 ,X) • L(G,X) 

,<0>. f 
O 

,<1)_ f I etc.• 

[I)k Para cada 1 • 1.2, ••• ,k+1 ~ temos supll f(i) (~)li<• 
♦ ,G 

k-lineares 

e temos 

(Repare que mo - [[), ITlo - [!] e mo - [TI e que l•1 
e xk e ••• 

o .,.c·x • x) 
• k 

Seja X • n X • 
. k kdl 

Se f<X (parakd~ouk••)entãopara cada bdt,b>O,asolução de (D) 

x(. ,f) • xf : G+G((-r,b),X) 

PROPOSIÇÃO 7. Quando k .i: 1, se f, xk, então para cada b , IR, 

dxf 
b > O, temos que • derivada--(~) t: l(G,G((-r,b].X)) é tal que 

d~ 
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dxf 
para à♦ < G a função y •--(♦),à♦ < C([-r,b],X) e a Única so--

d♦ 

lução regrada da equação variacional de (D) em torno da solu­

ção x(♦ ,f): 

(D)' y(t) • f' (.xt).yt paira O< t sb com y0 • M 

sendo ªt • •t ( ♦, f), 

Para a existência e unicidade de solução para trás, usa-

■os f no contexto das funções regradas contfnuas à direita, ou 

seja, f <X.e _exigimos uma condição semelhante a üJ para f, só 

qu• na ponta esquerda do domfnlo dos núcleosµ♦ que represen­

tam f I l♦), 

E a condição: 

m Para ♦ < G+, µ♦ tem um salto em 8•-r. A(♦)•µ♦{-r)-µ♦(-r+)(l~X) 
que é lnver~fvel e é tal que existe um operador lnversfvel 

l~ L(X) que leva pela co~poslçio todos o~ sAltos A(♦) numa 

bola de raio menor que 1 e centro em 1 (Identidade de X), 
X 

. . . + 
ou se_' a, 11 loA ( ♦) - 1 x li s e: < 1 Y♦ ,. G • 

Quando_tlramos esse salto foradonúdeo,a fmção g: [O,r]+ll 

~ai que g(c)•sup.5vc-r,-r+t)c~.] é cond.nua em c•D, 
♦ 1.g . 

seja, llm g(E) • O, 
c+O 

Seja i+ • {f < X+ 1 f satisfaz G]}. 

ou 

PROPOSIÇÃO 8. Dados fá+ e ♦1.G+ existe um único x•x(♦ ,f)<c•(n,x) 

solução de (O) com dado Inicial ♦ para frente e para trás . 

(x(t) • f(xt) Yt,. R) Repare que dizer que x(t) • f (xt) Yt < li 

♦ 
equivale a dizer que xt < G Yt 1. R. 
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li. EXEMPLOS 

A - EXEMPLOS LINE~RES 

De maneira geral• se f e. L(G,X) e é Invariante para funções 

equivalentes de G, então 31,1 ,.sv0 ([-r,O),L(Ü) tal que f( ♦) • 
o o 

·L/lJ{8) ♦ (8) Y♦ ,G eaequação(D) fica x(t)•J dtJ(8)x(t+8). 
-r 

Vemos que lJ♦ • lJ Y♦ « G. 

t fiel I ver que nesse caso OJ e m e (Dk e mk Yk t: r. sao 

verificadas. 

Pelo teorema 2.2 de [H2J concluímos que 

[!) é verificado -ii, Gª([-r,0),L(X)) ou seja, para uda 

p t: X temos µ(•).pt: G([-r,O],X). 

Quando[]) é verificado então vale [!}k Ykt:IN. 

Observemos que quando f t: L(G,X) n ·x temos a existência e 

unicidade de solução para cada dado Inicial e para cada b > O 

a aplicação ♦ e:G+x(♦)l[-r,b)t:G([-r,b],X) além de contfnua é 

11 near (e portanto e•). 

Essa equayàv Jt• . tlfi~a o nome: equação a diferenças 

m 
Colocamos f(♦) • I A 1 ♦ (-r~) e vemos que f e invariante pa­

i• 1 

ra funções equivalentes de G. Se estivermos em G+ podemoses­

m 
crever f(♦) • t A. ♦ (-r.). f verifica@] e íõ1 por verificação 

1 - 1 1 1 L.::.J+ 

direta. 

Como o núcleo LI é uma função escada com saltos A
1 

em 8•-ri 

• vale O em )-r,0], temos que f verifica [I]. 

Então temos a solução Única de (D) em c•([-r,•[ ,X) para 



- 40 -

Para termos solução para trás, precisamos ter r • r , pois 
m 

♦ 
a11IM A(♦) •A

11 
Y♦ <G e devemos ter Am inversrvel. Nesse caso 

rn está satlsfeit_o (tome L • A:
1

) e temos u,aa Única solução de 

(D) em G+ (lt ,X). 

Ex.2) (D}: x(t) • J°ex(t+8)d8. 
-r 

82 e· Vemos que µ(8) • 2 •x contrnuo. Assim f ver i fica II] e 

[I] e temos uma Única solução x(♦ ,f) < G((-r,•[.X) . 

Mio temos solução para trás poisµ não tem salto e• 8• -r 

(A(♦ ) •O) . 

8 • EXEHPLOS GERAIS 
m . + 

Ex. l) (D) : x ( t) • se n ( l: A • x ( t • r . )) . 
1 - 1 1 1 

m m 
Vemos que f verifica OJe f'(♦ )ll ♦s.cos( l: A 1 ♦ (•r;)) r A1M( · r~) 

1 - 1 i •1 
1 

Ili 

eµ♦ é uaa funçã_o escada com salto A1cos( t A . ♦ (-r~)) em8•·r . . 
1 - 1 1 1 1 

Por verlflçação direta vemos que vale[[),[!]+,OJk,[3l (Yk<N). 

ü) se verifica P"'.S µ♦(~) • 0 para -r 1 < 8 $ 0. 

Logo (D) tem solução única x(♦ ,f) t: G+([·r,•( ,X) para ♦ < G+ 

que e c•em relação ao da·do Inicial. 

Ili 

O salto em 8 • -r é A(♦)• A cos( r A . ♦ (-r~)) e nao podemos 
m 1 • I 1 1 

encontrar um lt: R; L ,- O tal que O< L.A(♦) < 2 pois o coueno 

pode 11udar de sinal e então nada podemos afirmar sobre a exis · 

têncla de solução para trás . 

Agora, se tomamos o exemplo: 
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tudo como no exemplo anterior • 

• · Então valem todas as propriedades do exemplo anterior e 

Ili 

vale GJ se tomamos A>I, pois A( ♦)•A [cos( I: A. ♦ (-r~))+A]. 
m l•l , , 

1 1 1 1 li + 1 Setomamosl•~A tenoSque LA( ♦)-1 •f..-cos( t A. ♦ (-r.))l~-<t. 
AA ffl A . I • l 1 1 ). 

Assim, dado ♦ ,G+, existe um Único x•x(♦ ,f) ,G+(R) solu­

çao de (D) com dado Inicial ♦• 

III, UM TEOREMA DO TIPO HARTMAM-GROBMAM PARA A EQUAÇÃO {D) 

Seja f, X e tal que f(O) • O. 
. ♦ 

. 
DEFINIÇÃO 1. Para cada t ,tt, podemos definir o operador de _e-

+ ♦ !olução T(t): G +G por T(tH•xt(♦ .f) (ele está bem defini-

do pela proposição 8). 

{T(t)·}uR é o fluxo da equação (O) x(t) • f(xt) e para ca­

da ♦ ,G+, {T(t) ♦ ,G+ ltcR) é a Órbita de ♦ em G.+. 

Como f(O)•O, temos que T(t}O•O Yt,R, o•J seia. ;J é um 

r.qu.ilZb11..io de (O) ou um ponto 6.ixo de {T(t)}. Cada T(t) e con­

+· tfnuo em G pela proposição S. 

Da unicidade da solução verificamos que {T(t) }t,R forma 

um grupo de operadores, ou seja, 

\

T(O) • 1 (identidade de G+) 
G+ 

T(t) o T(s) • T(t+s) Yt,s <t: R 

T(t)- 1 .T(-t) Yt<t:IR 

Repare que {T(t) }t<f\ nao é _um c0 -grupo, Isto -é, não é ne­

cessariamente verdade que I ir.i T{t)♦ • T(s) ♦ para toda ♦, G+. 
t•s 
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Considerando a equaçao variacional linear de (D) em torno 

d1 solução nula com c1ado inicial y
0 

• 6♦, a+ 

(0) 1 : y(t) • f'(O)yt 

Vemos que f, X .,.f• (O), X . Assim 3!y•y(6♦ ,f'(D)) f e• (R,X) + + 

· solução de (D)' eom dado Inicial A♦ (aqui repare que para t•O 

teremos y(O)•f'(O).A♦ e não y(O)•A♦(O)•f(ti♦)). 

·oEFINIÇÃO 2. Para cada t, R, podemos definir o operador de e-

+· + 
volução 1 lnear T(t) : G + G por T(t)A♦ • y* (A♦ ,f' (O)) , G+ onde 

t 

y~(A♦ ,f' (O)) (8) •y(à♦ ,f' (O)) (t+8) para 8, [-r,O[ e 

y~(A♦ ,f' (O)) (O) •f(yt(ti♦ ,f' (O)) . 

{T(t)} n e o . fluxo da equação (0) 1 • 
· t(n 

Pela proposição ·5 e pela 1 inearidade chegamos a T(t)d(G+) 

Wt, IL 

Da unicidade da solução verificamos que (T(t)} m furma um 
t(n 

grµpo de operadores, ou seja 

G+ 

{

T (O) • 1 

T(t)oT 1~ )•T(t+s) Vt,s,R 

T(t)-I • T(-t) Vt ( R 
dx.t ( ♦) 

Pela proposição 7 vemos que T(t)ti♦•y (A♦ )•--'---1 .ti♦ • 
t d~ "i•O 

DEFINIÇÃO 3. Dizemos que um automorfismo l < L(E) (onde E é u111 

espaço de Banach) e hipe~bÕlico se o espectro do seu comple-

. f - . 1 ( 1 1 xlflcado nao intercepta a c1rcun erenc,a S • ÀfC >.l •1) . 

E sabido que (ver [PJ artigos I e 11) isso é equivalente adi · 

zer que existem subespaços fechados de E. invariantes por L, 

E e E 
1 U 

tais que E • E 61 E s u 
so tem valores espectrais 

com módulos menores que 1 enquanto que L
11 • LIE so tem valores 

li · 
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espectrais com módulos maiores que 1, 
- 1 ou seja Lu só tem valores 

espectrais com módulos menores que 1. 

De modo que em Es' L é uma contração e em Eu' L é uma ex­

pansão. 

TEOREMA. Se para um certo t f: R, t > O, T(t) e hiperbólico, en· 

tão existe um homeomorfismo h: G++G+ com h- 1 limitado, e 
G+ 

existe uma vizinhança W de ♦ •O em G+ tal que 

h o T ( t) • T ( t) o h em W. 

Por causa desta relação dizemos que T(t) e . T(t) sao topo­

loylc4mtntt tqulv4ltnttA e~ W ou ainda que conjug4m em W. 

Para a prova desse teorema , usamos os dois lemas seguin­

tes que são encontrados em [N) por exemplo. 

LEMA 1. Para L f: L(E), E _espaç.o de Banach, L automorfismo hi­

perbólico, temos que 36 > O ·tal que V(: E+E contfnua, limita­

da~ llpchltzlana com Llpt < 6(Llpt é a constante de llpchit~ 

de t) temos que 

Existe um Único ht: E+ E homeomorfismo com ht- IE I imita- · 

do tal que hto (L+() • loht. 

LEMA 2. Se t: E+E é de classe c1 e·tal que ·t(O)•O e ('(O)•O 

então VE > O, 3W vizinhança de O em E e t: E+E tal que (écon­

tfnua, limitada e tlpchl-tzlana com llp(<E e tlw•t: 

PROVA DO TEOREMA. Definamos t : G+ + G+lt•T(t)-·T(t) . Assim t é de 

classe C1 e t(O) • O e t' (O)• dT(t) I ... · O~ dT(t) 1 •T(t)-T(t)•O. 
. . d♦ ~• d ♦ ♦ •0 

Como T(t) é · um automorfismo hlperbólico,pelolemal, 36>01 

Vt: G++G+ condnua, limitada e l i pchltzlana com lipt e 6 temos 

·que _ 3!ht : G++G+, homeomorflsmc:i"c~ ht- IG+ limitado · tal que . . . 
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hte(T(t)+t) • T(t)oht 

2 ~ W 1 1 h d O G+ e r ·. G++G+ !'elo· lema , para t • ", 3 v z n ança e em ., 

limitada, condnua e llpchltzlana com Llpt<6 tal que tlw•F;. 

Tomando h • ht temos que para ♦ t: ',/ 

h•(T(t)+F;) ♦ • T(t)h♦, ou seja, 

h•T(t) ♦ • T(t)•h♦ • 

Através desse homeomorfismo h do teorema, podemos caracte­

rlu1r as variedades estável e Instável do ponto fixo O do flu-
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