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€ sempre importante comparar as solugoes de um sistema 650
linear com as do seu linearizado. Neste trabalho nés vamos a-
presentar um teorema do tipo Hartmam-Grobmam para fluxos de
equagdes a diferengas generalizadas autdnomas. Elas saodo ti-
po (D) x(t) = f(xt), para t ¢R, no contexto das fungoes regra-
das em espagos de Banach.

Vamos tornar tudo isso mais preciso no decorrer do texto.

1. A EQUAGKO (D) £ SEUS DADOS

Seja X um espago de Banach e r um numero real positivo.

Se lcR & um intervalo qualquer; indicamos por G(l.X)‘ o
espago vetorial das fungoes Y : | + X para os quais existem os
limites laterais ¢(t+) e ¥(t)) para'todo’;g_i (interior de I)
e nas extremidades que pertencem 2 I;é;iste o . limite lateral
respectiva. Tais funcoes serchamam ueguada;.

Quando | = [-r,J) escrevemos G{((~r,0],X) = G. Notemos que
G € um espago de B;nach -com a norma do supremo (para ¢ ¢G,
lell = §2E-r,ol"°(°)""

Em G(I,X) definimos a sequinte relagao de equivaléncia
o oo»¢(tw) - w(t+) Yeel. Para um estudo deialhado das fun-
¢oes regradas, ver [H1] (Em [Hi], dentre outras coisas, mos-

tra-se que ¢ vyemo(t ) = plt”) Veel).

Dado x ¢ G(1,X) e te | tal que [t-r,t)Jc 1, definimos a fun-

§3o x, ¢ G por x, (8) = x(re0) Voo (-r,0).
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Para estudar a equagao (D), nesse contexto, temos de ma-
neira geral de lidar com uma dada fungao f: G+Xque torne re-

grada a expre;sio'f(xt). ou seja, que satisfaca:
[@] para cada x ¢G(R,X) fixo; a fungao tcn-of(;t) ¢ X ¢ regrada.

Dizemos que x ¢ G([(-r,=(,X) & solugao de (D) com dado ini-
clal ¢ ¢G se x(t) = f(x,) para t>0 e x, = ¢.

Dizemos que (D) admite golfucao para tras para o dado ini-
clal ¢ QG se existe x ¢ G(R,X} tal que x(t) = f(xt) Yt ¢ R e
Mg = ¢ (observe que nesse caso devemos ter ¢(0) = f{¢)).

Para certas condigoes sobre f, condigoes

que colocaremos

a seguir, temos garantida a existéncia e unicidade de solugao

regrada._para (D) com dado inicial ¢ ¢ G.

Uma condigao imediata que aparece, para que possamos li-

dar com teoremas de representagao de operadores lineares por

Integrais, € que f precisa ser invariante para fungdoes equi-

valentes de G, ou seja, ¢~ y=f(s) = F(y).

Uma boa representante de cada classe equivalente ¢ a fun-

¢ao contfn_ua a direita.
| pefinimos i (E,X) = ine S(R,X) | h{t*) = h(t) Yre R)
e para [a,blc R definimos Y
¢* (Ca,bl.X)={h e 6(La,b),X)[h(t*)=h(t) Vte[a,b) & h(b)=0}.
.Para f fixada, definimos G ={¢eG|o(6")=(8) Y0 el-r,Cle ¢(0)=F(4)).

As condigoes exigidas para f, para existencia e unicidade

de solugdo regrada sao as seguintes:

[[] Existe a derivada f': 6+ L(G,X), no sentido de Frechét, e

f' e contfnpa.
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Como consequéncia de f ser invariante em fungoes equiva-
lentes de G, temos que na verdade f': 6t~ L(G',X)e ¢ estendido
de maneira constante em fungoes equivalentespara f': G = L(G,X).

Em (H1]) demonstra-se um teorema de representagao que nos

permlte dizer que:

PROPOSICED O, L(G*,X) € isométrico ao conjunto de nicleos
sV (-r,03,L(X)) = {u:C-r,0]+L(X) | SV[u]) <= e u(0) = O} de
semi-variagao limitada, que & um espago de Banach gquando mu-
nido com a norma da semi-variagao. A semi-variagao de p € de-

finida por SV{u) = SV[-r o][u] = sup S\ld[u] onde para ca-

dePror,03

da d¢ P[-r 03 (conjunto das partigoes do intervalo [-r,0])
d = {ao. 8i» - PETEN B“} com -r=9,<8,< ez...<en -0
definimos
d n
SVigu) = sup || L Cu(8;)-wu(e,_,)1.P .
P,eX =1
0 teorema nos diz que, para cada L ¢ .I_(G’,X), existe um uni-

co e SV ([-r,01,L(X)) com SV[u] = |jL]e L¢1[ du(e)e(e) voeG*
onde essa integral ¢ a integral interior, ta:LEm estudada am-
plamente em [H1]. .

No nosso caso, para cada ¢ ¢G temos que 3!u’¢SVu(["r.0].L(X))
tal que YA¢p ¢ G temos f'(¢).5¢= du°(0)A¢(B).

-r
Temos ainda mais duas condigoes para f;:

z £ (o) < =
=2 ;:E | f

Repare que pela ProposigSo 0 temos ||f'(¢)“ - 5v[_r O]tUQ]

(3] A fungao g: [0,r]+R

E = -
g(c) ;:E SVi.e,01t¥y!?
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que est3 bem definida por [Z], deve ser continua eme= 0, ou se-

Ja, 1im g(e) = 0.
e+0

*Seja x= (f: 6+ X, invariantes para fungOes equivalentes de

G que satisfagam [0], (1], [Z], [3]). Vamos precisar das seguintes

proposlgaes, cujas demonstragoes encontram-se na tese de dou-

torado do autor:

PROPOSIGAD 1. Para feyx ¢ ¢ ¢ G existe uma Gnica solugao regra-

da de (D) com dado inicial ¢ que sera denotada por x= x(¢,f) ¢ G([~r [ ,X).

PROPOSIGAD 2. Se f ¢ x satisfaz ainda

EL Para cada x¢ G+(R.X) fixo; a fungao tgm-bf(xt) eX e re-

grada e continua a direita

entdo para ¢ ¢ G' temos x(¢,f) e GV ([-r,=,X).

PROPOSICAO 3. Se ¢ e C=C([-r,0],X})cG e ¢ &tal que ¢(0) = f (o)

entao x(¢,f) e C([-r,=(,X).

PROPOSICAO 4. ¥ € um espago de Banach com a l'lorma I “l defi-

nida por llf’“l-max{sug HF GO IFCOINY e x, = (Fex]|f satisfaz [O] }
de

é um subespago fechado de y.

'PROPOSIGAO 5. Para cada beR, b>0, a fungio
x : Gxyx = G((-r,bl,X)

“‘”*"w'”l[-r,b] e continua.

1
Até aqui sé precisamos de f de classe C'. Se f tem maior
diferenciabilidade e suas derivadas tambem satisfazem as con-

digoes (0], (0] e [2] entao a solugao de (D) também tem maior di-
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ferenciabilidade com relagao ao dado inicial. Mais precisa-
mente:

[ 4
PROPOSICAO 6, Seja, para kell, xk'- {fex| f e de classe c* .

satisfaz @k' [1]k e Ek}' onde para f de classe £* definimos as

propriedades:

@k_l‘ara cada i=0,1,2,...,k, fixados x,Axl,...,Axigﬁ(R.x). a

fungao t ¢ R~ f“)(xt) 3 (Ax;t ,szt 5 & 'A"it) e X € regrada.

Repare que para i =0 estamos na condigao [0].
Aqui f(i) 1 G Mi (Gi XY ={E: Gi + X aplicagoes k-lineares
contlnuas}. Colocamos HO(GO.X)-X, HI(GI.X) = L (G,X) e temos

f(o)- f f(‘)- £l @€xc. s

mk f(k): G+ Hk(gk_x) satisfaz [1], ou seja, f& de classe gl

E]k Para cada I=1,2,...,k+1; temos sup"f(i) )l <=
$eG

(Repare que @0 - @. mo = m e ED = e que xk“'1 c xkc...
...cvxo = x) '

Seja x“ =N xk.
kel N
Se fex (parakeN ou k==) entao para cada beR,b>0, a solugao de (D)

x(.,f) = xg :+ G+6(L-r,b],X)
e de classe Ck.
RS PLOLEICI | PR

PROPOSIGAO 7. Quando k21, se f e xk, entao para cada b e R,

dx
b>0, temos que a derivada _f(o) € L(G,6(T-r,b1,X)) € tal _—
d¢
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dx
pars 44 ¢ G a fungao y = —f(O).Aoeﬁ([—r.b],X) € a unica so-
d¢

lugao regrada da equagao variacional de (D) em torno da solu-
cao x(¢,f):
(0)! y(t) = f'(;t).yt para 0<t<b com Yo~ 8¢

sendo "t"t“'”'

Para a existencia e unicidade de solugao para tras, usa-

mos f no contexto das fungoes regradas continuas a direita, ou
seja, fey, ¢ exigimos uma condigio semelhante a (3] para f, s6
quec na ponta esquerda do dominio dos niGcleos u¢ que represen-

tam f'(9).

€ a condigao:

El Pfra $e G+, My tem um salto em O=-r, A(¢)-u¢(-r)-u'¢(-r+)gl(x)
que & Inversivel e & tal que existe um operador inversivel
Le L(X) que leva pela composigao todos os saltos A(g) numa
I:;ola de raio menor que 1 e centro em ll’l {({identidade de X),
ou se'a, ||LoA(g) - e lsc<1 véec*.

Quando _tiramos esse salto fora do nucleo, a fungao g: [0,rj+R
tal que g(e) = sup SV

0:9*

seja, lim g(e) = 0.
€+0

['r.-r+£][ﬁ¢] é COn.tn'.nua em g=0, ou

Aqul iy (8) =1 (8) pars 8¢ 3-r 01 € iy (-r) = u (-r").

Seja i_._ - {f¢ X;. | f satisfaz }.

PROPOSIGAO B. Dados fe)'(+ e ¢¢G+ existe um unico x-x(¢.f)cG+(R,x)
solugao de (D) c.om dado inicial ¢ para frente e para trﬁs..
(x(t)= f(xt) Yt ¢ R) Repare que dizer que x(t) = f(xt) Yt ¢ R

+
equivale a dizer que x_¢G YteR.

t
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I1. EXEMPLOS

A - EXEMPLOS LINEARES

De maneira geral, se fe L(G,X) e & invariante parafungoes
cquivalentes de G, entdo Ju SV (L-r,01,L(X)) tal que £(¢) =
-‘L du(8)¢(0) Y¢ ¢ G e a equagao (D) fica x(t) -] du(e)x(t+ ).

r -r
Vemos que uy = M Y¢ €6G.

€ facll ver que nesse caso m e m e mk e @k Yke N sao
verificadas.

Pelo teorema 2.2 de [H2) éonclnfmos que

@ é verificado =y ¢ G7([-r,0],L(X)) ou seja, para cada

peX temos pu{+).pe G{C~-r,031,X).

Quando [0] é verificado entdo vale @k Yk e N.

Observemos que quando f ¢ L(G,X) n X temos a existéncia e
unicldadé de solugio para cada dado iniclial e para cada b>0
a aplicagao QcG-ﬁx(o)I[_r'bJeG(['r.b].X) além de continua &

linear (e portanto C").

m
+
Ex.1) (D) : x(t)= lEIAix(t-ri).com O<r <roc...<r sr e Ai"'(x)

Essa equa,ac jv.tifica o nome: equagao a diferengas
" +

Colocamos f(¢) = A|¢(-r|) e vemos que f & invariante pa-
im}

ra fungdes equivalentes de G, Se estivermos em G' podemos es-
m .
crever f($) = 'E‘Aio(-ri). f verifica m e m por verificagao
direta.
Como o niclec u & uma fungao escada com saltos R, em g=-r.
e vale 0 em )-r,0), temos que f verifica .

Ent3o temos 2 solugdo Unica de (D) em 6 ([-r,=[,X) para

cada dado inicial em G‘
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Para termos solugao para tras, precisamos ter ™ pois
+ "
assim A(¢) =A_ YéeG e devemos ter AL inversivel. Nesse caso

@ esta satisfeito (tome L-A;l) e temos uma Unica solugao de

(D) em ¢t (R,X).

0
Ex.2) (D): x(t) -j ox(t+8)d6.

-r

2
Vemos que p{8) = gz_ 1, € continuo. Assim f verifica [0] e

m e temos uma unica solugao x(¢,f) ¢ G([-r,=[,X).
Nao temos solugdo para tras pois y nao tem saito em @= -r

(A(¢) =0).

B -~ EXEMPLOS GERAIS

m .
Ex.3) (D): x(t) =sen{ L Aix(t-r:)).
’ =1
Aq.ul X=R e 0<r‘<rz<... <ro=r e A|#0.

m m
Vemos que f verifica [T]e f'(¢)a¢pmcos( T Al¢(-r"')) by AiA¢(-r'i°)
l=1

i=1

m
e u, ¢ uma fungao escada com salto I\icos( I Ai°(-r:)) emg=-r, .
. iml

Por verificagao direta vemos que vale @'@+’mk'mk (Yk e N).
E] se verifica pr's u¢(0) = 0 para -r <06s50.

Logo (D)} tem solugdoc unica x(¢,f) ¢ C+([-r,w[,x) para ¢ ¢ G+
que é C em relag3o ao dado imicial.
' m

0 salto em 8=-r € A(¢) -AMCOS(IElAi¢(-r;)) e nao podemos
encontrar um Le¢R; L¥ 0 tal que 0<L.A(¢) <2 pois o cosseno
pode mudar de sinal ¢ entao nada podemos afirmar sobre a exis-
téncia de solugao para tras.

Agora, se tomamos © exemplo:
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m + m +

Ex.h) (0): x(t) =sen( I Aix(t-r|))+ A LA x(t-r))
i=1 j=y !

tudo como no exemplo anterior.

Entao valem todas as propriedades do exemplo anterior e
. . .
vale E se tomamos A > 1, pois A(¢) -Am[cos( TA$(-r.))+2].
_ a1 | i
1 1 - + 1
Se tomamos L=y temos que lLa(¢)-1] = [ycos( B A d(-r ))|s—<1.
m : jml A

Assim, dado ¢ €G*, existe um dnico x= x(¢,f) € 6*(R) solu-

¢ao de (D) com dado imicial ¢.

I1t. UM TEOREMA DO TIPO HARTMAM-GROBMAM PARA A EQUAGKO (D)

Seja fo:i(* e tal que f(0)=0.

DEFINICKO 1. Para cada t ¢R, podemos definir o operador de e-
volugao T(t) : ¢t -6* por T(t)¢-xt(¢.f) (ele esta bem defini-
do pela proposigao 8).

(T(t)'}tcn € o fluxo da equagao (D) x(t) = f(xt) e para ca-
da ¢¢G", {T(t)oeG |teR) é a orbita de ¢ em G'.

Como f(o)-o. temos que T(t)0=0 Yt e¢eR, ou seia. J ¢

um
equilibrio de (D) ou um ponto fixo de {T(t)). cada T(t) & con-
tfnuo em G' pela proposigao 5.

Da unicidade da solugao verificamos que {T(t) }“R forma

um grupo de operadores, ou seja,

T(0) = lc" (identidade de G*)
T(t)o T(s) = T(res) Ve,seR
T = T(-t) Veem

- . 0 . .
Repare que {T(t”tck nao ¢ um € -grupo, isto €, n3o é ne-

cessariamente verdade que lim T(t)¢p = T(s)¢ para toda ¢ ¢ G'.
t+s
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Considerando a equagao variacional linear de (D) em torno
da solugao aula com dado inicial Yo = 0 e fend

(0)*: y(e) = £ (0)y,

Vemos que f ¢ ')'(+-v.f' (0) e ')'(+. Assim ly=y(2¢.'(0)) ¢ 6* (R,X)

“solugao de (D)' com dado inicial A¢ (aqui repare que para t=0

teremos y{0) = f'(0).4¢ e nao y(0) = Ad(0) = F(Ad)).

DEFINICAO 2. Para cada t e R, podemos definir o operador de e-
volugao linear T(t) : 6* + 6" por T(t)86 =y*(80.F'(0)) ¢ G onde
y:(M.f'(O))(G) =y{A¢.f'(0)) (t+0) para Be(-r.0[ e
vy (8¢,f (0))(0) =F(y (ad.F'(0)).

.{T(t)}“n e o fluxo da equagao (D)'.

Pela proposig3o 5 & pela linearidade chegamos a T(t)el(G")

YteR.

Da unicidade da solugao verificamos que (T(t))t R forma um
€
grupo de operadores, ou seja
T(0) =1 .

T(t)o Tis) -« T(t+s) ¥Yt,s ¢R

T(t)'I = T(-t) Yt e¢R

y dx, (¢)
Pela proposigac 7 vemos que T(t)t_w-yt(lw)----———l.5 0_A¢ -
d4 =
dr(e)¢
- lo-o'°¢'
dé

DEFINICKO 3. Dizemos que um automorfismo L ¢ L(E) (onde E & um
espago de Banach) € hipeabolico se o espectro do seu comple-
xificado nao intercepta a circunferencia 5w {(AeC| |rf =1},

€ sabido que (ver [P) artigos | e 11) isso e equivalenteadi-

zer que existem subespagos fechados de E, invariantes por L,

Es e Eu tais que E-Es@Eu e l.s'-L1Es S0 tem valores espectrais

com modulos menoresque | enquanto que L = ‘-150 s0 tem valores
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- -1 o
espectrais com modulos majores que 1, ou seja Lu so tem valores
espectrals com modulos menores que 1.
De modo que em E_, L € uma contragao e em E , L € uma ex-

" pansao.

TEOREMA. Se para um certo teR, t>0, T(t) & hiperbolico, en-
tao existe um homeomorfismo h: 6" +6* com h-1 o Iimitado. e
ex-lste uma vizinhanga W de ¢ =0 em ¢t tal que ¢
. .hoT(t) = T(t)o h em W.

Por causa desta relagao dizemos que T(t) e T(t) sao topo-
loéicamante eéuiualenzea en W ou ainda que. conjugam em V.

Para a prova desse teorema, usamos os dois lemas seguin-

tes que sao encontrados em [N] por exemplo.

LEMA 1, Para L ¢ L(E), E espago de Banach, L automorfismo hi-
perbolico, temos que 3§ >0 tal que YE : E-'E continua, limita-
da e lipchitziana com Lipg < 6(Llp£ € a constante de Lipchitz
de E) temos que

Existe um Gnico h§: E+E homeomorfismo com hE- e limita-’

do tallque hgo (L+E) = Lo hc.

LEMA 2. Se £: E+E & de classe C! e tal que £(0) =0 e E'(0)=0
entao Ye >0, 3W vizinhanga de 0 em E & LT:E-E tal qhe Eecor

tlnua, limlitada e lipchitziana com Lipf<e e EIU-‘;;

PROVA DO TEOREMA. Definamos £ : G* + GV |E=T(t)-=T(t). Assim £ & de
dT(t)I
¢=0 do

Como T(t) & um automorfismo hiperbolico, pelo lema 1, 36 > 0}

classe C' e £(0) =0 e £'(0) = dz(”l =T (t)-T(t)=0.
) ¢

+ 4+ . - ‘
YE:G +G continua, limitada e lipchitziana com LipE < § temos

B + -
que. BEhE:G +6%, homeomorfismo com hE-I 4+ limitado ‘tal que
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hEo(T(t)+E) - T(t)ohE

Pelo lema 2, para €= &, IW vizinhanga de 0 em 6* e E:G*+G"
limitada, contfnua e llpchitziana com Lipf < 4§ tal que g]w-.g,
Tomando h = hy temos que para bew '

he(T(t)+E) ¢ = T(t)ho, ou seja,

heT(t) ¢ = T(t)aho .

Atravées desse homeomorfismo h do teorema, podemos caracte-

rizar as varledades estivel e Instavel do ponto fixo 0 do flu-

xo {T(t)}

teR’
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