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Resumo 

Neste trabalho consideramos o problema da determinação do tempo ótimo de burn­

in de um sistema coerente observado ao nivel de seus componentes, mediante o uso 

de uma regra de parada monótona, considerando quatro critérios de ot.imiza.ção que 

envolvem estruturas de custo e de ganho relativas ao burn-in e à operação ou uso 

posterior do sistema. Supomos que os processos de taxa de falha tem a forma de 

banheira. 

Palavras chaves: Burn-in, taxa de falha com forma de banheira, semimartingal 

regular, regra de parada ótima. 

1 Introdução 

O burn-in é um procedimento usado na fabricação de alguns produtos, tais como produ­

tos eletrônicos, afim de eliminar itens defeituosos com tempos de vida inferiroes a.o tempo 

desejado, para assegurar que somente aqueles coro confiabilidade e qualidade desejada se­
jam colocados no mercado. Com este objetivo o fabricante submete, por um período de 
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tempo (período de burn-in), os ítens produzidos a testes que simulam situações típicas de 

uso ou até mais severas. Aqueles que sobrevivem são colocados em serviço, vendidos ou 

submetidos a testes adicionais. Os procedimentos de burn-in estão relacionados aos custos 

de produção, dos quais representam uma parte importante. Uma confiabilidade alta ao ini­

cio do ciclo de vida de um produto contribui na redução dos custos de operação do produto. 

Jensen e Petersen (1982) apresentam muitas das idéias tradicionais desenvolvidas com res­

peito ao burn-in. Entre tais idéias está a que considera apropriado usar um procedimento 

de bum-in quando os tempos de vida de um produto são modelados como uma mistura 

de funções de distribuições de probabilidade, modelando dois tipos de ítens dentro de uma 

população: aqueles que, segundo sua confiabilidade e sua qualidade, são fracos ou fortes. 

Assume-se que os tempos de vida dos sistemas têm também este comportamento dicotômico 

(Block, e Savits, (1997)), de forma tal que a subpopulação de defeituosos apresenta uma 

mortalidade infantil, isto é, uma taxa de falha inicial alta. Assim, consideramos efetivo 

aplicar um procedimento de burn-in quando o tempo de vida de um sistema tem uma taxa 

de falha. inicial alta mas que decresce com o tempo. Os Bitemas que sobrevivem ao burn-in 

possuem a mesma taxa de falha do sistema inicial truncada à esquerda, e portanto o pro­

cedimento de burn-in elimina a parte do tempo de vida inicial na qual o sistema teria uma 

alta propensão a falha. 

A classe de tempos de vida que tem taxas de falha com a forma de banheira satisfazem 

a propriedade anterior. &pecí.ficamente, para este tipo de distribuições, a taxa de falha 

inicial é alta (período de mortalidade infantil) a qual decresce aproximadamente até uma 

constante (período de vida útil) e .finalmente cresce com a idade avançada (período de des­

gaste) . 

Na literatura recente encontramos diferentes trabalhos que direcionam o problema de achar 

o tempo ótimo de burn-in segundo diferentes critérios relativos à operação, manutenção, ou 

garantia do produto, por exemplo, Mi (1991, 1994, 1997), Cha (2000, 2001, 2003}, Nguyen 
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e Murthy (1982), Kar e Nachlas (1997), Yun et. ai. (2002), Sheu e Chien (2005), entre 

outros. Block e Savits (1997) faz uma revisão dos modelos de mistura, e sobre os critérios 

para a determinação do tempo ótimo de burn-in, que são classificados em dois grandes 

grupos: os baseados no desempenho sem ter em conta nehuma estrutura de custo e aqueles 

baseados em custos. Neste trabalho, consideramos alguns destes critérios. Em todos estes 

trabalhos a análise é feita sem considerar o relacionamento entre o sistema e seus compo­

nentes, através da abordagem denominada de caixa preta em que observamos o tempo de 

vida do sistema no tempo. Propomos analisar diferentes critérios de otimização observando 

um sistema coerente ao nível de seus componentes, isto é, através da filtragem F = (.1"1) 1~ 0 , 

onde T;, i = 1, · · · , m são os tempos de vida dos componentes do sistema e admitindo que 

as taxas de falhas são processos estocásticos. A partir da representação semirnartingal dos 

processos de contagem envolvidos nos processos de falhas considerados é possível definir, 

sob certas condições, uma regra de parada ótima baseada em uma classe apropriada de 

tempos de parada, como é descrito em Jensen (1989) e Aven e Jensen (1999). 

Este trabalho está organizado como segue: Na Seção 2 apresentamos as definições básicas e 

suposições da teoría dos martingais necessarias em nossa modelagem. Na Seção 3 definimos 

o método de otimização baseado na regra de parada monótona I LA (Jnfinitesimal-Look­

Ahead); finalmente, nas Seções 4 a 7 desenvolvemos com base na regra de parada monótona 

quatro problemas de otimização segundo diferentes critérios de custos. 

2 Conceitos básicos e suposições 

Com o fim de aplicar a teoria dos martinga.is lembramos alguns conceitos. 

Definição 2.0.1. Seja { o tempo de vida de um sistema coerente de m componentes com 

tempos de vida T;, i = 1, 2, ... , m, definidos em um espaço de probabilidade completo 
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(O, :F, P), com a filtragem F = (:F,)1;,:o, 

:F1 = { l{T,>•}, i = 1, 2, ... , m, O$ s $ t} (1) 

uma familia de sub u-álgebras de :F satisfazendo as condições de Dellacherie, isto é, cres­

centes, oontínuas à. direita e completas. 

Definição 2.0.2. Uma variável aleatória positiva estendida ( é um :F1-tempo de parada, 

se e só se, { ( $ t} E :F1, V t ~ O. Um :F1-tempo de parada ( é previsível se existe urna 

seqüência ((n)n;,:o de :Frtempos de parada, (n <(,tal que (n-+ (, quando n-+ +oo. Um 

:Frtempo de parada ( é totalmente inacessível se P( Ç = Y < oo) = O para tudo :F1-tempo 

de parada previsível Y. 

Definição 2.0.3. Um processo estocástico Z = (Z1) 1~ 0 é chamado um semimartingal 

regular ou SSM se admite uma decomposição na forma 

Z1 = Zo + l f,ds + M,, (2) 

onde (f,)1;,:o é um processo progressivo, E(IZ0I) < oo, E{ J; IJ,lds} < oo V1~0, e (M,)1~0 E 

Mo (martingal de média zero). Usamos a notação Z = (f, M). 

Definição 2.0.4. Segundo Aven e Jensen (1999), Se (O, :F, F, P) é um espaço de proba­

bilidade filtrado e ( é um F-tempo de parada, tal que o processo (Z1)1;,:o, Z1 = l(<St} tem 

uma representação SSM, 

(3) 

então ( é um tempo de parada totalmente inacessível e o martingal M é quadrado integrável, 

ME M~. Se ( é um tempo de parada totalmente inacessível, então o processo Z = (Z1)i>o, 

Z1 = 11,5,} tem uma única descomposição P-q.c. Z = A+ M, onde M é um martingal 

uniformemente integrável e A é contínua P-q.c. 

Definição 2.0.5. Um processo de intensidade :F1-mensurável (.X1) 1~o tem a forma de ban­

heira (P-q.c) se existem :F1-tempos de parada 8 1 e 82 tais que À1 é estritamente decrescente 

se O $ t $ 81, À1 é constante se 8 1 $ t $ 82 , e À1 é estritamente crescente se t ~ 82 . Os 

tempos de parada 81 e 82 são chamados de tempos de mudança (troca) de À1• 
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3 Otimização usando a representação semimartingal 

3.1 Regra de parada monótona 

Segundo Jensen (1989), uma. regra. de para.da. é uma. estratégia. que determina o tempo de 

para.da. com respeito a. toda a informação passa.da sobre um processo aleatório. Assim, as 

regras de para.da podem ser identifica.das com tempos de para.da, e portanto, sob condições 

apropriadas, pode-se descrever como o primeiro instante no qual o processo observado atinge 

o supermartingal minimal dominante. Neste trabalho consideramos a chamada regra de 

para.da J LA (Infinitesimal-Look-Ahead) que corresponde a.o primeiro tempo de entrada, de 

um processo observado, em um conjunto Borel conhecido e fixa.do (Jensen, 1989). 

A regra J LA é a.plica.da. a processos Z = ( Z1)1 os quais admitem a representação semi­

ma.rtingal regular (SSM) dada em (2). Ta.is processos são definidos no espaço de probabil­

idade completo (S1, .r, P), com a filtragem lF = (.ri)i,!:O• Segundo Aven e Jensen (1999), se 

( > O é um F1-tempo de parada finito com E[Zd > -oo e e? é a classe de Fi-tempos de 

parada finitos, 

cr = { iJ: iJ é F 1-tempo de parada, iJ :S: (, E((] < oo, E[Z.,] > -oo }, (4) 

então, a regra de parada J LA é definida. como segue. Seja Z = (!, M). Sob a condição 

(caso mon6tono), 

{!t :5 Q} Ç {!1+11 :S: Q} V1,heR+, U{ /1 :S: Q} = n, 
t~O 

(5) 

a regra J LA é da.da por, 

(6) 

Segundo Aven e Jensen (1999), se o ma.rtigal M é uniformemente integrável, então sob o 

caso monótono e a regra I LA, {, 

E[Zd = sup{ E[Z.,]: ,{J E cr}. (7) 
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4 Problema 1 

Um sistema coerente com tempo de vida Ç é submetido a um procedimento de burn-in com 

tempo de duração b. O sistema que não sobrevive 80 tempo b tem um custo C0. Se ele 

sobrevive 80 tempo de burn-in mas não sobrevive a um tempo fixado de operação adicional 

r, tem um custo C > C0. Se o sistema sobrevive b + r unidades de tempo tem um ganho 

de K. Queremos achar o tempo de burn-in que maximize a função 

G(r, b) = K · P(Ç > b + r) - Co · P(Ç $ b) - C · P(b < Ç $ b + r) 

= K + {C - C0)P(Ç $ b) - (C + K)P(Ç $ b + r) {8) 

Antes de resolvermos este problema consideramos a seguinte questão, também analisada em 

Bueno (2007). Suponha que desejamos encontrar b que minimize E[Yb.,.] = P(b < Ç $ b+r), 

onde o processo Yb.,. é dado por 

(9) 

Para isto supomos que Ç é um tempo de parada totalmente inacessível e usamos a sua 

representação semimartingal regular. Por (3), obtemos, 

}7 = 1"+..- l{c>•J>..ds + Mb+.,. - lb l{c>•J).•ds - Mb 

= [1.,. l{c>•}).,ds + M.,.] + ib+.,. l(c>•JA.ds -1b l{c>•JA,ds + (Mb+-r - M.,. - M1,) 

= Yó -11,[l{c>•}>,., - l{c>•+-r}A,+.,.Jds + M;, M; E Mo, U.J, {10) 

onde o processo Yi{ é dado por Yó = l{çs;..-} = J; l{c>•}>.,ds + Mr, e o martingal M{ é 

igual a M{ = Mt,+.,. - M.,. - M1,. Portanto, 

{11) 

e parar fixo, o b que minimiza E[Yi,"] é o mesmo b que maximiza K(r, b) = E{ J:[1{<>•}.>.,­

l{<>•+.,.}.>.,+..-]ds }· Considerando o processo Y,," = -Yí,.,., podemos reformular o problema de 
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minimizar E[Y{) como de maximizar E[Y{J. Em particular, procuramos um .1'1-tempo de 

parada B• numa classe apropriada de tempos de parada Cf, 

Cf = { B ~ O : B é .1'1-tempo de parada, B + r $ (, , E[(J < oo, E[B) < oo }, (12) 

tal que, 

K(r,B•)=sup{K(r,B): BE~}. (13) 

Desde que considera.mos tempos de parada B E Cf, temos que ( > B + r, e portanto 

( > B. Logo, 

(14} 

Teorema 4.0.1. Suponha que o processo de intensidade de falha do sistema (Àt)t"?.O tem a 

forma de banheira com tempos de mudança O $ S1 $ S2, e Ào < À00 = lim1-00 Àt. Então o 

tempo ótimo de burn-in B• E Cf que maximiza K(r, B) é tal que 

Prova. i. Considere os dois casos seguintes, 

(b) ÀT < Ào P-q.c. 

Em (a): Como (À1)t"?.O tem forma de banheira e Ào < À00 temos, r > S2 e obtemos que 

À, $ À,+T, V,"?.O· Assim, se s = s + h, temos À,+h $ À,+T+h, V,"?.O,h"?.O· Portanto, neste caso, 

0 processo f, = À, - Àa+T é tal que, f, $ Ü, rf,'?_0 e 

{!. $ O} ç Uo+h $ O} v,,heR+, U{ f, $o} = n. 
•"?.0 

Em (b): Pela forma de banheira de (Àt)t"?.O e Ào < Àoo, temos que V..,en, existe s• ~ O tal 

que À,· $ À,·+T· Então, 

(b-1) ses• $ S1, necessariamente, pela forma de banheiras• +r > S2 , assim que À,$ À,-n, 

\:/,"?.,·, e portanto, À,+h $ À,+T+h, \:/, "?.,•,h"?.O· 

7 



(b-2) Se s• ~ S1, como >.. é não decrescente P-q.c em {s ~ S1}, >.. $ >.,+r, V,?.•· • e 

portanto ).a+h $ ).•+r+h, \/,?_a•,h?.O· 

Portanto, de (b-1) e (b-2) conclui-se que se >-r < .Ào e >.0 < >.00, para todo w E n existe 

s• ~ O tal que para o processo f. = >., - >.,+r, 

u. $ O} ç {f,+h $ O} V,?.a',heR+, U{t. $o}= n . 
•?.0 

Observe que em (a) para todo w E n, s• = O. Assim, de (a) e ( b) temos que o processo f, = 
>., - >.,+r satisfaz as condições do caso monótono e como o martingal M; é uniformemente 

integrável, aplicamos a regra J LA dada por 

Bª = inf{B E cr : ÍB $O}= inf{B E cr: >.B $ >.B+r}, 

tal que 

E(LB' (>., - >.,+r)ds1 = sup{ E(LB (>., - À,+r)ds] : B e cn = K(-r, Bª). 

ii. Seja Sª(w) = s• o .r1-tempo de parada tal que .>. •• $. >-,·+r· Dos casos (a) e (b) 

analisados em i., temos que Bª = inf{S•(w) : s• $. S1} em {Sº $. S1}. Por outro lado, 

observe que inf{Sª{w) : s• ~ S1} = S1 , e portanto, em {S• ~ S1}, B" = S1. Do anterior 

conclui-se que Bª $ S1. ■ 

Agora consideramos o problema de maximizar a função dada em {8). Seja z; o processo 

dado por, 

(15) 

Observe que E[Z6] = G(-r, b). Definimos o problema de otimização como achar o .ri-tempo 

de parada ir e C[ que maximize E[Z.sl, isto é 

E[Z1,] = G(-r, Êº) = sup{ G( -r, B) : B E C[}. (16) 

Sob a suposição que ( é um .1"1-tempo de parada totalmente inacessível, a representação 

semimartingal regular de Z8 é, 

ZJi = K + 18 

l(c>a}(G - Co)>.,ds + (C - Co)MB - 1B+r l(c>a}(C + K)>.,ds - (C + K)MB+r 
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=K+ 1s l{<>•}(C-C0)>.,ds-[1T l{<>•}(C+K)>.,ds+(C+K)MT] 

-istt 
l{<>•}(C + K)>.,ds + [(C - C0)Ms + (C + K)(MT - Ms+r)J 

= Zc;" + 1s [l{<>•}(C - Co)>., - l{<>•+r}(C + K)>.,+r]ds + R1, RÉ E Mo, U.J, (17) 

onde o procesoo Zó = K - [J; l{ç>,}( C + K)>.,ds + ( C + K)MT] = K - (C + K)l{ç~T} e 

o martingal R8 é igual Rá = (C - Co)Ms + (C + K)(M.,. - Ms+T)- Logo, 

E[Z8] = E[Zó] + E{1s [l{ç>,}(C - Co)>., - l(ç>,+r}(C + K)>.,+r]ds }- (18) 

Desde que só consideramos tempos de parada B E Cf, temos que Ç > B + ,,- e portanto 

Ç > B. Assim 

E[Z_i.] = G(r, ÍJ•) = sup{ E[Zó] + E{1s [(C - Co)>., - (C + K)>.,+r]ds} : BE cn 
= sup{ E [Zó] + (C + K) · E{1s [À, - >.,+r]ds} : BE cn, (19) 

- (ª- ªº) onde .X, = C + K .X,. 

Observe que o tempo de parada B E Cf que maximiza E[Z8] é o mesmo que maximiza 

H(r, B) = E{J0s[À, - Àa+T]ds }, isto é, 

H(r,fJ*) = sup{H(r,B): BE cn. (20) 

Logo, para a aplicação da regra I LA, consideramos o processo f, = À, - À.+T em { Ç > 

B + r}, paras S B . Note que, 

{(C-Co) } (C-Co) {f. $O}-<=> e+ K À,$ Àa+T ' com o< e+ K < 1. {21) 

Teorema 4.0.2. Sob as condições no teorema 4.0.1, 

i. B• = inf{B: BE Cf, Às$ Às+T }, onde Às= ( ~~~ ).xs 

ii. Ê• $ B• = inf{B : BE C[, Às S Às+T} S S1. 
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Prova. i. Observe que 

(22) 

Consideramos os dois casos seguintes: 

i-1. Suponha que .XO $ >.5,. Pela forma de banheira temos que, para todo s ~ O, >.. ~ >.s, e 

portanto, .XO $ >.., v.>o• Como o processo>.. também tem a forma de banheira, então para 

todo O $ s' $ S2 temos que.>.., < .XO e assim, pelo resultado anterior, >.., < >.., \/0$•':s:s,,.;,:0 • 

Portanto, 

{23) 

Ses'> S2, pela forma de banheira e {22), temos que para todos~ s' > S2, >.., < >.., $ >.., 

então, 

{24) 

De {23) e (24) conclui-se que 

, i-2. Suponha que >.0 > >.s,. Pela forma de banheira de >-. e de >.., para todo w E n 
~ 

existe O $ t' $ S1 tal que t' = inf{s ~ O : >-. $ >.s.} e portanto Ào > >.. ~ Àt', Vo::;;.$t' • 

Sejas• = inf{s ~ O : >., $ >..+T }. Do teorema 4.0.1 temos que para todos ~ s-, h ~ O, 

>.. $ >..+,., portanto >.•+h $ >.•+-r+h· Por (22), obtemos que para todo s ~ s•, h ~ O, 

>-. < >.. $ >..+,., então, >.•+h < >-.+h $ >..+,.+h· Além disso, observe que para todo s ~ O, 

Àt' $ >.. e por i-1., temos que para todo s ~ t', >.. $ >..+,. por o qual também, para todo 

s ~ t', h ~ O, >..+h $ >.•+-r+h· Concluimos que 

(26) 

De i-1., e i-2., o processo f. = >..- >..+,., s $ B, BE Cf, satisfaz o caso monótono e como 

o martingal R;, em (17), é uniformemente integrável, a regra ILA ótima é f3• = inf{B: 

I" -BE Cc, >.s $ >.s+-r}-

ii. Por definição de iJ•, temos que V S<ÊJ•, Às > Às+..-• Suponha que B• < f3•, então 
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jB· > >.8.+T> de onde teriamos que >.B- > ( g;:~) >.B-+-r > >-B•+-r· Mas, por definição, 

>.B- $ >.8 -+-r, que é uma. contradição. Portanto B• ~ B•. ■ 

4.1 Exemplo 

Seja. ( o tempo de vida de um sistema coerente de dois componentes em paralelo, isto é, 

( = T1 V T2, onde os tempos de vida dos componentes, T1 e T2 são definidos por T1 = 

Z1 /\ Z 12, T2 = Z 2 /\ Z 12, com Z1, Z2, Z12 variáveis aleatórias iid com função de ta.ica de falha. 

r(t) = e-1 + 0.lt, t ~ O. Então, a F1 intensidade de ( é, >-1 = r(t) + r(t)l(r,"T2$t<TiVT,}· 

A figura. 1 apresenta a função de densidade J(t) = r(t)F(t), a. função de sobrevivência. 

:! ~ 

= : 
: : 

<> ~ ., 
: : 
:;: :;: 

: : 
IO 100 IIO - IO 100 150 ... 

:! 

:l 

~ 
:! 

;i 

o 10 1$ 20 

Figura. 1: Função de densidade, de sobrevivência. e da taxa de falha. no exemplo 4.1 

F(t) = exp{- J; r(s)ds} e a. função de troca de falha. r(t) correspondente. Observe que 

r(t) tem forma de banheira com um só ponto de mudança. em tm1n, r(O) = 1 < r(oo) = +oo, 
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e 

{

r(t), 

.Àt = 2r(t), 
(27) 

Portanto o processo de intensidade .Àt só tem um único tempo de mudança S1 = S2 = tmin, 

e .Ão < .Àoc, = +oo. No conjunto {tmin < T1 /\ T2 } o processo .À1 é como na figura 2, 

e no conjunto { tmin ~ T1 /\ T2} o processo À, é como na figura 3. Queremos achar 

.. 

o ... 

Figura 2: Processo de intensidade em {tmin < T1 A T2}, exemplo 4.1. 

Figura 3: Processo de intensidade em {tmin ~ T1 A T2}, exemplo 4.1. 

B• = inf{B E Cf : Às~ Às+r}- No conjunto {tm1n < T1 /\ T2} consideramos dois casos, 
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i. O conjunto { B + -r < Ti /\ T2 } : Neste caso temos que resolver, 

r(B) = r(B + r) => e-8 + 0.lB = c<B+-r) + 0.l(B + r). 

ii. O conjunto {B + -r ~Ti/\ T2 } : Neste caso temos que resolver, 

r(B) = 2r(B + r) => e-8 + 0.lB = 2e-(B+r) + 0.2(B + -r). 

No conjunto {tmin ~Ti/\ T2 } também consideramos dois casos, 

i. O conjunto {B <Ti/\ T2} : Neste caso temos que resolver, 

r(B) = 2r(B + r) => e-8 + 0.lB = 2e-CB+T) + 0.2(B + -r). 

ii. O conjunto {B ~Ti/\ T2 } : Neste caso temos que resolver, 

2r(B) = 2r(B + -r) => r(B) = r(B + r} => e-8 + 0.lB = c(B+-r) + 0.l(B + -r). 

A seguir, apresentamos as soluções para r(B) = r(B + -r) para valores distintos de -r, 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

B• 1.844 1.645 1.464 1.300 1.153 1.019 0.898 0.787 

A seguir, listamos as correspondentes soluções para r(B) = 2r(B +-r) para valores distintos 

der, 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

B• 0.188 0.468 0.486 0.431 0.349 0.258 0.165 0.075 

Para achar ÍJ" = inf{B E Cl, Às~ Às+.,.}, onde >-s = (~-:;.1)Às, também temos que 

considerar os conjuntos {tm1n <Ti/\ T2} e {tm1n ~Ti/\ T2}. Seja r(t) = ( ~-:;.'; )r(t), com 

Co = 2, C = 10, e K = 5.2. 

Em {tm1n < T1 /\ n} temos que, 
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e 

{

r(t), 

>-t = 2r(t), 
(27} 

Portanto o processo de intensidade >.i só tem um único tempo de mudança 8 1 = 8 2 = tmtn, 

e >.o < >-«, = +oo. No conjunto {tm10 < Ti /\ T2} o processo >.i é como na figura 2, 

e no conjunto { tmin ~ T1 /\ T2} o processo >-t é como na figura 3. Queremos achar 

., 

o ... 

Figura 2: Processo de intensidade em {tmin <Ti/\ T2}, exemplo 4.1. 

Figura 3: Processo de intensidade em {tm1n ~Ti/\ T2}, exemplo 4.1. 

B• = inf{B E Cf: >.s ~ >.s+r}- No conjunto {tmin <Ti/\ T2} consideramos dois casos, 
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i. O conjunto {B + T <Ti/\ T2} : Neste caso temos que resolver, 

r(B) = r(B + r) ==} e-8 + 0.1B = e-CB+T) + 0.l{B + r). 

ii. O conjunto {B + T ~Ti/\ T2 } : Neste caso temos que resolver, 

r(B) = 2r(B + r) ==} e-8 + 0.1B = 2e-CB+T) + 0.2{B + -r). 

No conjunto { tmin ~ Ti /\ T2} também consideramos dois casos, 

i. O conjunto {B <Ti/\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

r(B) = 2r(B + r) ==} e-8 + 0.1B = 2e-(B+T) + 0.2{B + -r). 

ii. O conjunto {B ~ T1 /\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

2r(B) = 2r(B + r) ==} r(B) = r(B + r) ==} e-8 + 0.1B = e-(B+..-) + 0.l{B + r). 

A seguir, apresentamos as soluções para r{B) = r(B + r) para valores distintos de -r, 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

Bº 1.844 1.645 1.464 1.300 1.153 1.019 0.898 0.787 

A seguir, listamos as correspondentes soluções para r(B) = 2r(B +r) para valores distintos 

de -r, 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

Bº 0.188 0.468 0.486 0.431 0.349 0.258 0.165 0.075 

Para achar ÊJ• = inf{B e cr, >-s ~ ÀB+T}, onde >-s = (~:;.1 )>-s, também temos que 

considerar os conjuntos {tm1n < T1 /\ T2} e {tmin 2:: T1 /\ T2}. Seja i'(t) = ( ~:;.1 )r(t), com 

Co = 2, C = 10, e K = 5.2. 

Em {tm1n < T1 /\ T2} temos que, 
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onde ,m = Jt -1
( ) dM; é um martingal de média zero e limitado em L2

, portanto uni­
F< s 

formemente integrável. 

Neste ponto redefinimos o problema de otimização como achar o .ri-tempo de parada 

B• e cr (com ({ definida em (12)) tal que K(r, B•) = E[Z8.] = inf{K(r, B): BE C[}. 

Desde que só consideramos tempos de parada B E C[, temos que em { ( > B +r}, a variável 

indicadora 1{,<($•+r} = O, 'vo<,s,S, enquanto que !{<>•+,-} = !{<>•} = 1, 'vo<,s,s-Portanto, a 

representação semimartingal para Z8, com BE Cf, simplifica para, 

Assim, 

K(r, B) = E[Z8] = P(( :Sr) - E{ fs [À,P, tt'"]ds } -
sec[ sec[ lo < s 

(34) 

De (34) concluimos que 

K(r,B•) = inf{K(r,B) : BE cn ~ G(r,B•) =sup{E[1s [À,~(~t,.]ds] : BE cn, 
(35) 

e consideramos o problema de maximizar G(r, B). 

Teorema 5.0.1. Sob as condições no teorema 4.0.1, o tempo ótimo de burn-in B• E Cf 

que maximiza G(r, B) é tal que 

i. B• = inf{B: BE C[, Às :S Às+,-} e 

Prova. Para a aplicação da regra de parada J LA observe que o processo f, em { ( > B + r} 

é igual a J, = [ À, i (~t,.] para s :S B, assim, {J, :S O} ~ {À, :S À,+,-} e sob as mesmas 

condições no teorema 4.0.1, o caso monótono é satisfeito e com o martingal R'{; em (32) 

uniformemente integrável, então a regra J LA ótima satisfaz i. e ii., como foi provado em 

4.0.1. • 
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6 Problema 3 

Suponha que um sistema coerente é submetido a um procedimento de burn-in com período 

fixado b; se falha antes do tempo b o sistema é descartado a um custo e. > O e outra unidade 

é submetida ao mesmo procedimento. Thte processo é repetido até obter a primeira unidade 

que sobrevive ao tempo de burn-in b. O custo para este procedimento é proporcional 

ao tempo necessário para obter uma unidade sobrevivendo ao burn-in, com constante de 

proporcionalidade C0 • O sistema que sobreviver ao procedimento de burn-in, resultante do 

processo anterior, é colocado em operação. Um custo de C > e. ocorre se o sistema não 

sobrevive a um tempo de missão fixador, e um ganho de K se êle sobrevive a este tempo. 

6.1 Custo esperado devido ao burn-in 

Para obter o custo durante o processo de burn-in, considere a seqüência de tempos de vida 

(;, i ~ 1, das unidades submetidas ao procedimento. Então, em termos da seqüência(;, 

i ~ 1, o custo deste processo é igual a 
00 n-1 

K(b) = L II l{c1:Sb} • [C. • l{Cn:Sb} + Co • (b /\ (n)], (36) 
n=l i=l 

n-1 
com a convenção f1 (•) = 1, para n = 1. Como as variáveis(; representam os tempos de 

i= l 
vida de sistemas independentes, a seqüência(;, i ~ 1 é uma seqüência de variáveis aleatórias 

estatísticamente independentes. Seja >.1(i) o processo de intensidade de falha do tempo de 

vida do i-ésimo sistema submetido ao burn-in. Se >.1(i) = >.1, 'v';2:1 e se supomos que os 

(; são tempos de parada totalmente inacessíveis, então P((; 5 t) = F,(t),t ~ O, 'v';2:1 , é 

absolutamente contínua com função de taxa de falha r,(t) = dFJi(t} /F,(t), t ~ O, e função de 

sobrevivência Fc(t) = P(( > t), t ~ O. Sob tais condições o custo esperado do processo de 

burn-in é igual a, v(b) = E[K(b)], 

00 n-1 

v(b) = E{L II l{c1:Sb} • [C. • l{cn:Sb} + Co • (b /\ (n)]} 
n=l i=l 

00 n-1 

= L II P((; 5 b) · E[C. · l{cn:Sb} + Co · (b/\ (n)I 
n=l i=l 
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■ 

00 

= E(C. • l{{Sb} + Co · (b /\ ()) · Í::[Fdb))"-
1 

n=l 

(37) 

De (37) é claro que sob a condição de tempos de vida independentes e identicamente 

distribuídos, 0 custo esperado para obter uma unidade com burn-in é proporcional ao 

custo esperado num ciclo de burn-in para uma unidade com tempo de vida(. 

6.2 Custo e ganho esperado devido ao período adicional de operação 

O custo por falha durante o tempo de operação adicional de uma unidade com burn-in é 

igual a, C · (l{{Sb+r}I( > b), com valor esperado igual a 

E(C · l({SIH-T} • l({>b}) 1 
C(r,b) = P(Ç > b) = F<(b) · E(C · l{{Sb+TJ - C · l{(~bJ), (38) 

enquanto que o ganho por sobreviver ao tempo de missão 7" é igual a K • (l{(>b+r}I( > b), 

com valor esperado igual a 

(39) 

6.3 Função de otimização 

Queremos acharo.rt-tempo de parada.B• E Cf que maximize a função U(r, B) = G(r, B)­

C(r, B) - v(B), que por (37), (38) e (39) é igual a 

U(r,B) = K + E{ [l(C + K) - e.)· l{{<B} - (C + K) . l{{SB+TJ]} - E{Co(B /\ ()} 
F<(B) F<(B) . 

(40) 

Seja o processo ç,,,.- dado por 

(41) 
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Se ( é um tempo de parada totalmente inacessível, então por (3), obtemos a representação 

semimartingal regular de Çr,,r, 

Y,,T = [(C + K) - e.]. [1b 1(<>•}>., ds + Mb] - (C + K) . [[* 1(<>•}>.,ds + Mt,.+,,-] 

= -(C + K) [1T l(<>•}>.,ds + MT J + [(C + K) - e.] · 1b l(Ç>•}>.,ds 

- (C + K) [* 1(<>•}>.,ds + (C + K) · [MT - M~T] + [(C + K) - e.]· Mb 

= 'Yc{ + 1b [l(<>•}[(C + K) - C, ]>.. - l(C>•+r}(C + K )>.,+r]ds + M;, {42) 

onde o martingal M{ = (C+K)·[Mr-M~r]+[(C+K)-C,] ·Mb, e portanto M{ E Mo, U.I 
e Yó = -(C + K) · l(ç:Sr}· Suponha que [.Fç(b)J-1 é uma função absolutamente contínua 

de variação limitada em [O, b) . Então para representar o processo z; = F<êb) . Y,,T podemos 

usar a fórmula de integração por partes para integrais de Stieltjes, obtendo, 

onde Ri;= Jt P,~s)dM; é wn martingal limitado em L2
• Para tempos de parada BE Cf, 

temos que em { ( > B+r}, as variá.veis indicadoras l(c:S•+r} = l(ç$o} = O, 'vo<a:SB , enquanto 

que l(<>•+r} = l(ç>,} = 1, 'vo<•:SB· Assim, a representação semimartingal para Z8, com 
B E q, é simplificada para 

z" =-(e+ K)1 + 1ª [l(c + K) - c.J>.. - <e+ K)>.,+-r) d + R-T BE~ (44) s {<:S-r} o Fç(s) s s, <. 

Seja n = Co . (b /\ Ç) = I: Co · l((>•}ds, com parte martingal igual 8. zero P-q.c, e o processo 

xb = F/(b) • n. Pela fórmula de integração por partes para integrais de Stieltjes, obtemos, 

- 1 r6 [ 1 ( 1 )1 Xb = Fç(O) · To+ lo Fç(s-/T• +T • . d P,(s) 
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(45) 

Considerando só tempos de parada B E Cf, temos que em { ( > B + ,,. } , a variável 

indicadora lcc>,} = 1, 'vo<•S.B, enquanto que s /\ ( = s, 'vo<,S.B· Assim, a representação 

semimartingal para X8, com BE Cf, é simplificada para, 

X = 1B Co. [1 + s. r,(s)]ds B cF 
8 o Fc(s) ' E ç. 

(46) 

Observe que U(-r, B) = E[Ü8] onde o processo Ü8 = K + Z8 - XB. Para BE Cf, temos 

que, 

m = (Fn 18
{ [(C + K) - C,]À, - (C + K)À,+r - Co. [1 !" s . rç(s)] }d + R,T 

B o + o Fç(s) Fç(s) s B 

B -
= CFn + (C + K) 1 {[À,~>.,+.-] - (~) · [l + s. rç(s)J }ds + E B e CF 

0 
0 Fç(s) C + K Fç(s) 8 ' ç, 

(47) 

u.-T K (C+K)l ' [<C+K)-C.]' O< [<C+K)-C.] < 1 Lo bl com O = - (CS.r}, "• = c+K "• e _c+K . go, o pro ema 

de otimização corresponde a achar o .Ft-tempo de parada ir E Cf tal que, 

-.,, =. p 
E[U8.J = U(-r, B ) = sup{U(r, B), B e e,}. (48) 

Para a aplicação da regra J LA, consideramos neste caso o processo f, em { ( > B + -r}, 

igual a 

f _ [~. - À.+r] _ (~) . [1 + s · rç(s)] B (49) 
,- Fç(s) C+K Fç(s) 'paras$ · 

Sej~m g, = X.- >.,+r e h(s) = (
0 

~o K) • [1 + s • rç(s)], h(s) ~ (
0 

~o K ), v',2'.D· Observe 

que, 

(50) 

Teorema 6.3.1. Suponha que o processo de intensidade de falha do sistema (>.1) 1~ 0 tem 

a fonna de banheira com tempos de mudança O $ S1 $ S2, e >.o < >.00 = limt-oo Àt. Seja 

Pc = inf{B: BE Cf, ÍB $ O}, com ÍB definido como em (49). Se 

u. $ o} ç U,+,. $ o}, v-,2'.pé,"2'.º' UU, $ o} = n, (51) 
•2'.0 
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então EJ" = Pê $ Éº $ S1 onde ÍJ• = inf{B : B E C[, Ás $ Às+r}, com Ás = 

[
(C+K)-C,] , 

C+K "'S· 

Prova. Seja H ( r, B) = E { fos [Á, - >.,+,.] ds}, com Á, = [ (C~~kc.] >.., O < [<c~~kc.] < 1 

e 

H(r, iJ•) = sup{.H(r, B): BE cn. (52) 

Pelos teoremas 4.0.1 e 4.0.2 temos que se o processo de intensidade de falha do sistema 

(>.1)i>o tem a forma de banheira com tempos de mudança O $ S1 $ S2, e >.o < À00 = 

limi-oo >.1, então, 

- F - - [(C+KJ-C,] i. B• = inf{B: BE Cç, Às$ Às+r}, onde Às= - c+i< >.s 

Assim, o processo g, =>.,-À,+.,., satisfaz o caso monótono, e É•= inf{B: BE C[, 9B $ 

O}. De (50) temo.s que Pê = inf{B : B E C[, gs $ h(B)}. Então para O $ B < Pê, 

g8 > h(B), e como h(B) > O, teríamos que 9B > O, \/osB<p,• Suponha que Pê > ÍJ•, isto 

implica que 9/J• > O, mas pela definição de ÍJ•, 9/J• $ O. Portanto Pê $ ÍJ•. Além disso 

como g, satisfaz o caso monótono e sob condição em (51), temos que o processo g, - h(s) 

també~ satisfaz o caso monótono, assi~ como f, = 9~~j> , portanto ~ regra de parada 

ótima B• E cr tal que, E[Üj.J = U(r, B•) = sup{U(r, B), BE Cf} é Éº= Pç $ Éº . ■ 

6.4 Exemplo 

Seja o sistema coerente descrito no exemplo 4.1, onde a função r(t) = C 1 + 0.lt. A figura 

5 apresenta a função de taxa de falha do tempo de vida do sistema rç(t), que é igual a, 

_ 1 4 - 3exp{e-1 -1- 0.05t2 } 

r,(t) = (e + O.lt) x 2 - exp{e-t - 1- 0.0W} ' 

a função h(t) = (e ~o K) • (1 + t • rç(t)] definida em (50), e a função f{t) - r{t), com 

f(t) = [<c~~~c. ]r{t), para Co = 2, C, = 5, C = 10 e K = 15. 

Para achar ÍJ• = inf { B E Cf, >.s $ >-s+-r}, onde Às = [ (C~~~c.] >.s temos que considerar 

os conjuntos {tm1n < Ti J\ T2} e {tm1n ~ T1 /\ T2}- Em {tm1n < T1 /\ T2} temos que, 
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Figura 5: Gráficos das funções r<(t), h(t) e r(t) - 2r(t) 

i. No conjunto {B + r <Ti/\ T2} : Resolvemos, 

i'(B) = r(B + r) ==> e-8 + 0.lB = 1.25e-CB+T) + 0.125(B + r). 

ii. No conjunto {B + r ~ T1 /\ T2}: Resolvemos, 

i'(B) = 2r(B + r) ==> e-8 + O.IB = 2.5e-CB+T) + 0.25(B + r). 

No conjunto {tmin ~Ti/\ T2} também temos que considerar dois casos, 

i. O conjunto {B <Ti/\ T2} : Neste caso temos que resolver, 

i'(B) = 2r(B + r) ==> e-8 + 0.lB = 2.5e-CB+T) + 0.25(B + r). 

ii. O conjunto {B ~ T1 /\ T2} : Neste caso resolvemos, 

2i'(B) = 2r(B+r) ==> i'(B) = r(B+r) ==> e-8 +0.IB = l.25e-CB+Tl+Q.125(B+r). 
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A seguir, as soluções para. r(B) = r(B + r) para valores distintos der. 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

ir 1.242 1.199 1.097 0.979 0.861 0.747 0.639 0.538 

Para achar fr = inf{B E Cf, >.s - ,\B+r 5 h(B)} consideramos também os conjuntos 

{tm1n < T1 AT2} e {tmin ~ T1 AT2}. Em {tm1n <Ti/\ T2} temos que, 

i. No conjunto {B + r < T1 AT2}: Resolvemos, 

r(B) - r(B + r} = h(B) ==> e-B + 0.lB - l.25e-(B+r) - 0.125{B + r} = l.25h{B). 

ii. No conjunto {B + r ~ T1 AT2}: Resolvemos, 

f{B) - 2r{B + r} = h(B) ==> e-8 + 0.1B - 2.5e-(B+.-) - 0.25(B + r) = 1.25h(B). 

No conjunto {tmin ~ T1 A T2 } também temos que considerar dois casos, 

i. O conjunto {B < T1 A T2} : Neste caso temos que resolver, 

f(B) - 2r(B + r} = h(B} ==> e-8 + 0.1B - 2.5e-CB+-r) - 0.25(B + r) = l.25h(B). 

ii. O conjunto {B ~ T1 A T2}: Neste caso resolvemos, 

2f(B)-2r(B +r) = h(B) ==> e-B +0.1B - 1.25e-<8 +-r) -0.125(B +r} = 0.625h(B). 

A seguir, as soluções para f(B} - r(B + r) = h(B} para valores distintos der. 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

ir 0.600 0.678 0.665 0.615 0.549 0.477 0.405 0.334 

A seguir, as soluções para 2f(B) - 2r(B + r} = h(B) para valores distintos der, 

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

ÍJ• 0.847 0.890 0.846 0.771 0.685 0.596 0.508 0.425 

No caso f(B) - 2r(B + r) = h(B), temos que ÍJ• = O para todo r ~ O, pois a função 

f(t) - 2r(t) é negativa para todo t ~ O, como podemos observar na figura 5. 
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7 Problema 4 

Suponha que o processo de falha de um sistema coerente de tempo de vida (, formado 

por m componentes com tempos de vida T;, i = 1, .. . , m, apresenta dois possíveis tipos de 

falhas na idade t: falha do tipo I, reparável minimamente, isto é, reconstitui-se a sua taxa 

de falha à condição imediatamente anterior à falha, e falha do tipo II a qual é catastrófica e 

portanto não reparável. Seja Vi = O, 1 a variável indicadora para o tipo de falha observada 

em t (O se a falha é do tipo I e 1 se a falha é do tipo II). Neste caso, consideramos a filtragem 

F = (.r1)1~0, 

.r1={1{1i>•l• i=l, 2, ... , m, V.=0,1, 0:$s:5t}. (53) 

A .r1-intensidade de ( é dada por >.1 = >.l + >.l1, com >.! e >.!1 a .r1-intensidade das falhas do 

tipo I e II, respectivamente. Seja T o tempo até a primeira falha do tipo II de um sistema 

novo. Suponha que -r é um :Fi tempo de parada totalmente inacessível. Logo, o número de 

falhas do tipo I para o processo parado em -r é dado por, 

Nf11r = 1' l{T>a}>.!ds + Mf11r, Mf11r E Mo, U.J, E{fo
1 

l{oa}>.!ds} < oo, 'it~O, (54) 

enquanto que o processo l{T5t} tem a representação semimartingal regular dada por 

l{T5t} = fo' 1{T>•}>.!1ds + Mf~T' Mf~T E Mo, U.I, E{fo
1 

l{.->•}>.!1ds} < oo, V,~o- (55) 

Suponha que um sistema é submetido a. um procedimento de burn-in com período fixo 

b. As falhas do tipo I observadas durante este período são reparadas minimamente a um 

custo C0 . Se a primeira falha do tipo II acontece antes de concluir o período de burn-in, 

então ocorre um custo de C1 > C0 , e outra unidade é submetida ao mesmo procedimento. 

Este processo é repetido até obter o primeiro sistema que sobrevive ao tempo de burn-in b 

sem falhas do tipo li. Além dos custos por falha durante o burn-in, tem-se um custo fixo 

de manufatura e de burn-in por unidade de CmJ,. O sistema com burn-in resultante do 

processo anterior é colocado em operação por um período adicional de cumprimento ó. As 

falhas do tipo I são reparadas minimamente, a um custo de C + C0, até completar o tempo 

de missão ou até a primeira falha do tipo II, o que acontecer primeiro. Uma falha do tipo 
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II durante o tempo de missão produz um custo de C + C1• Se o sistema sobrevive o tempo 

de missão sem experimentar falha do tipo II, obtem-se um ganho de K. 

7.1 Custo esperado devido ao burn-in 

Considere a seqüência de tempos até a primeira falha do tipo II, T;, i ~ 1, dos sistemas 

submetidos ao procedimento até o primeiro tempo que sobrevive ao tempo de burn-ín b 

sem experimentar falha do tipo II. Em função desta seqüência o custo devido ao burn-ín 

pode-se escrever como 

oo n-1 

BT(b) = L rr l(r1$b} '[Cmb + Co 'NtllT .. + C1 · lr, .. sb}], (56) 
n=l i=l 

n-1 
com a convenção I1 (e) = 1, para n = 1. Como as variáveis T; representam OS tempos até a 

i=I 
primeira falha do tipo II para sistemas independentes, a seqüência T;, i ~ 1 é uma seqüência 

de variáveis aleatórias estatísticamente independentes. Sejam >.}(i) e >.}l(i) os processos de 

intensidade das falhas do tipo I e II respectivamente, do i-ésimo sistema submetido ao burn­

in. Se >.W) = >.l e >.f(i) = >.}1, 'v';~1 e os T; são tempos de parada totalmente inácessivéis, 

então, P(r; ~ t) = F,,.(t), '11~ 0 é absolutamente contínua com função de taxa de falha 

ordinaria rr(t) = dFdt(t) /Fr(t), t ~ O, e função de sobrevivência F'r(t) = P(r > t), t ~ O. Sob 

estas condições o custo esperado do processo de burn-in é igual a, vr(b) = E[W(b)], 

oo n-1 

vT(b) = E{L rr l(r1Sb}. [Cmb + Co. Nll\r,. + C1. 1(.-.. Sb}l} 
n=I i=I 

oo n-1 

= L rr P( Ti ~ b) · E[Cmb + Co · Nl"'"" + C1 · 1{.-.. Sb}] 
n=l i=I 

00 

= E[Cmb + Co · NlM + C1 · 1(.-Sb}] · L[F,.(b)t-1 

n=l 

_ E[Cmb + Co · NlM + C1 · 1{,,.<b}] 
- F,.(b) 

(57) 

De (57) é claro que sob as condições de independência e mesma distribuição, o custo 

esperado para obter uma unidade com burn-in é proporcional ao custo esperado para um 
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ciclo de burn-in ( até a primeira falha do tipo II ou até o tempo b, o que acontecer primeiro) 

de um sistema com o proces.50 de intensidade de falha Àt = ,\l + ,\!1• 

7.2 Custos e ganho esperado devido ao período adicional de operação 

7.2.1 Custo por reparos mínimos 

O número de reparos mínimos durante o período adicional de operação 5, após o burn-in, 

corresponde ao processo .NJ dado por 

(58) 

Então, pela definição de esperança condicional, {54) e (58), temos que o custo esperado 

devido a reparos mínimos no período adicional de operação é 

C1(5, b) = {C + Co) · E[(N[b+6)/\r - Nl1vr) · l(r>b}]/ P(r > b) 

_ . { E [Jt
6 

l{r>,},\!ds · l{r>b}] E[(M[b+6)/\r - Mll\T) · l(r>b}]} 
- (C + Co) Fr(b) . + Fr(b) {59) 

Para simplificar {59) observe que {w E n: r(w) > s,b < s::; b+s}íl{w E n: r(w) > b} = 
{w E n: r(w) > s,b< s $ b+ s}, assim, 

E[Jt~r l{r>•},\!ds · l(r>b}] _ E[Jbb+r l{r>•},\;ds) 

Fr(b) - Fr(b) 
(60) 

Sob a filtragem dada em {53), o primeiro tempo de falha do tipo II, r, é um .r1-tempo de 

parada, portanto, para t = b, o evento { T > b} E :Fb. Além disso, o proees.50 M1 = ( Ml)1~0 

é um :F,-martingal uniformemente integrável e portanto, pelo teorema de amostragem op­

cional e pela propriedade martingal, temos que E[M[1>+6)11r · lA] = E[Ml11r · lA], V AeJ'•• Em 

particular, para A= {r > b} E :Fb, 

E[M(b+6)/\r · l(r>b}] = E[Mbl\r · l{r>b}] ===} E((M(b+6)/\r - MMr) • l(r>b}] = O. {61) 

Substituindo {60) e {61) em {59), obtemos, 

E[ftr l{r>•}>.!ds] E[N1 - N 1 ] 
C1(6 b) = (C + C. ) · --=-----~ = (C + C. ) · (b+d)l\r bl\r {62) 

' o Fr(b) o Fr(b) . 
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7.2.2 Custo por falha de tipo II e ganho por sobrevivência sem falha do tipo 

II 

O custo por falha do tipo II durante o tempo de operação adicional de um sistema com 

burn-in, é igual a (C + C1) · (1{-rs1>+i}lr > b), com valor esperado igual a 

cn(ó b) = E[(C + Ci). l{T<b+õ} . l{T>b}] = E[{C + C1) . l{TSb+ó} - (C + C1). 1{,-<b}] 

' P(r > b) FT(b) ' 
(63) 

enquanto que o ganho por sobrevivência ao tempo de missão sem falhas do tipo II é igual 

a K · (l{T>b+6}1r > b), com valor esperado igual a 

GII(ó b) = E[K · l{T>b+6} • l{T>b}] = E[K · 1{,.>b} - K · l{b<T<b+6}] 

' P~>~ ~W 
= K _ E[K · l{,-<b+6} - K · l{,-<b}] 

F.,.(b) . 

7.3 Função de otimização 

Seja 

(64) 

e:= { B ~ O : B é F 1-tempo de parada, B + ó :::; r, , E[r] < oo, E[B] < oo } . (65) 

Queremos achar o .ri-tempo de parada ÊJ°• E e: que maximize a função U,.(ó, B) 

G11(ó, B) - C1(ó, B) - C11(ó, B) - vT(B), que por (57), (62), (63) e (64), é igual a 

U,.(6 B) = K E[-cmb + (K +e)• 1<Ts~1 - (K +e+ C1) -1{,.<s+,1 
, + ~(B) + 

e . N1/\T - (C + Co) · Nls+5)AT ] 
+ FT(B) . (66) 

Antes de analisar a solução ótima deste problema, vamos considerar primeiro o processo 

definido por 

{67) 

Suponha que desejamos achar B" E e: tal que E[YJ.] = sup E[YJ]. Para isto usaremos 
BeC~ 

a representação semimartingal regular de ~ 6 • Supondo que 7' é um tempo de parada 

27 
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totalmente inacessível, por (54) e (55) temos que 

Yl = 1• 1(.->a}À!ds - 11>+
6 

1(.->a}À!ds + 1• l(,->a}À!1ds - 11>+
6 

l(.->•}À!1ds+ 

M,I MI MIi MIi + hl\T - (1>+6}1\T + bl\T - (b+6}M 

= -[16 

1(.->•JÀ!ds + MiM] - [16 

l(.->,}À!
1ds + Ml~,.] + lb 1(.->•JÀ!ds - lb+

6 

1(.->a}À!ds+ 

+ lb 1(,->a}À~ds -11>+
6 

l(,.>•}À!
1
ds + MlM + Ml~,.+ 

+ (M]I\T - Mll>+-6}1\T) + (M]~,. - Mll+6}M) 

(68) 

onde Yl = -NJM - l(,-56}, o martingal Mt = MlM +Me_,.+ (MJM - M/1>+6)M) + (MJt-
MII ) ti tll - · · (1>+6}M , e os processos J • e J • , sao 1gu8.IS a, 

(69) 

Para B E e:, -r > B + ó, e portanto, para todo O 5 s 5 B, r > s + ó, r > s, logo, os 
processos J; e f ;1

, simplificam para, 

(70) 

e 

Teorema 7.3.1. Suponha que os processos de intensidade dos tipos de falha I e II tem a 
forma de banheira com tempos de mudança, O 5 Sf 5 St O 5 Sj1 :::; S½1, respectivamente, 
tais que S1 = max{SLS/1} :::; S2 = min{StS~1}, e >.li< À~= lim1-00 Àl, À~1 <À~= 
lim1-oo Ã}1. Então o tempo ótimo de burn-in B" E e: que maximiza E[Yj] é tal que, 

i. B" = inf{B E e: : /1 + JJJ ::; O}= inf{B E e: : Às - Às+6:::; O}, e 

ii. B• 5 S1. 
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Prova. i. Da hipótese e pela definição 2.0.5, temos que .À1 = .Àl + .Ãf é não crescente P-q.c. 

se OS t S S1; é constante P-q.c. se S1 $ t S S2, e não decrescente P-q.c. se t ~ S2; logo, 

pela mesma definição 2.0.5, o processo de intensidade .Àt = .Àl + .Àp tem também a forma de 

banheira com tempos de mudança O$ S1 S S2. Além disoo, .Ào = >.J,+.>.~1 <.>.:X,+>.~= .>.00, 

e então, pelo teorema 4.0.1 o processo .>., - .>.t+ó = (.>.l - >-l+6) + (.>.l1 - .>.f+ó) satisfaz o caso 

monótono. Como o martingal Mt uniformemente integrável, a regra J LA dada por 

é tal que 

ii. pelos mesmos argumentos usados na prova do teorema 4.0.1, conclui-se que B• S S1 . ■ 

Nota 7.3.1. Se ( é o tempo de vida de um sistema coerente com intensidade de falha 

>., = >.l + .>.l1, e r é o tempo até a primeira falha do tipo II deste sistema, temos que 

{( > t} Ç {r > t}, e portanto, podemos considerar as condições do teorema 4.0.1 para a 

prova do teorema 7.3.1. 

Considere o processo Y,,6 dado por 

Ser é um .1"1-tempo de parada, então por (54) e (55), obtemos que a representação semi­

martingal regular de Y,,6 é, 

b ' b+ó y: = -Cmb + 1 l{T>•}(K + C)>.~1ds - 1 l{T>•}(K +e+ C1)>-!1ds+ 

rb rb+ó 
+ lo l{T>•}C>.!ds - lo l{T>a}(C + Co)>.~ds + C · Ml/\T - (C + C0) • M{b+ó)M+ 

+ (K + e) . Ml~T - (K +e+ C1) • M[l+61/\T 

= -Cmb - (C + Co). [16 

l(T>1}>-!ds + Mj/\T] - (K +e+ C1). [16 

l(T>1).À~ds + M2-T] + 
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onde, Ya6 = -Cm1, - (C + Co)NJM - (K +e+ C1)l(.-:56}, EIYa61 < oo, o martingal Mt = 

C-MlM+ (K +C) ·Ml~ ... +(C+Co) · [MJM -Mlb+6)M] + (K +C+C1) · [MJ~.,.-Mll+6)M], 

e os processos fl e fl1 sã.o iguais a, 

.i! = l(T>a}C>.! - 1(.->•+6}(C + Co)>-!+6> .f!1 = l(r>1}(K + C)>.!1 
- l(r>1+6}(K +e+ Ci)>.!~6-

(74) 

Para B E ~ estes dois processos simplificam para 

I' e \! (C+G )'1 J;i.1 = (K+C)' 1
•
1 -(K+C+C1)'1

•
1+6 s = "• - O "•+6> A A (75) 

Logo, Para B E ~, 

E(YJ] = E[Yó"J + E{1
8

[C">,.!- (C + C0 )">,.!+6 + (K + C)">,.!1 
- (K + C + C1)">,.!~.5]ds }· 

(76) 

Sejam.= C">,.! - (C + Co)À~+.5 + (K + C)">,.~1 - (K + C + C1)À~+"' isto é, m, = i! + J;', em 

{ r > B + 5}, e O ~ s ~ B. Por manipulação algébrica, temos, 

(77) 

onde, Àa+ó = À~+ó + >.~~6, X. = (c.;c0 )(À~ + >.~1) = (c.;'c0 )À., X!' = (K+ti-c0 )À!1
, e 

K+C1-Co >O. 

Teorema 7.3.2. Sob as condições no teorema 7.3.1, o tempo ótimo de bum-in ÉJ• E e: 
que maximiza E[YJ] é tal que, 
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ii. min { .ã•, _ãn·} $ .ã• $ max{ .ã•, .a11·} $ S1, onde, ÍJ• = inf { B E e: : Â8 :$ 

Às+õ} $ Bº $ S1, com Bº e S1 como foram definidos no teorema 7.3.1, enquanto que 

.811" = inf{B E e:: >.~ $ À~+6} $ Sfl. 

Prova. i. Do teorema 4.0.2 e pelas condições dadas no teorema 7.3.1 temos que o processo 

>.. - Àa+6 satisfaz O caso monótono e a regra / LA .ã· = inf { B E e: : >.B $ Às+6} é tal 

que 
B ir 

sup E{ { [>.. - Àa+6]ds} = E{ { !>-. - >..+ó]ds}, 
Bec: lo lo 

e .ã• $ Bº $ S1, com B• e S1 como foram definidos no teorema 7.3.1. 

Similarmente, também do teorema 4.0.2 e sob as condições dadas no teorema 7.3.1 temos 

que o processo >.!1 - >.!~6 satisfaz o caso monótono e a regra /LA _ãn- = inf{B E e: : 
>.~ $ À~+6} é tal que 

e .a11
• $ sp $ max{ SL SI1} = S1 . 

Como os processos >.. - À,+6 e >.! - À~+ó satisfazem o caso monótono, então o processo m, 

em {77) é também monótono, isto é, para todo w E n, existe B E e:, tal que "•?.B,h?.O, 

{m, $ O} Ç {m,+h $ O} e u,?.o{m. $ O} = n. Logo, com o martingal Mi em {73) 

uniformemente integrável, a regra J LA dada por 

é tal que 

ii. Sejam .81 = min{.ã• , .ãll"} e .82 = max{.Bº,.811"}. Seja O$ B < .81, isto é, B < .ã• e 

B < _ãn-, então, pela definição de .ã• e de _ãrr, .Às -Às+6 > O e 5:k->-~+6 > O, assim, para 

todo B < .81 , ms > O, portanto Í3• ~ .81• Suponha que B• > .82, então pela definição de 

.ã·, teriamos que m 82 > O. Embora, como .82 ~ .ã• e .82 ~ ÍJ11", então .Às,. - >-s,+6 $ O 
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e >.~ - >-iH ~ O, portanto, m82 ~ O, isto contradiz o resultado anterior derivado da 

suposição B• > B2 , logo, conclui-se que B• ~ Í32 • ■ 

Voltamos de novo ao problema de maximização da função dada em (66). Para isto definimos 

o processo zg = FT\b) · Yl, e supomos que [FT(b)J-1 é uma função absolutamente contínua 

e de variação limitada em [O, b] . Pela fórmula de integração por partes para integrais de 

Stieltjes e de {73), obtemos, 

-6 l -6 t 1 -6 {b -6 ( 1 ) 
zb = FT(O) Yo + lo FT(s-) dY, + lo Y. d FT(s) 

-6 rb 1 ;J ;JI rb -6rT(s) ;:,,s 
= Yo + lo FT(s) [f. + f. ]ds + lo Y, FT(s) ds + l1.í,, (78) 

onde o martingal fig= J: F:(•ldM! é um martingal de média zero e limitado em L2 (por­

tanto uniformemente integrável). De (66) e {72) é claro que UT(ó, B) = K + E[.it]. Para 

BE C! a representação semimartingal regular de zt dada em (78), simplifica para, 

-6 - 6 {
8 

1 - -6 
Za = Y0 + lo FT(s) [m. - rT(s)g.]ds + R8, (79) 

onde m., é como em (77) e 

g. = Cmi, + ( C + Co) · N;+6 - C · N; . (80) 

Logo, 

sup ijT(ó, B) = K + sup E[.i1] = K + E[Ycf] + sup E{1ª F-
1
( ) [m. - rT(s)g.]ds }- (81) 

Becr BeC! BeC? O T S 

Nota 7.3.2. Observe que o processo g. > O, 't,;,:o, P-q.c. e g, > Cmi,, portanto 

assim, 

(82) 

Nota 7.3.3. Seja Ê** E C! tal que, 

b•• B 

E{1 pT~s) [m, - Cmi, · r,.(s)]ds} = ;~g? E{1 p
7
~s) [m, - Cmi, • r,.(s)]ds }-
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Pela definição de sup E[Zt] temos que, 
BeC! 

E[Zi .. J = E[Yl] + E{ fs•• F-
1
( ) [m, - r.,.(s)g.]ds} :5 sup E[Z1]. (83) 

lo .,. s sec~ 

Nota 7.3.4. Se além, Ê•• = inf{B E e: : ms - Cmb · r.,.(B) $ O} e tal que 't/•'?:.B•·,1a~ 

{m.-Cmb · r.,.(s) $ O} Ç {m.+11 -Cmb •r,.(s+h) $ O}, e LJ.'?:.o{ m. -Cmb •r.,.(s) $O}= n, 

então também para todos> Ê••, m, - r.,.(s)g. $ O. Logo, 

e portanto, 

{84) 

Teorema 7.3.3. Suponha que os processos de intensidade das falhas do tipo I e II são 

como no teorema 7.3.1. Seja Ê•• = inf{B E e: : ms - Cmb • r.,.(B) $ O}. 

i. Se 

{m, - cmb . r.,.(s) $ O} ç {m,+,. - cmb. r.,.(s + h) $ O}'v',>.ll·• la>O• - . -
LJ{m,-Cmb•r.,.(s) :50} =íl, 
•'?:.0 

(85) 

então Ê•• é tal que 

{ rs·· 1 } { /ª 1 } 
E lo F.,.(s)[m,-Cmb ·r.,.(s))ds = !~'&E lo .F.,.(s)[m.-Cmb · r.,.(s)]ds . (86) 

ii. Sob (85), 

s·· 
-6 -6 -6 {1 1 } E[Z8 •• ) $ sup E[Z8 ) $ E[Y0 ] + E F ( ) [m, - Cmb · r.,.(s)]ds . 

BEC! O .,. S 
(87) 

iii. Seja B .. E e:, tal que 

U'(5, f:J••) = sup U.,.(5, B) = K + sup E[Z1] = K + E[Z~ •• ). (88) 
Be~ BeC! 

Sob (85), 13 .. $ Ê .. $ Í:J-, com Í:J• como foi definido no teorema 7.3.2. 
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Prova. i. Do teorema 7.3.2, sob as condições no teorema 7.3.1, o processo m. dado em 

(77) satisfaz o caso monótono. Além disso, se a condição em (85) é satisfeita, então o 

processo m. - Cmb • r,.(s) também satisfaz o caso monótono e portanto também o processo 

(m. - Cmb • r,.(s))/ f',.(s). Logo, com o martingal Rf em (78) uniformemente integrável, a 

regra de parada I LA definida por Ê•• satsfaz (86). 

ii. O resultado segue de i. e das desigualdades em (82) e {83). 

iii. Da definição de Ê .. , para todo O $ B < Ê••, m8 - Cmb · r,.(s) > O, portanto, 

para todo O$ B < Ê••, m8 > O (pois r,.(s) > O, v.e?:0). Suponha que ÍJ• < Ê .. ; então do 

argumento anterior, mi,. > O, mas da definição de fJ• resulta que mi,. $ O, logo é falso 

que ir < Ê••, e portanto ÊJ .. $ Í3•. Suponha também que B .. > ÊJ ... Sob tal suposição, 

da desigualdade em (84) teriamas que E[Z! •• ] > E[.i! •• ], o qual contradiz (88). Portanto 

ÍJ•• $ Ê••. Em resumo, ÍJ•• $ Ê·• $ ÍJ•. ■ 

Nota 7.3.5. Sob as condições do teorema anterior, temos que 

fJ•• 
K + E[Z! •• ] $ U,.(8, B .. ) $ K + E[Ycf] + E{1 F,.~s) [m. - Cm1, · r,.(s)]ds} (89) 

onde fr $ ÊJ ... 

7.4 Exemplo 

Seja ( o tempo de vida de um sistema coerente de dois componentes em paralelo, isto é, 

( = T1 V T2 , onde os tempos de vida dos componentes, T1 e T2 são definidos por T1 = 
Z1 /\ Z12, T2 = Z2 /\ Z12, com Z1 , Z2 , Z12 variáveis aleatórias iid com função de taxa de 

falha r(t) = e-1 + 0.lt, t ~ O. A F1 intensidade de ( é, Àt = r(t) + r(t)l{Ti"n~1<T,vT2 J­

Uma falha do tipo II acontece quando o sistema em operação é atingido por um choque 

associado a Z12, e uma falha do tipo I quando a falha é causada pelos choques associados às 

variáveis Z1 e Z2 , então T, o tempo da primeira falha do tipo II, é igual a Z12, e enquanto 
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Z12 > t, as falhas do sistema são do tipo I. Assim, temos que, 

Sob as condições anteriores, assume-se que observamos os tempos de vida dos componentes 

e o tempo no qual o sistema é atingido por um choque associado a Z12, isto é, o indicador 

do tipo de falha é½= l(Zn>t}, através de, 

:Ft = { lm>,}, i = 1, 2, l(Zn>•}· O~ s ~ t }-

A função r(t) tem forma de banheira com um só tempo de mudança em tmia = 2.302584, 

r(O} = 1 < r(oo) = +oo, e À1 é como em (27}. Portanto os processos de intensidade>.!' e 

A1 têm um único tempo de mudança em Sf = S~ = S1 = S2 = tm1n, e Ão < Àoo = +oo. No 

conjunto {tmia < T1 /\ T2} o processo À1 é como na figura 2, e no conjunto {tmia 2: T1 /\ T2} 

é como na figura 3. Queremos achar B• = inf{B E e: : m8 ~ O} = inf{B E C! : 
(C + Co)(jB - ÀBH) + (K + C1 - Co)(ji - À~+6) 5 O}, onde, ÀB+6 = ..\k+6 + Ai+6, 

jB = ( 0 .;00 )(),k +À~)= (c.feo)ÀB, j~ = (K+{,_00 )A~, para C = 10, Co = 2, C1 = 5, 

Cmb = 1, e K = 15. Para isto, é preciso, como antes, considerar os casos {tmia < T1 /\ T2 } 

e {tmln 2: Ti/\ T2}. 

No conjunto {tmin < T1 /\ T2 } , temos 

i. O conjunto {B +ó< T1 /\ T2 } : Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (e i cJr(B) - r(B + ó}] 

- (K + C1 - Co) [ (K + ~ _ cJr(B) - r(B + ó}] = O 

<==? (K + C)r (B) - (K + C + C 1)r(B + ó) = O. 

ii. O conjunto {B + ó 2: T1 /\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (e z cJr(B) - 2r(B + ó}] 

-(K+C1-Co)[(K+~-cJr(B)-r(B+ó)] =0 

<==? (K + C)r(B) - (K + 20 + Co + C1)r(B + ó) = O. 
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No conjunto {T1 /\ T2 ~ tmin}, consideramos 

i. O conjunto {B < T1 /\ T2 }: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (
0 
i 

0
Jr(B) - 2r(B + ó)] 

- (K + C1 - C0 ) [( K )r(B) - r(B + ó)] = O K+C1 -Co 
{::==? (K + C)r(B) - (K + 2C + C0 + C1)r(B + ó) = O. 

ii. O conjunto {B ~ T1 /\ T2 }: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (
0 
i 

0
J2r(B) - 2r(B + ó)] 

-(K+C1 -Co)[( l( )r(B)-r(B+o)] =0 K+C1 -Co 

{::==? (K + 2C)r(B) - (J( + 2C + C0 + C1)r(B + ó) = O. 

A seguir, apresentamos as soluções para (K + C)r(B) - (K + C + C1)r(B + ó) = O, para 
valores distintos de ó, 

ó 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 
ÍJ• 1.337 1.271 1.158 1.034 0.911 0.794 0.684 0.582 

A seguir, apresentamos as soluções para (J( + C)r(B) - (K + 2C + C0 + C1)r(B + 6) = O, 
para valores distintos de ó, 

ó 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 
Í3• 0.603 0.729 0.700 0.623 0.529 0.430 0.333 0.240 

Os seguintes são as soluções para (K + 2C)r(B) - (J( + 2C + C0 + C1 )r(B + ó) = O, para 
valores distintos de ó, 

ó 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 
Í3• 1.337 1.271 1.158 1.034 0.911 0.794 0.684 0.582 
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Para achar Ê·• = inf{B E e:: ms - Cmi, · r.,.(B) ~O}= inf{B E e:: (C + Co)(Âs -

>.8 +6) + (K + C1 - C0)(ÃY - >-Y+6) - Cmi, · r.,.(B) ~ O}. De novo, consideramos os casos 

{tmin < T1 /\ T2} e {tmlo ~ T1 /\ T2}. 

No conjunto {tmio < T1 /\ T2}, temos 

i. O conjunto {B + 5 < T1 /\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (e Z cJr(B) - r(B + 5)] 

- (K + C1 - Co) [ (K + ~ _ cJr(B)- r(B + 5)] - Cmi,r(B) = O 

<=> (K + C - Cmi,)r(B) - (K + C + C1)r(B + 5) = O. 

ii. O conjunto {B + 5 ~ T1 /\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [ (e z cJr(B) - 2r(B + 5)] 

- (K + C1 - Co) [ (K + ~ _ cJr(B) - r(B + 5)] - Cmi,r(B) = O 

<=> (K + C - Cmb)r(B) - (K + 2C + Co + C1)r(B + 5) = O. 

No conjunto {T1 /\ T2 ~ tmin}, temos 

i. O conjunto {B < T1 /\ T2} : Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [(e~ cJr(B) - 2r(B + 5)] 
- (K + C, - Co) [ (K + ~ _ c)r(B) - r(B + 6)] - Cmbr(B) = O 

<=> (K + C - Cmi,)r(B) - (K + 2C + C0 + C1)r(B + 5) = O. 

ii. O conjunto {B ~ T1 /\ T2}: Neste caso temos que resolver, 

(C + Co) [(e~ cJ2r(B) - 2r(B + 5)] 

- (K + C1 - Co)[(K + ~ _ cJr(B)-r(B + 5)] - Cmbr(B) = O 

<=> (K + 2C - Cmb)r(B) - (K + 2C + Co + C1)r(B + 5) = O. 
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Os seguintes, são as soluções para (K + C - Cmb)r(B) - (K + C + C1)r(B +ô)= O, para 

valores distintos de 6, 

ô 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

Ê .. 1.242 1.199 1.097 0.979 0.861 0.747 0.639 0.538 

A seguir, apresentamos as soluções para (K +C-Cmb)r(B)-(K +2C+Co+C1)r(B+6) = O, 

ô 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

Ê .. 0.512 0.668 0.649 0.577 0.486 0.390 0.293 0.200 

Finalmente, as soluções para (K + 2C - Cmb)r(B) - (K + 2C + C0 + Ci)r(B + 6) = O, são, 

ô 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 

Êºº 1.269 1.220 1.114 0.995 0.875 0.760 0.652 0.550 
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