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Resumo

Neste trabalho consideramos o problema da determinacéo do tempo 6timo de burn-
in de um sistema coerente observado ao nivel de seus componentes, mediante o uso
de uma regra de para.dﬁ mondtona, considerando quatro critérios de otimizacio que
envolvem estruturas de custo e de ganho relativas a0 burn-in e & operacéio ou uso
posterior do sistema. Supomos que os processos de taxa de falha tem a forma de
banheira.

Palavras chaves: Burn-in, taxa de falha com forma de banheira, semimartingal

regular, regra de parada Stima.

1 Introducao

O burn-in é um procedimento usado na fabricagio de elguns produtos, tais como produ-
tos eletronicos, afim de eliminar itens defeituosos com tempos de vida inferiroes ao tempo
desejado, para assegurar que somente aqueles com confiabilidade e qualidade desejada se-

jam colocados no mercado. Com este objetivo o fabricante submete, por um periodo de



tempo (periodo de burn-in), os itens produzidos a testes que simulam situagGes tipicas de
uso ou até mais severas. Aqueles que sobrevivem sao colocados em servigo, vendidos ou
submetidos a testes adicionais. Os procedimentos de burn-in est&o relacionados aos custos
de produg#o, dos quais representam uma parte importante. Uma confiabilidade alta ao ini-

cio do ciclo de vida de um produto contribui na redugao dos custos de operagao do produto.

Jensen e Petersen (1982) apresentam muitas das idéias tradicionais desenvolvidas com res-
peito ao burn-in. Entre tais idéias estd a que considera apropriado usar um procedimento
de burn-in quando os tempos de vida de um produto sio modelados como uma mistura
de fungdes de distribuigoes de probabilidade, modelando dois tipos de itens dentro de uma
populacio: aqueles que, segundo sua confiabilidade e sua qualidade, séo fracos ou fortes.
Assume-se que os tempos de vida dos sistemas tém também este comportamento dicotémico
(Block, e Savits, (1997)), de forma tal que a subpopulagao de defeituosos apresenta uma
mortalidade infantil, isto é, uma taxa de falha inicial alta. Assim,-consideramos efetivo
aplicar um procedimento de burn-in quando o tempo de vida de um sistema tem uma taxa,
de falha inicial alta mas que decresce com o tempo. Os sitemas que sobrevivem ao burn-in
possuem a mesma taxa de falha do sistema inicial truncada & esquerda, e portanto o pro-
cedimento de burn-in elimina a parte do tempo de vida inicial na qual o sistema teria uma

alta propensao a falha.

A classe de tempos de vida que tem taxas de falha com a forma de banheira satisfazem
a propriedade anterior. Especificamente, para este tipo de distribuicdes, a taxa de falha
inicial é alta (periodo de mortalidade infantil) a qual decresce aproximadamente até uma
constante {periodo de vida 4til) e finalmente cresce com a idade avangada (periodo de des-

gaste).

Na literatura recente encontramos diferentes trabalhos que direcionam o problema de achar
o tempo 6timo de burn-in segundo diferentes critérios relativos & operagao, manutencio, ou
garantia do produto, por exemplo, Mi (1991, 1994, 1997), Cha (2000, 2001, 2003), Nguyen
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e Murthy (1982), Kar e Nachlas (1997), Yun et. al. (2002), Sheu e Chien (2005), entre
outros. Block e Savits (1997) faz uma revisdo dos modelos de mistura, e sobre os critérios
para a determinagdo do tempo 4timo de burn-in, que sdo classificados em dois grandes
grupos: os baseados no desempenho sem ter em conta nehuma estrutura de custo e aqueles
baseados em custos. Neste trabalho, consideramos alguns destes critérios. Em todos estes
trabalhos a analise é feita sem considerar o relacionamento entre o sistema e seus compo-
nentes, através da abordagem denominada de caixa preta em que observamos o tempo de
vida do sistema no tempo. Propomos analisar diferentes critérios de otimiza¢io observando

um sistema coerente ao nivel de seus componentes, isto é, através da filtragem F = (F,).>0,
Fi= {1{T.->l}! i=12,..., m0<s st})

onde T}, i = 1,-- - ,m s3o os tempos de vida dos componentes do sistema e admitindo que
as taxas de falhas s8o0 processos estocasticos. A partir da representagido semimartingal dos
processos de contagem envolvidos nos processos de falhas considerados é possivel definir,
sob certas condigoes, uma regra de parada Gtima baseada em uma classe apropriada de

tempos de parada, como é descrito em Jensen (1989) e Aven e Jensen (1999).

Este trabalho esté organizado como segue: Na Secéo 2 apresentamos as defini¢des bésicas e
suposigdes da teoria dos martingais necessarias em nossa modelagem. Na Segdo 3 definimos
o método de otimizagio baseado na regra de parada monétona ILA (Infinitesimal-Look-
Ahead); finalmente, nas Segées 4 a 7 desenvolvemos com base na regra de parada monétona

quatro problemas de otimizacgéo segundo diferentes critérios de custos.

2 Conceitos basicos e suposigoes

Com o fim de aplicar a teoria dos martingais lembramos alguns conceitos.

Definigao 2.0.1. Seja £ o tempo de vida de um sistema coerente de m componentes com

tempos de vida T}, i = 1, 2,..., m, definidos em um espago de probabilidade completo



(Q, F, P), com a filtragem F = (F,);»0,
_7-“={1('n>,),i=1, 2,...,m, Ossst} ¢Y)

uma familia de sub o-dlgebras de F satisfazendo as condigdes de Dellacherie, isto é, cres-

centes, continuas & direita e completas.

Definigao 2.0.2. Uma varidvel aleatdria positiva estendida ¢ é um F,-tempo de parada,
se e sé se, {{ <t} € F, Vt 2 0. Un Fi-tempo de parada ( é previsivel se existe uma
seqliéncia (()a>o de Fi-tempos de parada, ¢, < ¢, tal que {, — ¢, quando n — +oc. Um
Fi-tempo de parada ¢ é totalmente inacessivel se P(( =Y < oco) = 0 para tudo F;-tempo
de parada previsivel Y.

Definigio 2.0.3. Um processo estocdstico Z = (Z;);>p é chamado um semimartingal

regular ou SSM se admite uma decomposigao na forma

t
2= %o+ j fuds + M, @
0

onde (f¢)e0 € um processo progressivo, E(|Zy|) < oo, E{f; If,fds} < 00 V0, & (Mi)iz0 €
M, (martingal de média zero). Usamos a notagdo Z = (f, M).

Definigdo 2.0.4. Segundo Aven e Jensen (1999), Se (2, F,F, P) é um espago de proba-
bilidade filtrado e ¢ é um F-tempo de parada, tal que o processo (Z;)i>0, Z; = l(c<s} tem
uma representagao SSM,

t
7 = f Loy heds + My, t € Ry, 3)
0

entao { € um tempo de parada totalmente inacessivel e o martingal M é quadrado integravel,
M € M32. Se ¢ é um tempo de parada totalmente inacessivel, ento o processo Z = (Z4)ez0,
Z;y = lyc<;y tem uma tnica descomposi¢ao P-q.c. Z = A+ M, onde M é um martingal
uniformemente integravel e A é continua P-q.c.

Definicao 2.0.5. Um processo de intensidade Fi-mensurdvel (A;);>p tem a forma de ban-
heira (P-q.c) se existem F;-tempos de parada S, e S, tais que ), é estritamente decrescente
se 0 <t < 5, A é constante se S; <t < 53, e )\ é estritamente crescente se t > ;. Os

tempos de parada S; e S» sdo chamados de tempos de mudanga (troca) de A,.
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3 Otimizac¢do usando a representacao semimartingal

3.1 Regra de parada mondétona

Segundo Jensen (1989), uma regra de parada é uma estratégia que determina o tempo de
parada com respeito a toda a informagao passada sobre um processo aleatério. Assim, as
regras de parada podem ser identificadas com tempos de parada, e portanto, sob condiges
apropriadas, pode-se descrever como o primeiro instante no qual o processo observado atinge
o supermartingal minimal dominante. Neste trabalho consideramos a chamada regra de
parada ILA (Infinitesimal-Look-Ahead) que corresponde ao primeiro tempo de entrada, de

um processo observado, em um conjunto Borel conhecido e fixado (Jensen, 1989).

A regra ILA é aplicada a processos Z = (Z;), os quais admitem a representagio semi-
martingal regular (SSM) dada em (2). Tais processos séo definidos no espago de probabil-
idade completo (2, F, P), com a filtragem [F = (F;)¢>0. Segundo Aven e Jensen (1999), se
¢ > 0 é um Fi-tempo de parada finito com E[Z¢] > —oo e CF é a classe de F;-tempos de

parada finitos,
CF = {19 : ¥ é Fi-tempo de parada, ¥ < ¢, E[(] < oo, E[Zs) > —oo}, (4

entdo, a regra de parada ILA é definida como segue. Seja Z = (f, M). Sob a condigéo

(caso mondtono),

{ft < 0} c {ft+h < 0} Ve hemts U{ft < 0} =4, (5)
30
a regra ILA é dada por,
{='mf{t20:fe£0}. (6)

Segundo Aven e Jensen (1999), se o martigal M é uniformemente integrével, entdo sob o

caso mondtono e a regra ILA, £,

E|Z]) = sup{E[Z] : 9 € CF}. )



4 Problemal

Unm sistema coerente com tempo de vida ¢ é submetido a um procedimento de burn-in com
tempo de duragdo b. O sistema que nao sobrevive ao tempo b tem um custo Cp. Se ele
sobrevive ao tempo de burn-in mas néo sobrevive a um tempo fixado de operagdo adicional
7, tem um custo C > Cp. Se o sistema sobrevive b+ 7 unidades de tempo tem um ganho

de K. Queremos achar o tempo de burn-in que maximize a fun¢do

G(r,b)=K-P((>b+7)—Co-P((<H) —C-P(b<( <b+7)
=K+(C-C)P((<b) - (C+K)P(<b+T) (8)

Antes de resolvermos este problema consideramos a seguinte questdo, também analisada em
Bueno (2007). Suponha que desejamos encontrar b que minimize E[Y;’] = P(b < ¢ < b+7),

onde o processo Y, é dado por

Yy = Lppecgsrny = Lggbeny — Licssy- 9)

Para isto supomos que ¢ é um tempo de parada totalmente inacessivel e usamos a sua

representagio semimartingal regular. Por (3), obtemos,
b1 b
Y, = / L Aeds + My, — / Liesajreds — M,
0
o T b+7 b
= [/ l{(>,})\,ds + M.,.] +f 1{(>,}A,d8 _./o 1{c>,}/\,d8 + (MH.-,- - M, - Mb)
0 T
b
—vy - / [ieone = LiconsrAesrlds + M7, M € Mo, UL, (10)
0

onde o processo ¥y é dado por Yy = 1<y = fy li¢>)AsdS + M., e 0 martingal M] é
igual a M = My,r — M, — M,. Portanto,

b
E[Yl;r] = E[Ynf] - E{\/o- [1{C>a}’\a - 1{C>a+f)’\n+'r]ds}1 (11)

e para 7 fixo, 0 b que minimiza E[Y;"] é o mesmo b que maximiza K (r,b) = E{f(',b[l{(;.,})\, -

1(¢>.+,}A,+,]ds}. Considerando o processo Y,,T = —Y7, podemos reformular o problema. de



minimizar E[Y;] como de maximizar E[¥;]. Em particular, procuramos um F,-tempo de

parada B* numa classe apropriada de tempos de parada C¥,
CcF = {B >0: B é Ftempo de parada, B+7 < ¢, , E[(] < 00, E[B] < oo}, (12)
tal que,
K(r,B") = sup{K(r,B): Be€C{}. (13)
Desde que consideramos tempos de parada B € CF, temos que { > B + 7, e portanto

¢ > B. Logo, 5
K(r, B*) = sup{E fo (= Mar)ds] - BECE). (14)

Teorema 4.0.1. Suponha que o processo de intensidade de falha do sistema (\¢)eso tem a
forma de banheira com tempos de mudanga 0 < S € Sz, € Ap < Apo = limy_,c A:. Entéio o

tempo 6timo de burn-in B* € Cf que maximiza K (7, B) é tal que
i B*=inf{B: B€CE Ag<Apir}e
i B* < 5.
Prova. i. Considere os dois casos seguintes,
(a) Ar = A P-q.c,

(b) Ar < X P-q.c.

Em (a): Como (A)e»o tem forma de banheira e A\p < Ao temos, 7 > Sz e obtemos que
As € Agpry Vano. Assim, se s = s+ R, temos Agyn < Agsrin, Vsp0n>0. Portanto, neste caso,
0 processo fs = As — A,4r € tal que, f; <0, Vexp €
{2 SO} {fusn <0} Vapene, U{fi <0} =2
3§20
Em (b): Pela forma de banheira de (A:)iz0 € Ao < Aco, temos que Vieq, existe s* > 0 tal

que Ay < Ageyr. Entéo,

(b-1) se s* £ Si, necessariamente, pela forma de banheira s* +7 > Sy, assim que A; < Agur,

VaZs's e portanto, Aseh < Aatrh Vsza',hzo-
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(6-2) Se s* > ), como )\, é ndo decrescente P-g.c em {s > Si}, Ay < Agir; Vazers €
portanto Agn < Asirsh, Vazes h20-

Portanto, de (b-1) e (b-2) conclui-se que se A; < Ag € A < Ao, Para todo w € 2 existe

s* 2 0 tal que para o processo f; = A — Aggrs

{fa < 0} g {fs+h < 0} Vaaa"he!l‘h U{fa < 0} = (.

>0
Observe que em (@) para todo w € £, s* = 0. Assim, de (a) e (b) temos que o processo f, =
As — Aqs4r satisfaz as condigdes do caso mondtono e como o martingal M é uniformemente
integravel, aplicamos a regra ILA dada por
B*=inf{B € Cg :fe<0}=inf{B ¢ C{ :Ap € Apir)s

tal que

B B
£ fo (s = Musr)ds| = sup{ B [0 (A= Mesrds] : BeCf} = K(r, BY).

#. Seja S*(w) = s* o Fi-tempo de parade tal que A,- < A,-4,. Dos casos (a) e (b)
analisados em i., temos que B* = inf{S*(w) : 8* < 51} em {3* < 5;}. Por outro lado,
observe que inf{S*(w) : s* > 51} = i, e portanto, em {S* > S,}, B* = S;. Do anterior
conclui-se que B* £ 5. [ |
Agora consideramos o problema de maximizar a fungio dada em (8). Seja Z o processo
dado por,

Zy = K+ (C — Co)lyan) — (C + K)lcspiny- (15)
Observe que E[Z]] = G(r,b). Definimos o problems de otimizagio como achar o F;-tempo
de parada B* € CF que maximize E[Z}], isto é

E|Z}.] = G(r, B*) = sup{G(, B) : B € C(}. (16)

Sob a suposicdo que ¢ é um J,-tempo de parada totalmente inacessivel, a representagéo

semimartingal regular de ZF ¢,
B B+r
Zp=K +/ 1i¢>s}(C ~ Co)Auds + (C — Co)Mp — / 1583 (C + K)Ayds — (C + K)Mpyr
0 0
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B ) T
=K +/ 1{(>,}(O — Co)A,ds — [f 1{(»}(0 + K)\ds+ (C + K)M,—]
0 0
B+r
= / Lo (C+ K)Ads + [(C = Co) M + (C + K)(M, — Mas)]

B
% / [Lieoa}(C = ColA = Ligoasn)(C + K)Avirlds + Ry, RG € Mo, UI, (17)
0

onde o processo Z§ = K — [j: 1>} (C + K)Ads + (C + K)M,] =K-(C+K)lgcye
o martingal R} € igual Ry = (C' — Co)Mg + (C + K)(M, — Mp,,). Logo,

B
E[Z3] = E[Z]] + E{fo [Lic>1(C = Ca)As = 104} (C + K)Agia] ds}. (18)

Desde que s6 consideramos tempos de parada B € Cg , temos que { > B + T e portanto

¢ > B. Assim
B(Z}.] = G(r, B) = sup{ E[Z3] + E{ fo B[(c —Co)As = (C+ K)Asr]ds} : Be ct}
= sup{ BIZ;] + (C + K) - B{ f B{X, —Ar]ds}: Be o3 RL)

0
G

onde ), = (

Observe que o tempo de parada B € Og que maximiza E[ZF] é o mesmo que maximiza
H(r,B) = {fo [As = Apir] ds}, isto &,

H(r,B*) =sup{H(r,B): Be C7}. (20)

Logo, para a aplicagio da regra ILA, consideramos o processo f, = A, — Ay4r €m {¢>

B + 7}, para s € B. Note que,

{fs £0} = { %)f\,sz\”,}, com 0 < (C_CO) <1. (21)

C+K

Teorema 4.0.2. Sob as condi¢fes no teorema 4.0.1,
=inf{B: B € CF, Ap < Apsr), onde Ap = (%;—C,g))\g

#. B* < B'=inf{B: BeCF, Ap <Apsr} <51



Prova. 1. Observe que

A < Ay Vano. (22)

Consideramos os dois casos seguintes:
i-1. Suponha que Ay < Ag,. Pela forma de banheira temos que, para todo s > 0, A, 2 As, e
portanto, o < s, Vs>0. Como o processo A, também tem a forma de banheira, entdo para
todo 0 < s' < S5 temos que As < Ao € assim, pelo resultado anterior, Aot < Ass Vo<s'<S2,020-
Portanto,

Xs € Aptr, Vogoss,- (23)

Se s’ > Sy, pela forma de banheira e (22), temos que para todo s > s’ > Sy, Xot < Aer < Ay,
entao,

Xs S )\a+ﬂ v0_<_|>Sz- (24)

De (23) e (24) conclui-se que
Xs < Auirs Vazo € portanto (com s = 8+ h) Aypn < Astrsn, Voz0h20. (25)

i-2. Suponha que Xo > As,. Pela forma de banheira de X, e de ),, para todo w €
existe 0 <t' < S, tal que ¥’ = inf{s > 0: As £ Ag,} e portanto Xo > A 2 Ay, Vococr-
Seja s* = inf{s > 0 : A, < Assr}. Do teorema 4.0.1 temos que para todo s = s*,h 20,
As < Agiry portanto Agyn < Agprsn. Por (22), obtemos que para todo s > s*,h 2 0,
s < As € Agyr, entdo, 5\_,.,,;. < Agsh € Aoprsn Além disso, observe que para todo s 2 0,
M < A, e por 4-1., temos que para todo s > ¢, Xs < Asyr por o qual também, para todo

s>t k>0, Ash < Aspren. Concluimos que
5‘3 < ’\u+1 € :\a+h < )‘a+r+l'n Vuzmin(c‘.t'}.hzo- (26)

De i-1., e i-2., 0 processo f, = A, — Asyr, 8 < B, B € CF, satisfaz o caso monétono e como
o martingal R], em (17), é uniformemente integrével, a regra ILA 6tima é B* = inf{B:
B €Cf, Mg < Apir}-

ii. Por definicio de B*, temos que Vaches Xs > Agsr. Suponha que B* < B, entdo
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Ag- > Ap+4r, de onde teriamos que Ag. > (g:tg;))\a-ﬂ > Ap++r. Mas, por definicdo,

Age < Ag+yr, que é uma contradigdo. Portanto B* > B, [ ]

4.1 Exemplo

Seja ¢ o tempo de vida de um sistema coerente de dois componentes ;:m paralelo, isto é,
¢ = T1 VT, onde os tempos de vida dos componentes, T} e T3 séo definidos por T} =
ZyA 243, Ty = Zo A Zy3, com Zy, Zy, Z1, varidveis aleatérias iid com fungéo de taxa de falha
r(t) = et + 0.1, t > 0. Entdo, a F; intensidade de ¢ &, A = r(t) + r(t)1{nam<t<Ty v} -
A figura 1 apresenta a funcdo de densidade f(t) = r(t)F(t), & funcdo de sobrevivéncia

1
1
1.0
L

LU]
00 02 04 06 08
1 A
120]
05 08
1

1

1
00 02 04
1

1

Ko = 2.303, {tewy) =0.3303

LU

Figura 1: Funcdo de densidade, de sobrevivéncia e da taxa de falha no exemplo 4.1

F(t) = exp{— _ﬂ: r(s)ds} e a fungio de taxa de falha r(t) correspondente. Observe que

r(t) tem forma de banheira com um sé ponto de mudanga em tmin, 7(0) = 1 < 7(c0) = +00,

1



rt), se0<t<TIAT:

QT(t), seTTANT<t< T1 VTz.
Portanto o processo de intensidade A; s6 tem um tnico tempo de mudanga S; = Sp = tmin,
e A < Ap = +00. No conjunto {{min < T3 A T2} 0 processo A; é como na figura 2,

e no conjunto {tmin = T3 A T3} o processo A, é como na figura 3.  Queremos achar

A

—T T T
0 ta min{T,. T} ma{T,.Ty)
t

Figura 2: Processo de intensidade em {tmin < T3 A T3}, exemplo 4.1.

T — T
o mn{T. Tl max{T,, Ty}

Figura 3: Processo de intensidade em {tmi, = Ti A T2}, exemplo 4.1.

B*=inf{B € Cg : Ap < Ap+r}. No conjunto {tmin < 71 A T2} consideramos dois casos,
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i. O conjunto {B + 7 < T1 A T3}: Neste caso temos que resolver,
r(B)=r(B+7) = e P +01B =B +0.1(B + 7).
#. O conjunto {B + 7 > Ty A Ta}: Neste caso temos que resolver,
r(B)=2r(B+7) = % +0.1B =2e" B+ + 0.2(B + 7).

No conjunto {tmin = 71 AT} também consideramos dois casos,

i. O conjunto {B < T} AT}: Neste caso temos que resolver,

r(B)=2r(B+7) => e ® +0.1B =2¢"B*) 1 0.2(B + 7).

ii. O conjunto {B > T; A Tp}: Neste caso temos que resolver,

9 (B) =2r(B+7) = r(B) =r(B+7) = e F+0.1B =B+ +0.1(B + 7).

A seguir, apresentamos as solugdes para r(B) = r(B + 7) para valores distintos de T,

T | 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 1.844 | 1.645 | 1.464 | 1.300 | 1.153 | 1.019 { 0.898 | 0.787

A seguir, listamos as correspondentes solugdes para r(B) = 2r(B+7) para valores distintos

de T,

T | 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B*|0.188 | 0.468 | 0.486 | 0.431 | 0.349 | 0.258 | 0.165 | 0.075

C+K
considerar os conjuntos {tmin < 71 A T2} € {tmin = T2 A T2}. Seja () = %1%) r(t), com

Co=20C=10,¢e K =52.

Para achar B* = inf{B € CF, e < Apsr}, onde Ag = (9-?-9“))\5, também temos que

Em {tmin < T} AT2} temos que,
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T(t), se0<t<T1 AT
2r(t), seT AL <t<ThVTD.

Portanto o processo de intensidade A, s6 tem um (inico tempo de mudanca S; = Sy = tmyn,
e M < Ao = +00. No conjunto {tmin < T1 A T3} o processo A; é como na figura 2,

e no conjunto {tmin > T3 A T3} o processo A, é como na figura 3.  Queremos achar

N

T T
0 b mn{T,. Ty} maa(T,, T}

t

Figura 2: Processo de intensidade em {tmin < T3 A T2}, exemplo 4.1.

T — T
o min{T.Titee max(T,, Ty}

Figura 3: Processo de intensidade em {tmin = T1 A T2}, exemplo 4.1.

B*=inf{B € Cf : A < Apyr}. No conjunto {tmin < T3 A T2} consideramos dois casos,
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i. O conjunto {B + 7 < Ty ATy}: Neste caso temos que resolver,
r(B)=r(B+7)=> e +0.1B=¢e"B*) +0.1(B+7).
#. O conjunto {B + 7 2 T; ATz}: Neste caso temos que resolver,
r(B) = 2r(B +7) = €% +0.1B = 2B+ £ 02(B + 7).

No conjunto {tmin = 71 A T2} também consideramos dois casos,

i. O conjunto {B < T; A T2}: Neste caso temos que resolver,

r(B) = 2r(B+7) = ¢ 2 +0.1B = 2"+ 1+ 0.2(B + 7).

ii. O conjunto {B > Ty AT>}: Neste caso temos que resolver,

2r(B)=2r(B+71)=71(B)=r(B+7)=* e B +0.1B = B+ 1+ 0.1(B + 7).

A seguir, apresentamos as solugdes para r(B) = r(B + 7) para valores distintos de 7,

T 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 1.844 | 1.645 | 1.464 | 1.300 { 1.153 | 1.019 | 0.898 | 0.787

A seguir, listamos as correspondentes solugdes para r(B) = 2r(B+7) para valores distintos

de T,

T | 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 0.188 | 0.468 | 0.486 | 0.431 | 0.349 | 0.258 | 0.165 | 0.075

Para achar B* = inf{B € CF, Ap < Ap4r}, onde Ap = (%:;%ﬂ) \p, também temos que

considerar os conjuntos {tmin < T1 A T2} € {tmn 2 T1 A Ty}. Seja 7(t) = (%} r(t), com
Co=20C=10,e K=52.

Em {tmin < T1 A T2} temos que,
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onde R} = f: -F__‘}(:s-)—dM: € um martingal de média zero e limitado em L?, portanto uni-

formemente integrdvel.

Neste ponto redefinimos o problema de otimizagsio como achar o Fi-tempo de parada
B* € C7 (com Cf definida em (12)) tal que K(7,B*) = E[Z}.] = inf{K(7,B): Be€ Ct).
Desde que s6 consideramos tempos de parada B € CF, temos que em {{ > B+7}, a varidvel
indicadora 1{sc¢<s+r} = 0, Yocs< 8, €nquanto que licsoir) = lcsap = 1, Vo<s<p.Portanto, a

representagio semimartingal para Zj, com B € Cf, simplifica para,

B B
_ [’\a+f - ’\-] T __ _ f [’\a - A,+,-] T F
ZE = 1((5,-} + ] ———F‘C(S) ds+ RB = 1{(51-} / FC(S) ds + RB! Be C( g (33)
Assim,
K(r,B)= B|Z3)=P((<T)-E / Ro = duse] ¥ (34)
BeCt BecC! i ¢ (s)

De (34) concluimos que

K(r,B*) =inf{K(r,B): B e Cf} <= G(r,B" )—sup{E / DI“—(JﬂdS] : BeCT},
(35)

e consideramos o problema de maximizar G(7, B).

Teorema 5.0.1. Sob as condigdes no teorema 4.0.1, o tempo 6timo de burn-in B* € Cg

que maximiza G(r, B) é tal que
i B*=inf{B: BECF, Ag < Apy}e
i. B*'< 5.

Prova. Para a aplicagio da regra de parada JLA observe que o processo f, em {¢ > B+7}
éiguala f, = [A—F(s—sﬁl para s < B, assim, {f, < 0} <= {A, < A\,4+-} e sob as mesmas
condigbes no teorema 4.0.1, o caso monétono ¢é satisfeito e com o martingal R} em (32)
uniformemente integrével, entdo a regra LA 6tima satisfaz i. e ., como foi provado em

4.0.1. ]
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6 Problema 3

Suponha que um sistema coerente é submetido a um procedimento de burn-in com periodo
fixado b; se falha antes do tempo b o sistema é descartado a um custo C, > 0 e outra unidade
é submetida ao mesmo procedimento. Este processo é repetido até obter a primeira unidade
que sobrevive ao tempo de burn-in b. O custo para este procedimento é proporcional
a0 tempo necessario para obter uma unidade sobrevivendo ao burn-in, com constante de
proporcionalidade Cj. O sistema que sobreviver ao procedimento de burn-in, resultante do
processo anterior, é colocado em operacdo. Um custo de C > C, ocorre se o sistema nao

sobrevive a um tempo de missdo fixado 7, e um ganho de K se éle sobrevive a este tempo.

6.1 Custo esperado devido ao burn-in

Para obter o custo durante o processo de burn-in, considere a seqiiéncia de tempos de vida
(i, i > 1, das unidades submetidas ao procedimento. Entao, em termos da seqiéncia (;,

i > 1, o custo deste processo é igual a

oo n-—1

E®) =5 TI L - [Co - Licuzny + Co- (B AG)), (36)

n=]1 i=1

n—1
com a convencdo [](e) = 1, para n = 1. Como as varidveis (; representam os tempos de
i=]1

vida de sistemas independentes, a seqiiéncia (;, 2 > 1 é uma seqiiéncia de variaveis aleatérias
estatisticamente independentes. Seja A;(¢} o processo de intensidade de falha do tempo de
vida do i-ésimo sistema submetido ao burn-in. Se A:(Z) = A;, Vi>1 e se supomos que os
¢; sdo tempos de parada totalmente inacessiveis, entdo P((; < t) = F(t),t 2 0, Vi, é
absolutamente continua com funcdo de taxa de falha r¢(t) = w——i—(t) [Fc(t),t > 0, e fungiio de
sobrevivéncia F(t) = P(¢ > t),t > 0. Sob tais condigdes o custo esperado do processo de

burn-in é igual a, v(b) = E[K (b)),

o0 n-1
v(®) = QY [] 1) - [Cs - 1(gust) +Co- (BAG)]}
n=1 i=1
oo n—1
= Z H P(¢; <) E[C, * 1(c,<ty + Co - (BAGR))
n=1 i=1
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=E[C, -1ty T Co-(bACQ)]- Z[Ff(b)]n_]

n=1

LI Ageeny +Co- (BAQ)]. 37
- 50 E[C, - 1<ty +Co- (6A Q)] (37)

De (37) é claro que sob a condigio de tempos de vida independentes e identicamente
distribuidos, o custo esperado para obter uma unidade com burn-in é proporcional ao

custo esperado num ciclo de burn-in para uma unidade com tempo de vida (.

6.2 Custo e ganho esperado devido ao periodo adicional de operacao

O custo por falha durante o tempo de operagdo adicional de uma unidade com burn-in é
igual a, C - (1{¢<p+r}|¢ > b), com valor esperado igual a

E[C g Lyl 1

Cr=="—pcst  ~E®

“E[C - Liggbary — C - 1iezyy), (38)

enquanto que o ganho por sobreviver ao tempo de missdo T é igual a K - (1¢c5e4r}[¢ > 0),
com valor esperado igual a

G(1,0) = K - E[l(>p4n)I¢ > b = K - {1 = E[lc<p4r3|€ > 8]}

1
=K-—_.EK. psy B 1 .

6.3 Fungao de otimizagao

Queremos achar o F,-tempo de parada B¢ Cf que maximize a fungéo U(r, B) = G(r, B)—
C(r, B) — v(B), que por (37), (38) e (39) é igual a

_ [(C+K)=C.) 1y<ny = (C+ K) - Licepsny) Co(BAC)
U(r,B) = K + B 5 Rl YN
(40)

Seja o processo ¥,” dado por

¥ =[(C+K) =] cen — (C+ K) - Liggpen. (&)
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Se ¢ é um tempo de parada totalmente inacessivel, entdo por (3), obtemos a representacio

semimartingal regular de f’,,’,
b b4-1
=[(C+K)-C,)- [ / 1ic>s) Aedls + Mb] -(C+K): [ f Liesaphads + Mm}
0 0

T b

=-(C+K) [ Lisahds + M; ] +[(C+ K) = C] f Tsihetla
0 0
b+T
—(C+K) f Licsepheds + (C + K) - [My = My, + [(C + K) — C.] - M,
b -~
= / [1esal(C + K) = Cds = Ligoain) (€ + K)Avsr]ds + B, (42)
(1]

onde o martingal M = (C+K):[M,—Msy,]+[(C+K)—C,]- My, e portanto M € Mo, Ul
e Y7 = —(C + K) - 1{t<r). Suponha que [F¢(b)]™! é uma funcéo absolutamente continua
de variagio limitada em [0,4]. Ent&o para representar o processo Z7 = = (b) - ¥y podemos

usar a férmula de integragio por partes para integrais de Stieltjes, obtendo,

7 T4 T 1
%= FC(O) Yo / ATl / 2 d(Fc(s))
- —(C + K)l{CS'r} +[ [1((>a}[(c+ K) C];‘c(;)l{C>a+-r}(C+ K)’\J-}-f]

b 1 b 1 2
+/0 d(m) [[(C+ K) = C)] - 1<y — (C+ K) - Lccutn) +/0 'F‘}(—s)dM"

(43)

onde R} = fob ﬁdﬂ} ¢ um martingal limitado em L?. Para tempos de parada B € CF,
temos que em {¢ > B+7}, as varidveis indicadoras l{¢ga+r} = Lc<s} = 0,Vp<s<p, enquanto
que li¢ssiry = li¢>s) = 1,Vocsgp. Assim, a representagio semimartingal para Zj, com
B € CFf, é simplificada para

(C+K)-CJr - (C+ K)z\,+f]
Fe(s)

B
Z3=~(C+K)lyen +/ [ ds+ Ry, B eCF. (44)
0

Seja Ty, = Cy- (bAC) = f: Co-1(¢>4)ds, com parte martingal igual a zero P-q.c, e o processo

X, = 77(‘(—,,) * Tp. Pela férmula de integragéio por partes para integrais de Stieltjes, obtemos,

: b
XFF&ES'T”J’IO[K(LW@{-T:@(E](—S))]

19



b Li¢>a) rels)
=f0 [Co- Foyds+ o (sAc)F‘() (45)

Considerando s6 tempos de parada B € CF, temos que em {{ > B + 7}, a varidvel
indicadora 1>, = 1,Vo<s<B, enquanto que s A { = §,Voc,<p. Assim, a representagao
semimartingal para X5, com B € C¥, é simplificada para,

B Cy-[1+5-7((s)
0 Fe(s)
Observe que U(r, B) = E[U}) onde o processo U3 = K + Z3—Xp. Para B € Cf, temos

Xp= ds, B € C}. (46)

que,
P (C+K)=CIh— (C+K)hpr  Co-[L+5-1e(s)] _
U*=U”’+/{ X0 2 ) < }ds+RB
_ As = 2 ] _(_GC 1+ s-7e(s)] =
_Ug+(C‘+K)/ { Fc(s)"’ (C+°K) F',;(s)( }ds+R;,, BeCF,

(47)

com (75 =K-(C+K)lg< X = [‘—c—*’c—’?,%—c—'] del< [EJ%),;—G‘] < 1. Logo, o problema

de otimizagdo corresponde a achar o Fy-tempo de parada Be C}’ tal que,
E|05 ] = U(r, B*) = sup{U(7, B), B € Cf}. (48)

Para a aplicagio da regra ILA, consideramos neste caso o processo f, em {{ > B + 7},
igual a _
[)‘s __ Al-}-f] _ ) i [1 +f 9 T((S)]
Fe(s) C+K Fe(s)
. % _( Co Co
Sejam g, = Ay — Asir € h(S) = (C n K) (1+s-7¢(s)), h(s) 2 (C 5 K),V,Zo. Observe

que,

fs=

, para 8 < B. (49)

{f <0} = {a <h(5)}. (50)

Teorema 6.3.1. Suponha que o processo de intensidade de falha do sistema (A;)iz0 tem

a forma de banheira com tempos de mudanga 0 < S; < 5y, € Mg < A = limg_o As. Seja
=inf{B: B € CF, fz <0}, com fp definido como em (49). Se

{fn < 0} c {fu+h < 0},V02P.}.h20: U{fa < 0} = Q) (51)

820
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entdo B* = p; < B* < 5 onde B* = inf{B: B € CF, Xg < Apsr}, com Ag =

(552 s

Prova. Seja H(r,B) = E{fOB [:\,—A,+,]ds}, com )\, = [%)I%—Ci] A0 < [gc;c}:)i(-_c,] <1
e

H(r,B*) =sup{H(r,B): BeCf} (52)
Pelos teoremas 4.0.1 e 4.0.2 temos que se o processo de intensidade de falha do sistema

(A)i0 tem a forma de banheira com tempos de mudanga 0 < 51 < 52, € Ag < Ao =

limy_, o0 A¢, €ntdo,

i. B*=inf{B: B€CF, Ap < Apyr}, onde A = [C;{‘;EC.])\B

1. B'SB'=inf{B: BECF, AleB-H}SSl-

Assim, 0 Processo g, = Ay — Ay4r, satisfaz o caso monétono, e B* = inf{B: B € Cf, gp <
0}. De (50) temos que p; = inf{B : B € CF, gs < h(B)}. Entéo para 0 < B < pf,
g8 > h(B), e como h(B) > 0, teriamos que gp > 0, Vo<B<p;- Suponha que g7 > B, isto
implica que gg. > 0, mas pela defini¢io de B*, gg. < 0. Portanto p; < B*. Além disso
como g, satisfaz o caso monétono e sob condigao em (51), temos que o processo g, — 'h(s)
também satisfaz o caso monétono, assim como f, = 9. -h(s) portanto a regra de parada

= - Fe(s) ? °
étima B* € CF tal que, E[ﬁg.] =U(r,B") =sup{U(r,B), BeCE} ¢ B =p; < B". W

6.4 Exemplo

Seja o sistema coerente descrito no exemplo 4.1, onde a fungéo r(t) = e~* + 0.1t. A figura
5 apresenta a fungfio de taxa de falha do tempo de vida do sistema r¢(t), que é igual a,

4 — 3exp{e~t — 1 - 0.05¢2}
2 —exp{e—t —1-0.05¢t} ’

r¢(t) = (e7* +0.18) x

8 fungdo h(t) = (CioK) - [L 4+t - rc(2)] definida em (50), e a fungéio 7(t) — r(t), com

(t) = [CHK2% ] r(t), para Cy =2, C, =5, C = 10e K = 1.
Para achar B* = inf{B € CE, Ap < Ap4-}, onde Ap = [%’—Q] Ap temos que considerar

* o0s conjuntos {tmh, <T /\Tz} e {tmln >Ti A Tg}. Em {tmin <ThT A Tz} temos que,
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Figura 5: Gréficos das funges r¢(t), h(t) e #(t) — 2r(t)
i No conjunto {B + 7 < Ty ATz}: Resolvemos,

#B)=r(B+7)=>¢?+01B= 1.25¢~(B+7) 4 0.125(B + 7).

#i. No conjunto {B + 1 > T; A Tz}: Resolvemos,

#B)=2r(B+7)=>eP%+01B= 2.5¢~(B+7) 4 0.25(B + 7).

No conjunto {tmin = T2 AT} também temos que considerar dois ¢8sos,
i. O conjunto {B < Ty A T3}: Neste caso temos que resolver,
#(B)=2r(B+7)=>¢ " +0.1B= 2.5e~(B+7) 40.25(B + ).
ii. O conjunto {B > Tj A Tp}: Neste caso resolvemos,
97(B) = 2r(B+7) = #(B) = r(B+71) = e~21+0.1B = 1.25¢~(B+7) 1+0.125(B+7).
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A seguir, as solugdes para 7(B) = r(B + 7) para valores distintos de 7.

T | 10 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B*|1.242 | 1.199 | 1.097 | 0.979 | 0.861 | 0.747 | 0.639 | 0.538

Para achar B = inf{B € C¥, A — Ag4r < h(B)} consideramos também os conjuntos
{tmin < Th ATy} e {tmn 2T A T2}. Em {tmn < T1 A T2} temos que,

i. No conjunto {B + 7 < T1 AT:}: Resolvemos,

#B) — (B + 1) = h(B) => ¢~ + 0.1B — 1.25¢"5+") — 0.125(B + 7) = 1.254(B).
#. No conjunto {B + 7 = T; ATz}: Resolvemos,

#(B) — 2r(B + 1) = h(B) => e~ + 0.1B — 2.5¢"®+") — 0.25(B + 1) = 1.25h(B).

No conjunto {tmin = T1 A T2} também temos que considerar dois casos,

i O conjunto {B < T1 A T3}: Neste caso temos que resolver,

#(B) - 2r(B+7)=h(B) => ¢ 2 +0.1B — 2.5¢~(B+7) — 0.25(B + 1) = 1.25k(B).
ii. O conjunto {B > Ty AT}: Neste caso resolvemos,

97(B) —2r(B+71) = h(B) => e ? +0.1B— 1.25¢~(B+7) —0.125(B + 1) = 0.625h(B).

A seguir, as solugdes para 7(B) —r(B+ 1) = h(B) para valores distintos de 7.

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 0.600 | 0.678 | 0.665 | 0.615 | 0.549 | 0.477 | 0.405 | 0.334

u| 3

A seguir, as solugbes para 27(B) — 2r(B + 7) = h(B) para valores distintos de T,

1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 45
» | 0.847 | 0.890 | 0.846 | 0.771 | 0.685 | 0.596 | 0.508 | 0.425

tn| 4

No caso #(B) — 2r(B + 1) = h(B), temos que lz?' = 0 para todo T > 0, pois a fungao
#(t) — 2r(t) é negativa para todo ¢ > 0, como podemos observar na figura 5.
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7 Problema 4

Suponha que o processo de falha de um sistema coerente de tempo de vida (, formado
por m componentes com tempos de vida T;, i = 1,...,m, apresenta dois possiveis tipos de
falhas na idade ¢: falha do tipo I, repardvel minimamente, isto é, reconstitui-se a sua taxa
de falha & condicdo imediatamente anterior & falha, e falha do tipo Il a qual é catastréfica e
portanto néo repardvel. Seja V; = 0,1 a varidvel indicadora para o tipo de falha observada
em t (0 se a falha é do tipo I e 1 se a falha é do tipo II). Neste caso, consideramos a filtragem
F = (F)ezo,

Fo={lgsa i=1,2..., m, V,=0,1, 0< s <t} (53)

A Fi-intensidade de ¢ é dada por A, = A} + All, com A! e Al' a Fi-intensidade das falhas do
tipo I e II, respectivamente. Seja 7 o tempo até a primeira falha do tipo II de um sistema
novo. Suponha que 7 é um F; tempo de parada totalmente inacessivel. Logo, o nimero de

falhas do tipo I para o processo parado em 7 é dado por,
N, = /D t Lo Mds + ML, ML, € Mo, U, E{ fu ‘ Ly>aNids } < 00, Va0,  (54)
enquanto que o processo 1(,<;} tem a representagao semimartingal regular dada por
ey = fo ! Loy Nids + ME | MY € Mo, UL E{ /o t1{,>,,,\§‘azs} <00,Viz0.  (55)

Suponha que um sistema é submetido a um procedimento de burn-in com periodo fixo
b. As falhas do tipo I observadas durante este periodo séo reparadas minimamente a um
custo Cp. Se a primeira falha do tipo II acontece antes de concluir o periodo de burn-in,
entao ocorre um custo de C; > Cy, e outra unidade é submetida ao mesmo procedimento.
Este processo é repetido até obter o primeiro sistema que sobrevive ao tempo de burn-in b
sem falhas do tipo II. Além dos custos por falha durante o burn-in, tem-se um custo fixo
de manufatura e de burn-in por unidade de C,,. O sistema com burn-in resultante do
processo anterior é colocado em operagao por um periodo adicional de cumprimento 4. As
falhas do tipo I sdo reparadas minimamente, a um custo de C + Cj, até completar o tempo

de missdo ou até a primeira falha do tipo II, o que acontecer primeiro. Uma falha do tipo
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1I durante o tempo de missao produz um custo de C' + C}. Se o sistema sobrevive o tempo

de missdo sem experimentar falha do tipo II, obtem-se um ganho de K.

7.1 Custo esperado devido ao burn-in

Considere a seqiiéncia de tempos até a primeira falha do tipo II, i, i > 1, dos sistemas
submetidos ao procedimento até o primeiro tempo que sobrevive ao tempo de burn-in &
sem experimentar falha do tipo II. Em fungfo desta seqiiéncia o custo devido ao burn-in
pode-se escrever como

oo n-—1

B 1) =Y [[1tustr - [Cos + Co - Nip, + Ci - 1<y, (56)

n=1 i=1

€om & convengao 'iz[l(-) = 1, para n = 1. Como as varidveis 7; representam os tempos até a
primeira falha do E;)o II para sistemas independentes, a seqiiéncia 7;, ¢ > 1 é uma seqiiéncia
de varidveis aleatérias estatisticamente independentes. Sejam Al(i) e AJ'(i) os processos de
intensidade das falhas do tipo I e II respectivamente, do i-ésimo sistema submetido ao burn-
in. Se Al(i) = M e A(i) = A, V;>; e os 7; sio tempos de parada totalmente indcessivéis,
entdo, P(r; < t) = F.(t), Vi»o € absolutamente continua com fun¢io de taxa de falha
ordinaria r,(t) = %@ /F:(t),t > 0, e funcio de sobrevivéncia F.(t)= P(r > t),t > 0. Sob
estas condicdes o custo esperado do processo de burn-in é igual a, v7(b) = E[B"(b)],

oo n—1

Uf(b) = E{Z H l{ﬂsb} ¢ [Cﬂlb + CO ) N;I\'rn + Cl : 1{1'"55)]}

n=1 i=1
oo n-1

=Y [P <b)- ElCrs+ Co- Nip,, + C1 - 1zt

n=1 i=1

= E[Cmb + Co* Nipe + C1 - Lizgiy] - > _[Fr (B))"?

n=1

_ E[Cos+ Co - Njpr + C1 - Lizcty]

X0 i

De (57) é claro que sob as condi¢des de independéncia e mesma distribuigdo, o custo

esperado para obter uma unidade com burn-in é proporcional ao custo esperado para um
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ciclo de burn-in (até a primeira falha do tipo Il ou até o tempo b, 0 que acontecer primeiro)

de um sistema com o processo de intensidade de falha A, = Al + AIL

7.2 Custos e ganho esperado devido ao periodo adicional de operagao
7.2.1 Custo por reparos mfnimos

O ntimero de reparos minimos durante o periodo adicional de operagéo 4, apds o burn-in,

corresponde ao processo N} dado por
N} = [Nirgyar — Nonrl > 8. (58)
Eutéo, pela definigio de esperanca condicional, (54) e (58), temos que o custo esperado
devido a reparos minimos no periodo adicional de operagéo é
C'(6,5) = (C + Co) - El(Nipssyar = Ninr) * Lizsu)/P(T > b)

b5
E'[fb Lr>syAlds - 1{T>b}:| E[(M(Ib_,_ﬁ),\, — M},.) Loy (50
D) 0 } &)
Para simplificar (59) observe que {w € ¥ : 7(w) > s, < s < b+ s} HweN: T(w) > b} =

=(C’+C'0)'{

{we: r(w)>s,b< s < b+ s}, assim,
E [ fbbk 1(r>5) /\ids . 1{-,-;.;,}] E [ f:h- 1(T>,})\£ds}
F(b) B Fo(b)
Sob a filtragem dada em (53), o primeiro tempo de falha do tipo II, 7, é um F;-tempo de

(60)

parada, portanto, para ¢t = b, o evento {r > b} € F,. Além disso, o processo M! = (M});>0
é um F-martingal uniformemente integrével e portanto, pelo teorema de amostragem op-
cional e pela propriedade martingal, temos que E[M('HJ) A 14l = E[ML,, - 14), Yaes,. Em
particular, para A = {7 > b} € F,

EMuioiar - Lrsty] = E[Monr - Lirsp)) = E[(Mipsainr — Monr) - Lizspy] =0. (61)
Substituindo (60) e (61) em (59), obtemos,

E| [T 1o Mds
CI(J,b) =(C+Cp)- [ F.,{(b) d } = (C+ () -

E[N(Ib+6_)/\r - N!L\-r]
F®

(62)
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7.2.2 Custo por falha de tipo II e ganho por sobrevivéncia sem falha do tipo
II

O custo por falha do tipo II durante o tempo de operacio adicioﬁal de um sistema com
burn-in, é igual a (C + C1) * (L{z<py63|™ > 1), com valor esperado igual a
E[(C+C1) - ligorsy - Lironyl _ B(C+C1) - Lipsbagy — (C+ Ci) - 1irs]

P(t > ) F.(b) (‘ )
63

enquanto que o ganho por sobrevivéncia ao tempo de missdo sem falhas do tipo II é igual

Cc"(8,b) =

a K - (1{z>b+8}|7 > b), com valor esperado igual a

GM(5,b) = E[K - 1{r5548) - 1{r>t}) _ EK - Yrsty — K - Liper<brsy)
! P(r>b) F..(b)
_ElK-1gcony — K- Lirery]

F:(b) '

=K (64)

7.3 Fungao de otimizagao
Seja
CF = {B >0: B é Fytempo de parada, B+ 6 < 7, , E[r] < 00, E[B] < oo}. (65)

Queremos achar o Fi-tempo de parada B** € CF que maximize a fun¢io U7(8, B) =
G'(é, B) — C'(8, B) — C"(8, B) — v"(B), que por (57), (62), (63) e (64), é igual &

_Cmb + (K+ C) “ 1{1-53} - (K + c +Cl) - 1{1~5B+6}L
F,(B) |
. C- Nflimr - (C + CO) ' N(IB+5)A-r
3 F.(B)

U’(J,B)=K+E‘[

]. (66)

Antes de analisar & solucio 6tima deste problema, vamos considerar primeiro o processo
definido por
Ybs = Noar — N(Ib+6)Ar + 1ir<ty = Lirsora}- (67)
Suponha que desejamos achar B* € CF tal que E[YS.] = sup E[Y{]. Para isto usaremos
BeCE

a representacio semimartingal regular de Y;?. Supondo que T é um tempo de parada
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totalmente inacessivel, por (54) e (55) temos que

b b4 b b+§
Y! = f LirsapAhds — / Lir>syNids + /0 L(r>sAlds — [o 1r>a)Alds+
0 0
Mb/\f (|>+5)I\r + Mb{}\r - M(Ig-J-J)AT

8 8 b+-8

= - [/ 1{T>5}Aid5 + Mél\r] L [/ 1{7)3}’\£[ds + MJAT] / 1{,»>,}A£d3 —/ 1{7—>,}/\£d3+
0 0 4
b b+8
+ j Lirso)Ads — f Lir>a Ayds + Mya, + Mih +
0 é
+ (Mg/\r M(HJ)AT) + ( 6/\1‘ M(lg+6)l\'r)
b
=Y+ f [fs + fMds + M, Mf € Mo, UL, (68)
0

Onde Y: = _NJIAT - 1{"56}’ Y martmga.l le bl\r Mg}\‘r + (Mgl\f - M(Ib-!-é)/\f) + (MB\T -

MG, 5)a-), € 0s processos f} e fII, sio iguais a,

fo= 1o = Uosws)Vgs S = Lo N = Lisaegy Al g (69)

ParaBGCf,-r>B+6,eporta.nto,paratod005sgB,T>s+6,T>s,logo,os

processos f! e fI, simplificam para,

f = ’\ - )‘a+61 f“ = ’\" - )‘u+6a (70)

sup E[Y"] = E[Y{] + sup E f (A = AL)+ (- AIH)st}, (71)

Teorema 7.3.1. Suponha que os processos de intensidade dos tipos de falha I e II tem a
forma de banheira com tempos de mudanca, 0 < SF < S, 0 < S < SI respectivamente,
tais que 5; = max{S},5{'} < S, = min{S}, 5}, e A} < AL, = limp_po AL, A < M=
lim,_.o, A™. Entéo o tempo 6timo de burn-in B* € CF que maximiza E[Y]] ¢ tal que,

i B'=inf{B€CF: fh+f <0} =inf{B€CF: Ay—Apps <O}, e

i B <8,
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Prova. i. Da hipétese e pela definigéo 2.0.5, temos que A; = A} + A é ndo crescente P-q.c.
se 0 <t < Sj; é constante P-q.c. se §; <t < S5, e ndo decrescente P-q.c. se t > S; logo,
pela mesma definigéio 2.0.5, o processo de intensidade A; = Al + A tem também a forma de
banheira com tempos de mudanga 0 < S1 < S;. Além disso, Ao = A+ < AL+ = A,
e entdo, pelo teorema 4.0.1 0 processo Ay — A = (A} — AL, 5) + (AT — AR ;) satisfaz o caso

monétono. Como o martingal M{ uniformemente integravel, a regra LA dada por
B =inf{BE€CF: fi+ <0} =inf{B€CF: As—Aps <0}
é tal que
B
sup BIYE] = B+ B{ [ 104 = ) + OF = i lds} = BYEL
BeCE 0
1. pelos mesmos argumentos usados na prova do teorema 4.0.1, conclui-seque B* < 5;. B

Nota 7.3.1. Se ¢ é o tempo de vida de um sistema coerente com intensidade de falha
A = A+ A e 7 é o tempo até a primeira falha do tipo II deste sistema, temos que
{¢ > t} C {r > t}, e portanto, podemos considerar as condigbes do teorema 4.0.1 para a

prova do teorema 7.3.1.

Considere o processo }7’,;’ dado por
V8 = —Cop+ (K +C) - Lipaty — (K +C+C1) Lirgprsy +C- Njnr = (C+Co) - Nipygyar- (72)

Se 7 é um F;-tempo de parada, entdo por (54) e (55), obtemos que a representagao semi-

martingal regular de Y &,

S b ‘ bié

yb6 O, I +/ 1{1->a)(K + C)).Etds - / 1{T>,}(K +C+ Cl)lllds-i"
0 0

b b+6
+ / 1{-r>a)C)\ld3 - f 1{r>a}(C + Cﬁ))‘.lsds 4C Mgt\r - (C T CO) ’ M(Ib+5)l\1'+
0 (1]

+(E+C)- M, — (K+C+C1)- Mt gar

§ )
= —Cry— (C+Co) - | f Loy Mds + My, | = (K +C+Cy)- [ /0 L s + MR, | +
0
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b b+§
+ / Lir>sp(K + C)X]lds — / 1rss) (K +C + C1) M Nds+
0 a
b
+/ 1{T>s}c’\lsds - f 1{r>a}(0 + Co)/\lds +C - M, bNr (K + C') bl\-r
0 ]
+ (C e CU) * [MA}AT M(H-J)Af] + (K +C+ C]) [ 5,\,- (b+5)l\f]

b

=¥+ / (7 + Flyds + ME, 31 € Mo, UL, (73)
0

onde, )-’06 = —Cpp — (C + Co) N} hr = (K+C+ C1)I{T<5), E|}75l < 00, 0 martingal Mf =
C- M}, + (K +C)- M{L +(C+Co)- [Mju, — My, g0, ] + (K +C+Cr) - [Mg}, ~ M 5,1,

e os processos /1 e fII sdo iguais a,

f = 1{r>a}c’\ b 1{r>a+5}(c+ C’O)’\a+6i flI = 1{T>J}(K + G)’\ - 1{T>a+5}(K +C+ Cl)’\s+a'
(74)

Para B € CF estes dois processos simplificam para
=0l —(C+Co)Ay; fA=(K+C)N—(K+C+C)AL, (75)
Logo, Para B ¢ CF,

EIVE] = BI7) + E{ / [OX = (C+ Co)Mhyg + (K + OO = (K + C + C)NL, Jas ).
(76)

Seja m, = CAL — (C+ Co)M\ 5+ (K + C)ME — (K + C + C1) A 4, isto 6, m, = f1+ fII, em
{r> B+ 4§}, e0< s < B. Por manipulagio algébrica, temos,

my = (C + Co)(Aa = Aurs) + (K + C1 = Go)(N = ML), (77)

onde, Auss = Mg+ Mips & = (555 )00 + A1) = (555 )2 W = (k)5
K+C —-Cy>0.

Teorema 7.3.2. Sob as condigbes no teorema 7.3.1, o tempo 6timo de burn-in [}' € CF

que maximiza E[VS] é tal que,
B = inf{B € CF: (C+ Co)(Ap — Apss) + (K +Cy — Co)(\d — ML, ,) < 0}, e
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# min{B*, BV} < B* < max{B*,B"} < S, onde, B* = inf{B € CF : }p <
,\B+5} < B* < §), com B* e 57 como foram definidos no teorema 7.3.1, enquanto que

=inf{BeCF: M <Al } <SI

Prova. . Do teorema 4.0.2 e pelas condigdes dadas no teorema 7.3.1 temos que o processo
X, - As+6 satisfaz o caso monétono e a regra ILA B* = inf{B € C'f : )-\B < Ap4s} é tal
que

supE [,\ —/\,+5]ds / (3 —)\.+;]ds}
BeCt

eB ' <B < S, com B” e S, como foram definidos no teorema 7.3.1.

Similarmente, também do teorema 4.0.2 e sob as condi¢des dadas no teorema 7.3.1 temos
que o processo Al — AL satisfaz o caso mondtono e a regra ILA B™ = inf{B € CF :
N < ML) é tal que

sup { [ I Al s} = B / " - as),

BeCt
e B < S < max{S!, 51} = S,.
Como 08 Processos A, — Agys € 5\1, — Il ; satisfazem o caso monétono, entdo o processo m,
em (77) é também monétono, isto é, para todo w € Q, existe B € CF, tal que ¥,>g4>0,
{m, <0} C {msun <0} e U,Zo{m, < 0} = Q. Logo, com o martingal M$ em (73)
uniformemente integrdvel, a regra ILA dada por

B*=inf{B € CF: mpg <0} =inf{B € CF: (C+Co)(As—Apss)+H{K+Ci—Co)(A3-2Y ;) < 0},
é tal que
sup E[Yf] = E[Y"]+E / [CX—(C+Co)X, +5+(K+C)A"—(K+C+C’1)A,+a]ds} = E[Y{ ).

ii. Sejam B, = min{B*, B} e B, = max{B",B"'}. Seja 0 < B< B,,istoé, B< B* e
B < B, entdo, pela definigio de B* e de B, Ag—Apys > 0 e Ay — AL, ;> 0, assim, para
todo B < By, mp > 0, portanto 5' > B,. Suponha que B > B,, entdo pela definicio de

B, teriamos que mp, > 0. Embora, como B, > B* e B, > B, entdo Ay, — g5 < 0
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e )-\151 - )\g +s <0, portanto, mp, < 0, isto contradiz o resultado anterior derivado da

suposigdo B* > By, logo, conclui-se que B < B,. [ ]

Voltamos de novo ao problema de maximizagio da funcio dada em (66). Para isto definimos

o processo Z§ = -Y{, e supomos que [F;(b)]~! é uma fungso absolutamente continua

1
F.(b)
e de variago limitada em [0,8]. Pela formula de integragdo por partes para integrais de

Stieltjes e de (73), obtemos,

- L | 1
Z = F‘(O) / F(s—)’ﬂ’ / Yéd(F(s))
= "o‘+be(s)[P+ﬂ‘]ds+/ Y‘;f((s))d + R, (78)

onde o martingal R = fo F‘(a) 4 =dM? é um martingal de média zero e limitado em L? (por-

tanto uniformemente integrvel). De (66) e (72) ¢ claro que U"(8, B) = K + E|Z3]. Para
B € CF a representagéio semimartingal regular de Z4 dada em (78), simplifica para,

=74 + [ st r-(alds + 7, )
onde m,, é como em (77) e
=Cmp +(C+Cp)- Nl s—C-N. (80)
Logo,
sup U"(5,B) = K+ sup BIZE] = K + EI¥{) + sup E{ / 2Ol o= ro()alds}. (81)

BeC? BeC?t

Nota 7.3.2. Observe que o processo §, > 0,V,>0, P-q.c. € g, > Cr, portanto
5 &6 2 2
E[Z3] < E[Y, _—|m, — .
28] < BU78) + B{ [ grslms = o ro(ollds}, Viso
assim,
Z3) < B[V§ E ’ 1 C. d
EZg) < T e = Lmb Ty
sup BIZE) < BIFS) + sup B{ | s, — O (o)} (52)
Nota 7.3.3. Seja B** € CF tal que,
B B
1 1
E{‘/o- F—:,T—(s—)[m, - Cmb . Tf(s)]ds} = BS;I(}:‘):E{./O m[m, - Cmb . r,(s)]ds}.
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Pela definigio de sup E[Z%)] temos que,
BeCt

-~ -~ B "
E[Z%..) = E[Yg)] +E{/o s )[m, r,(s)g,]ds} < sup E[Z8). (83)

Nota 7.3.4. Se além, B** = inf{B € CF : mg — Cmp - 7-(B) < 0} e tal que V5 5.. 59

{ma —Cmp- 7‘.,.(5) < 0} c {ma+h —~Cmsp -1",-(3+h) < 0}5 € Uago{m-’ —Cmp- TT(S) < 0} = ﬂ,
entdo também para todo s > B m, - r-(s)ds < 0. Logo,

f [m, r,(s)g,]ds} < 0,Vg,5.., e portanto,

é--
E[Z4..] = BY) + B{ fo ﬁ}(s—)["% = re(S)alds } >

B
= 1 _
é L = _ é
E[7$]+ B{ fo AL re()alds} = E(Z5], Vg, (84)
Teorema 7.3.3. Suponha que os processos de intensidade das falhas do tipo I e II sdo
como no teorema 7.3.1. Seja B** = inf{B € CF: mp — Cpy - 7-(B) < 0}.
i Se
{m, — Cos - r:(s) < 0} C {mysn — Crs - r(s+h) < O}V-?_B",hzo'

U{m, —Cmp-1r(8) < 0} =Q,

820

(85)

entdao B** & tal que

E{./;é" ar )[m. Cmb - Tr(8)]ds } = sup E{fOB F‘T].(S)[m‘—CM.TT(S)]dS}. (86)

BeCE

ii. Sob (85),
; s =
ElZ4.) < sup EI74) < BIYS) +B{ fo ™ Crs-Tol)ds).  (87)
#ii. Seja B** € CF, tal que

U™(8,B°) = sup U(6, B) = K + sup E[Z5] = K + E[Z}..]. (88)
BeCt BeCE

Sob (85), B* < B» < Ig", com B* como foi definido no teorema 7.3.2.
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Prova. i Do teorema 7.3.2, sob as condi¢des no teorema 7.3.1, o processo m, dado em
(77) satisfaz o caso mondtono. Além disso, se a condigio em (85) é satisfeita, entdo o
processo m, — Cpyp - 7(s) também satisfaz o caso monétono e portanto também o processo
(ms — Coms - 7+(8))/ F+(s). Logo, com o martingal R em (78) uniformemente integravel, a
regra de parada JLA definida por B** satsfaz (86).

ii. O resultado segue de . e das desigualdades em (82) e (83).

#i. Da definicio de B**, para todo 0 < B < B, mp — Cps - -(s) > 0, portanto,
para todo 0 < B < B**, mg > 0 (pois r,{(s) > 0, V,>g) Suponha que B* < B**; entdo do

argumento anterior, mz, > 0, mas da defini¢éo de B* resulta que mz. < 0, logo ¢ falso

B
que B < B**, e portanto B» < B'. Suponha também que B°* > B**. Sob tal suposicéo,
da desigusldade em (84) teriamos que E{Zg,_] > E[ ..J; 0 qual contradiz (88). Portanto

B < B**. Em resumo, B** < B~ < B‘. n

Nota 7.3.5. Sob as condigbes do teorema anterior, temos que

K+ E|Z3,.] < U(5, B™) < K + EI7) +E{f )[m, Comp - r,.(s)]ds} (89)

onde B < B

7.4 Exemplo

Seja ¢ o tempo de vida de um sistema coerente de dois componentes em paralelo, isto é,
¢ = Ty} VT3, onde os tempos de vida dos componentes, T} e T sfo definidos por T) =
Zy A 2y, Ty = 2y A Zyy, com Z,,Z,, Z15 varidveis aleatérias iid com funcio de taxa de
falha r(t) = e™* +0.1t, t > 0. A F, intensidade de ¢ é, A, = 7(t) + 7(t) 11y ATy <t<TyvIR}-
Uma falha do tipo II acontece quando o sistema em operacao é atingido por um choque
associado a Zj3, e uma falha do tipo I quando a falha é causada pelos choques associados as

varidveis Z) e Z,, entao 7, o tempo da primeira falha do tipo II, é igual a Z;,, e enquanto
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Z12 > t, as falhas do sistema sdo do tipo I. Assim, temos que,
Mzisg = ) (zusn Lz z>g + Lizstzmal € M liznsg =)l zu>g-  (90)

Sob as condi¢des anteriores, assume-se que observamos os tempos de vida dos componentes
e o tempo no qual o sistema é atingido por um choque associado a Zj3, isto é, o indicador

do tipo de falha é Vi = 1{z,,51, através de,
]:t = {I{T})a}a i= 19 2) 1{Zn>l): 0 <s< t}

A fungho r(t) tem forma de banheira com um sé tempo de mudanga em #min = 2.302584,
r(0) = 1 < r{00) = +00, € A, é como em (27). Portanto os processos de intensidade A;' e
)¢ tém um tnico tempo de mudanca em SI' = SI = S = S = tmin, € Ag < Ao = +00. No
conjunto {tmin < T3 A T2} 0 processo A, é como na figura 2, e no conjunto {tmin = 71 A T2}
é como na figura 3. Queremos achar B = inf{B € CF : mp < 0} = inf{B € CF :
(C + Co)(Ag — Agss) + (K + C1 — Co)(M% — AL ;) < 0}, onde, Apis = Mgu5 + AL,
g (G—fa)()\g ) = (a%—) Ap, A = (mh),\g, para C =10, Co = 2, C; = 5,
Cms = 1, e K = 15. Para isto, é preciso, como antes, considerar 0s casos {fmin < 11 A T2}
e {tmn 2 T1 AT2}.

No conjunto {tmin < T3 A T3}, temos

i. O conjunto {B + 6 < Tj A T2}: Neste caso temos que resolver,

(©+Co)| (g )r8) - (B +3)]

-(K+cl-co)[(

o rB) =B+ 8] =0

< (K+C)y(B)— (K+C+C)r(B+468)=0.

ii. O conjunto {B + § > T A T2}: Neste caso temos que resolver,

(C +Co) [(C fco)r(s) _or(B+ 5)]

~ (K +C -G r(B)—r(B+6)] =0

rro=G)
K+C -Gy
< (K+C)r(B)- (K +2C+Co+Ci)r(B+98)=0.
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No conjunto {T} AT, > tmin }, consideramos

i O conjunto {B < Ty A Ty}: Neste caso temos que resolver

b

©+00)| (g )rB) - 20(5 +5)
— (K +Cy—Cy) [(ﬁ_—co)r(B) —r(B+6)] =0

= (K + C)r(B) - (K +2C + Cy + C)r(B + 6) = 0.

#. O conjunto {B > T} A T3}: Neste caso temos que resolver,

-+ (5 5 )21 (B) ~2r(B -+ 0)]
—(K+Cy~ Co)[(m—éi—_*co)r(l?) ~r(B +5)] =0

= (K +2C)r(B) — (K 4 2C + Cy + Cy)r(B + 6) = 0.

A seguir, apresentamos as solugdes para (K +C)r(B) - (K + C + C)r(B +6) = 0, para

valores distintos de 3,

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
T 13371 1.271 | 1.158 | 1.034 | 0.911 0.794 | 0.684 | 0.582

G o,

A seguir, apresentamos as solugbes para (K + C)r(B) — (K + 2C + C, + Cor(B+4) =0,
para valores distintos de 4,

§ 1 10| 15 | 20| 25| 301 35| 40 | 45
B [ 0.603 | 0.729 | 0.700 | 0.623 0.529 | 0.430 | 0.333 | 0.240

Os seguintes sio as solugdes para (K + 2C)r(B) = (K +2C + Cy + Cy)r(B +6) =0, para
valores distintos de 4,

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
1.337 1 1.271 | 1.158 | 1.034 | 0.911 | 0.794 | 0.684 0.582

| o,
*
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Para achar B* = inf{B € CF : mp —Cpmp - 7-(B) <0} =inf{B€CF: (C+ Co)(As —
Ap+s) + (K + Ci — Co)(A% — A8, 5) — G - 7,(B) < 0}. De novo, consideramos os casos
{tmin < Tl A T2} e {tmln 2 Tl A T2}

No conjunto {tmin < 71 A T2}, temos
i O conjunto {B + § < T3 A T}: Neste caso temos que resolver,
C
(C + Co) [(m)T(B) = T‘(B + 6)]
= (e 0 =G [(—K———)T(B) (B +5)] - Coar(B) =0
K+C —-Cy
< (K+C—Cm)r(B) — (K +C+Cy)r(B+8)=0.
#i. O conjunto {B + & > T} A T2}: Neste caso temos que resolver,
C
(C + Co) [(m)rw) —2r(B+ 5)]
K
= (& .65 =) [(m)r(B) ~ (B +8)| = Crur(B) =0
& (K+C - Crp)r(B)— (K+2C+ Co+C1)r(B+6)=0.
No conjunto {7} A T2 > tmin}, temos
i. O conjunto {B < T1 A T}: Neste caso temos que resolver,
C
(C +Cy) [(m)r(B) —2r(B+9)|
— (K +C1 — o) (g )7(B) = (B + )] ~ Cpur(B) = 0
( 1 0)[(K+C'1—Cor T ' b e
= (K+C - Crp)r(B)— (K +2C+Co+ C1)r(B+6) =0.
ii. O conjunte {B > T) A T»}: Neste caso temos que resolver,
C
(C + Co) [(m)zr(s) —or(B+ 5)]
K +Ci— )| (g )1(B) = r(B+ )]  Cruar(B) =0
- (K +C1- ) [(rgr=e;)T(B) ~ (B +8)] = Coar(B) =
<= (K +2C — Cpp)r(B) — (K +2C + Co + C1)r(B + 6) = 0.
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Os seguintes, 50 as solugdes para (K + C — Crp)r(B) — (K +C' + Ci)r(B+3) =0, para

(B+68) =0,

6) = 0, sdo,

velores distintos de 4,
é 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5
B+ 1.242]1.199 | 1.097 | 0.979 | 0.861 1 0.747 | 0.639 | 0.538
A seguir, apresentamos as solugdes para (K+C—Cpp)r(B)—(K+2C+Co+Ch)r
) 1.0 1.5 20 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 0.512 | 0.668 | 0.649 | 0.577 | 0.486 | 0.390 | 0.293 | 0.200
Finalmente, as solugoes para (K + 2C — Cpyp)r(B) — (K +2C + Co + C1)r(B +
) 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
B* | 1.269 | 1.220 | 1.114 | 0.995 | 0.875 | 0.760 | 0.652 | 0.550
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