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Capitulo 1

Introducao

Vamos aqui relembrar alguns conceitos algébricos que serao usados no decorrer do texto.

O leitor familiarizado com estes conceitos, pode seguir diretamente para o Capitulo 2.

Uma operagao bindria sobre um conjunto ndo-vazio S € uma fungao * de S x S em S.
Uma estrutura algébrica é um conjunto S ndo-vazio, munido de uma ou mais operagoes
bindrias.
Uma operagao bindria * sobre S é:
-associativa quando (axb)y*c=ax(bxc), a,b€ S;
-comutativa quando a xb=bx*a, a,be S.
Uma estrutura algébrica (S, *) possui um elemento identidade (bilateral) em relagao

a operagao bindria * quando existe um elemento 0 de S tal que
ax0=0xa=a, a€S.
Nestas condigdes, 0 é chamado de elemento identidade para (S, *).
Teorema 1.0.1 Uma estrutura algébrica tem no mdrimo um elemento identidade.

Demonstragdo. Suponhamos que 0 e 0' sejam elementos identidades de (.5, *). Como
a*0 =a,paratodoa € Se0 €5, entdo 0 x0 = 0. Analogamente, 0’ *0 = 0. Portanto,
0=00=0" O

Seja (S, *) uma estrutura algébrica com elemento identidade 0. Dizemos que um ele-

mento o de S tem um inverso (bilateral) em relagdo a operagdo * quando existe um



' ' ' ' . . ,
elemento a de S tal que axa =a *xa = 0. Um elemento a com a propriedade acima é

chamado um elemento inverso de a.

Teorema 1.0.2 Em uma estrutura algébrica (S, ) onde % € associativa e possui elemento

identidade 0, cada elemento tem no mdzximo um inverso.

e 1 n - - - )
Demonstragao. Suponhamos que a e a sejam inversos de a € S. Entao, a*xa =0 =
" v ' ! ! " . - .
a*xa e, conseqientemente, a *(a*xa ) =a *(a*xa ). Usando a associatividade de * vem

’ ! ! " . s ! n ’ "
que (@ *a)*xa =(a *xa)*a ,isto é,0%xa =0xa . Logo,a =a . O

Vejamos agora alguns exemplos de estruturas algébricas bem conhecidas e algumas

de suas peculiaridades.

GRUPO - é uma estrutura algébrica formada por um conjunto ndo-vazio G e uma
operacao bindria * sobre G satisfazendo as seguintes condigoes:
G1. * é associativa,
G2. (G, *) possui um elemento identidade;

G3. cada elemento de G possui um inverso em relagio a x*.
Se a operagao * for comutativa, dizemos que o grupo (G, *) é comutativo (ou abeliano).

ANEL - é uma estrutura algébrica formada por um conjunto nao-vazio R e duas
operagoes bindrias + e - sobre R satisfazendo:
R1. (R, +) é um grupo;
R2. a+b=b+a, a,bE R,
R3. “” ¢ associativa;

R4. a-(b+¢c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a, a,bcER.

Definigao 1.0.3 Um anel comutativo (ou abeliano) € um anel (R, +, ), onde a operagao

«

bindria é comutativa.

Defini¢do 1.0.4 Um anel com identidade é um anel (R,+,-) onde (R,-) possui um

elemento tdentidade (geralmente denotado por 1).



Teorema 1.0.5 Seja (R,+,:) um anel. Entéo 0-a=a-0 =0, a € R. Se denotarmos
o tnverso de um elemento a de R em relagcao a operacao bindria + por —a e se, além
disso, escrevermos a — b:=a + (—b), a,b € R, entao:

1)a-(=b)=(-a) - b=—(a-b), a,bER;

2)(—a) (-b)=a-b, a,beR;

3)a-(b-¢c)=a-b—a-c, (b—c)-a=b-a—c-a, a,bc€R.

Demonstragao. Exercicio. O

Corolario 1.0.6 Seja R # {0} um anel com identidade 1. Entdo 1 # 0.

Demonstraciao. Existe um elemento a em R diferente de 0. Se 1 = 0, podemos usar o

teorema anterior para concluir que a = a-1 =a-0 = 0, uma contradigao. a

Defini¢ao 1.0.7 Seja (R, +,-) um anel com identidade 1. Dizemos que um elemento a

de R € inversivel (unidade) quando ele possui um inverso em relagao & operagdo bindria

« v

Observacao 1.0.8 Se um elemento a de um anel (R, +, -) é inversivel, ele possui somente

o »n

um inverso em relacao a operagao bindria “”. Este inverso é geralmente denotado por

a”t.

Definigao 1.0.9 Sejam (R, +,-) um anel e a # 0 um elemento de R. Dizemos que a €

um divisor de zero em R quando existe b #0 em R tal quea-b =0 oub-a =0.

Teorema 1.0.10 Um anel (R, +,) nao possui divisores de zero se, e somente se, R
satisfaz a ler do cancelamento: se a,b,c € R, a#0ea-b=a-coub-a=c-a entdo

b=rc.

Demonstragao. Exercicio. O

Defini¢ao 1.0.11 Um anel de integridade é um anel comutativo com identidade que nao

possut divisores de zero.



Definicio 1.0.12 Sejam (R,+,.) e (R, +,"') dois anéis (ndo necessariamente distin-
tos). Um homomorfismo de anéis é uma fungdo f : R — R’ que satisfaz:

Hi. f(a+0b) = f(a)+ f(b), a,b€R;

H2. f(a-b) = f(a)- f(b), a,b€R.

s ! ’ ~ - ’,
Um homomorfismo de anéis f : R — R que é uma fungao byetora é chamado de
isomorfismo de anéis.

O nucleo do homomorfismo f é o conjunto Ker f dado por:
Kerf:={a€R:f(a)=0}.
Antes de prosseguirmos com mais conceitos sobre anéis, vejamos um exemplo especial.

Definicao 1.0.13 Sejam m um inteiro maior ou igual a 2 e a,b € Z. Dizemos que a €

congruente a b médulo m, e escrevemos a = b(modm), quando m divide a — b.

E facil ver que a definigdo acima define uma relagdo binaria sobre Z e que esta é na

verdade uma relacao de equivaléncia sobre Z.

Teorema 1.0.14 Sejam a e b inteiros quaisquer. Entao a = b(modm) se, e somente se,

os restos das divisoes de a e b por m coincidem.

Demonstragao. Exercicio. a

Corolario 1.0.15 Todo inteiro é congruente modulo m a um e somente um elemento do

conjunto {0,1,...,m — 1}.

Demonstragao. Exercicio. O

Para cada inteiro a consideremos o conjunto
a:={b€Z:b=a(modm)}.

Notemos que tal conjunto é a classe de equivaléncia de a e que a depende de m apesar
da notacao nao enfatizar esta dependéncia. Vamos indicar por Z,, o conjunto quociente

de Z pela relacao de equivaléncia acima, isto é,

Zm =1{0,1,...,m —1}.
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Neste conjunto, definimos as seguintes operagoes:

G+b:=a+b, a-b:=ab, abeZ.

Notemos que a soma @ + b e o produto @ - b nio dependem dos representantes a e b
da classe de equivaléncia. Em outras palavras, as operagoes de soma e de multiplicagdo
sobre o conjunto Z,, estio bem definidas. Para determinarmos a soma @+ b, somamos os
niimeros inteiros a e b e encontramos o resto r da divisio de a+b por m. Entao, a+b = 7.
Analogamente, se s é o resto da divisao de ab por m, entdo @-b = 3.

O conjunto Z,, com estas operagoes de soma e multiplicagdo é um anel comutativo

com identidade. Este anel é chamado de anel dos inteiros mddulo m.

Observacgao 1.0.16 Em geral, a lei do cancelamento para operacao de multiplicacao

nao vale em Z,,, ou seja, Z,, nao é um anel de integridade.
O préximo resultado determina os divisores de zero em Z,,.

Teorema 1.0.17 Um elemento @ de Z,, (m > 1) é um divisor de zero se, e somente se,

o mdzimo divisor comum de a e m € maior do que 1.

Demonstragao. Exercicio. O

Teorema 1.0.18 O anel Z,, ¢ um anel de integridade se, e somente se, m é um nimero

prIMo.

Demonstragao. Exercicio. 0

_~Vejamos agora o conceito de caracteristica de um anel comutativo com identidade.

Ve
e

Defini¢ao 1.0.19 Sejam (R, +,-) um anel e S um subconjunto nao-vazio de R. Dizemos

que S € um subanel de (R, +,-) quando S com as operagées de R é um anel.

Seja (R, +,-) um anel comutativo com identidade 1 e m € Z. Definimos m-1 € R
(multiplo inteiro de 1) da seguinte maneira:
1+---4+1 (m vezes), se m >0
m-1:=¢ (=1)+---4+(=1) (—m vezes), se m <0

0,se m=0



Indicando-se por R o subconjunto de R constituido de todos os multiplos inteiros de 1
temos que (R, +, ) é um subanel de (R, +, -) e a fungdo f : Z — R dada por f(a) = a-16
um homomorfismo de anéis. Vejamos atentamente o que acontece com o ntcleo de f. Se
Ker f = {0}, entdo 0 é o tinico ntimero inteiro n tal que n-1 = 0. Se Ker f # {0}, entéo
existe um numero inteiro a # 0 tal que a -1 = 0. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que a > 0, jd que se a < 0, entdo (—a) -1 = —(a-1) = 0. Pelo Principio do

Menor Inteiro, existe entdao o menor elemento do conjunto
S={neZ:n>0 e n-1=0}

digamos ¢. Obviamente ¢ > 1. Além disso, Ker f = ¢Z, onde ¢Z é o subconjunto dos

inteiros que sao miltiplos de £. De fato, como
fla)y=(fa) 1=4(a-1)=£0=0, a€Z,

segue que ¢Z C Ker f. Reciprocamente, seja n € Ker f. Seja r o resto da divisao de n

por £, isto é, n =gl + 1, 0 <7 < £. Segue que
O=n-1=(¢f+7r)-1=q(fl-1)+7r-1=q0+7r-1=0+7-1=7-1.

Como r < £, concluimos que 7 = 0, isto é, que n = q ¢ € (7.
Finalmente notemos que se Ker f = £ Z, para algum ¢ > 0 entdo ¢ divide £ e ¢ divide

¢ . Em outras palavras, £ = +¢. Como ambos sio positivos, segue que £ = £.

A discussao acima permite a introdugao do seguinte conceito.

Defini¢ao 1.0.20 Seja (R, +,-) um anel comutativo com elemento identidade 1 (1 # 0).
A caracteristica de R € o unico inteiro positivo £ tal que L7 coincide com o niucleo do

homomorfismo f : Z — R dado por f(n)=n-1, n € Z.

As seguintes observacdes merecem registro neste momento:
1) Um anel (R, +,-) comutativo com elemento identidade 1 (1 # 0) tem carac-
teristica 0 se, e somente se, 0 é o tnico nimero inteiro n satisfazendo n-1 = 0.
2) Nas condigbes acima, R tem caracteristica ¢ > 0 se, e somente se, £ é o menor

inteiro positivo satisfazendo £-1 = 0.



3) O anel (Z, +, -) usual tem caracteristica 0.
4) O anel (Z,, +,-), (m > 1), tem caracteristica m. Logo, dado um inteiro positivo

m, existe um anel cuja caracteristica é m.

Teorema 1.0.21 Seja R um anel comutativo com identidade 1 (1 # 0) de caracteristica

0. Entdo o menor subanel de R com identidade 1 é 1somorfo a Z.

Demonstracao. Exercicio. 0O

Teorema 1.0.22 A caracteristica de um anel de integridade € 0 ou um nimero primo.

Demonstragao. Exercicio. O

4

Defini¢ao 1.0.23 Um anel (R,+,-) € um corpo se a estrutura algébrica (R \ {0},-) é

um grupo comutativo e tem identidade.

Observagao 1.0.24 Todo corpo (F,+,-) possui pelo menos dois elementos, 0 e 1; a
identidade do grupo (F \ {0}, ) é 1.

Como exemplos de corpos citamos os conjuntos Q, R, C e
Q(V2) :={a+bv2:0a,be Q}

munidos das operagoes usuais de soma e multiplicagao, além dos anéis Z,, onde p é um

primo.
Teorema 1.0.25 Um corpo (F,+,-) é um anel de integridade.

Demonstragao. Como todo corpo é um anel comutativo com identidade 1, precisamos
apenas verificar que F' nao contém divisores de zero. Sejam a,b € F tais que a-b = 0. Se

a # 0 entdo existe a™! € F tal que a-a~! = 1. Dai,
0=a'0=a'(a-b)=(a"-a)-b=1-b=hb.

Portanto, a =0 ou b = 0. O



Observagao 1.0.26 Nem todo anel de integridade é um corpo. Entretanto, todo anel

de integridade que possui um ntimero finito de elementos é um corpo (exercicio).
Definicao 1.0.27 Um subcorpo de um corpo F' € um subanel de F' que € um corpo.
Definig¢ao 1.0.28 Um corpo que possui um inico subcorpo é denominado corpo primo.
Observagao 1.0.29 O tnico subcorpo de um corpo primo é entao o préprio corpo.

Teorema 1.0.30 Seja F' um corpo primo.
1) Se F' tem caracteristica 0 entdo F € isomorfo ao corpo Q;

i) Se F' tem caracteristica p > 0 (p primo), entdo F' é isomorfo a Z,.

Demonstracao. Exercicio. O

Exercicios 1.0.31 1) Determine o resto da divisdo de 37*% por 17.

2) Mostre que 2% + 1 é divisivel por 641.

3) Mostre que o nimero 28 — 1 é divisivel por 167.

4) Determine todos os divisores de zero do anel Zoq.

5) Resolva a seguinte equagdo 3-24+2=06-z+ 7 sobre o anel Zs.

6) Mostre que Q e Z,, p primo, sdo corpos primos enquanto que Q(\/i) nao é.

7) Demonstre que um homomorfismo f entre anéis comutativos é injetor se, e somente
se, Ker f = {0}.

8) Determine todas as estruturas de anel sobre o conjunto R nos seguintes casos: R =
{0,a}, a # 0; R = {0,a,b}, onde 0, a e b sdo distintos dois a dois.

9) Sejam (R, +,-) e (R, +,-) anéis. Verifique que R x R com as operagdes bindrias

(@,a)+ (b,0):=(a+ba +b), (a,a)" (bb):=(a-ba -b), abeRa,becR

¢ um anel.

10) Mostre que o anel Z; x Z tem caracteristica 0.

11) Seja R um anel comutativo com identidade. Mostre que a caracteristica de todo
subanel de R com identidade é igual & caracteristica do anel R. Conclua que os corpos
Q, R e C tém caracteristica 0.

12) Mostre que um anel comutativo R com identidade tem caracteristica 0 se, e somente

8



se, todo subanel de R com identidade ¢ infinito.

13) Determine as caracteristicas dos seguintes anéis: Z X Z, Z X Ziz, Zya % Zoa.



Capitulo 2

Espacos Vetoriais

Apresentamos neste capitulo a nogdo formal de espago vetorial.

2.1 Definicoes e Exemplos

A partir desse capitulo, vamos chamar os elementos de um corpo F' qualquer de escalares.
As operagoes de adigao e multiplicagao de dois elementos a e b de F serdo indicadas por
a +b e ab, respectivamente. O leitor deve estar atento ja que o simbolo + pode indicar

simultaneamente duas operagoes distintas.

Definicao 2.1.1 Sejam V um conjunto nao-vazio e F' um corpo. Definamos sobre V'
duas operagoes:

(u,v) e VXV —su+veV (adicdo),
(,v) EF XV — a-veV (multiplicagdo por escalar).

Dizemos que (V,+,-) é um espago vetorial sobre F' quando as seguintes condigdes es-
tiverem satisfeitas:

Al (u+v)+w=u+ (v+w), u,v,weV;

A2. u+v=v+u, uy,veV;

A8. FExiste um iunico elemento 0 em V tal que 0 +v=v, v €V,

AY. Para cada v em V, eziste um inico —v em V tal que v + (—v) = 0;

10



Ml o - (B-v)=(af) v, a,BEF, veEV;
M2.va-(u+v):a-u+a-v,a€F, u,v€V;
M3 (a+B) v=a-v+B-v, o, BEF, veV;
M| 1-v=v, veV.

Observacao 2.1.2 Chamamos os elementos de um espago vetorial V' de vetores.

Exemplos 2.1.3 1) Seja F' um corpo e n um inteiro positivo e consideremos F™ :=

F x --- x F (n vezes). Definindo-se as operagées:
(a17"')an)+(ﬂ17"'1/3n) = (al +ﬁl>---;an+5n)

a- (B, \Bn)=(a-B,...,a-Bn), af;€F, j=1...,n

entdo (F™,+,-) é um espago vetorial sobre F (espago das n-uplas de F).
2) Sejam F' um corpo e m e n inteiros positivos. O conjunto M,,x,(F') das matrizes m x n

com entradas em F', munido das operacoes:
(Clij)—F(ﬂij) = (aij+,3,-]-), Otij,ﬁ,:j (- F, 1= 1,...m, jzl,...,n

a.(a;) = (ay;), a,a; €F, i=1,...,m, j=1,...,n

¢ um espago vetorial sobre F'.
3) Sejam F' um corpo e A um conjunto nio-vazio qualquer. Definamos sobre o conjunto
FA:={f: A — F : féfuncao} as seguintes operagdes de soma e multiplicagdo por
escalar:

(f +9)(a) = f(a) + g(a), figeF* acA,

(a-f)(a) =af(a), fEFA acF, acA

Entdo (F'4, +,-) é um espago vetorial sobre F.
4) Seja F' um corpo. Uma funcdo polinomial de grau n sobre F' na varidvel (indetermi-

nada) r é uma fungdo de F' em F da forma
p(z) =ag+ a1z +axz® + -+ a,z", ag,...,a, € F.

Vamos denotar por P(F') o conjunto de todas as fungées polinomiais sobre F'. Se definir-

mos adi¢do e multiplicacdo por escalar como no exemplo anterior (observemos que se p

11



e ¢ sao fungoes polinomiais sobre F' e a € F entao p + q e a.p sao funcbes polinomiais
sobre F') entao (P(F'),+,-) é um espago vetorial sobre F.
5) Se V é um espago vetorial sobre um corpo F' e F} é um subcorpo de F entdo V é

espago vetorial sobre F).

2.2 Subespacos

Vamos agora introduzir o conceito de subespago de um espago vetorial e apresentar alguns

resultados classicos referentes a este conceito.

Definig¢ao 2.2.1 Sejam (V,+,-) um espaco vetorial sobre um corpo F e W um subcon-
junto nao-vazio de V. Dizemos que W € um subespago (vetorial) de V' quando (W, +, )
for um espaco vetorial sobre F'. Isto equivale a dizer que as sequintes condi¢des estdao
satisfeitas:

SV1. Seu ew sao elementos de W entdo u + v também é;

SV2. Se a € um escalar e u € um elemento de W entao o - u € um elemento de

w.
Observagao 2.2.2 Vamos escrever W < V para indicar que W é um subespaco de V.

Observacao 2.2.3 Se W < V, entdo 0 é um elemento de W. De fato, como W # 0,
existe algum w em W. Como 0 é um elemento de F, a condi¢do SV2 garante que 0 = 0-w

¢ um elemento de W.

Exemplos 2.2.4 1) Todo espago vetorial ¥V tem pelo menos dois subespacos: {0} e o
préprio V. Esses sao os subespacos triviais de V.
2) Seja V = F™, onde F' é um corpo qualquer e n é um inteiro positivo. Para cada m no

conjunto {1,2,...n},

Wy ={(o,...an) €V 0y = =ay =0}

W, = {(al,...,an)EV:iai——-O}

i=1

12



sao subespacos de V.

3) Sejam F' um corpo e n um inteiro positivo. O conjunto
P.,(F):={p€ P(F):ptem grau <n—1}
¢ um subespago de P(F). Se o for um elemento qualquer de F, entao
W= {p € P,(F) : p(a) = 0}

é um subespaco de P,(F) e, portanto, um subespago de P(F).

4) Sejam V um espago vetorial sobre um corpo F' e A um grupo nao-vazio. Entao

Wi = {f € VA: f(a) = f(~a),a € A}

Wy :={fecVA*: fla) = —f(—a),a € A}

sao subespacos de V4.

Aqui estao maneiras praticas para a construgdo de subespagos de um espaco vetorial

dado.

Teorema 2.2.5 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e Wy e Wy subespagos de V. Entao
Wi+ Wy = {w + w2 : wy € Wy, ws € Wi}

¢ um subespago de V' que contém W, e W,.

Demonstragao. Exercicio. 0

Teorema 2.2.6 Sejam V um espago vetorial sobre F, J um conjunto de indices e

{W; :j € J} uma familia de subespacos de V. Entdo Njc;W; € um subespago de V.

Demonstragao. Exercicio. O

Observacao 2.2.7 A uniao finita ou infinita de subespagos de um espaco vetorial pode

nao ser um subespago.

13



Exemplos 2.2.8 1) Seja V = R3 com as operagdes usuais e consideremos os subespagos
W, = {(,0,0) : a € R} e Wy = {(a,,a) : & € R}. Observemos que W, W, sdo
subespagos de R?® enquanto que Wi U W, nao é. De fato, (—1,0,0) € Wy, (1,1,1) € Wy,
mas (—1,0,0) + (1,1,1) ¢ W, U W,.

2) Cada espago P,(R), n > 1, é um subespago de P(R). Como P(R) = U2 P, (R), segue
que U2, P,(R) é um subespago de P(R).

3) Seja F'um corpo qualquer e consideremos o espago vetorial V' = M2 (F'). Os conjuntos

a 0

W, = €eV.a€eF
0 a
0 b

W, = eV:beF
-b 0

sao subespacos de V', mas Wy U W, nao é.

A seguir, vamos determinar o menor subespaco de um espago vetorial que contém

dois subespagos dados. Para tanto, comegamos com a seguinte construcao.

Sejam V' um espago vetorial sobre F' e S um subconjunto nao-vazio de V. Definamos
[S]=n{W W <VeSCW}

Pelo Teorema 2.2.6, [S] é um subespago de V. Além disso, se W é um subespago de V

que contém S entao [S] C W, isto é, [S] é o menor subespago de V' que contém S.

Definicao 2.2.9 Na construgdo acima, [S] é chamado subespago gerado por S. Quando
S = {vy,...,v,}, dizemos que [S] € o subespago gerado por vy,...,v, e que 0s vetores

V1, .., Un geram [S].

Teorema 2.2.10 Seja V um espago vetorial sobre F. Valem as segquintes propriedades:
i) [0] = {0},
i) Se S C V entao S C [S];
i) Se S1 C S, C V entao [S1] C [Ss);
i) Se S C V entao [S] = [[S]].
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Demonstragao. Exercicio. 0O

O préximo conceito permite-nos explicitar os elementos do subespago gerado por um

conjunto.
Definicao 2.2.11 Sejam V um espago vetorial sobre F' e vy,...,v, elementos de V.
Uma combinacgao linear de vy, ..., v, € qualquer soma finita da forma

n
§ QU; = 0V + -+ Qpn, al)"'yanEF'
1=1

Teorema 2.2.12 Sejam V um espaco vetorial sobre F' e S um subconjunto nao-vazio de

V. Entao

[S]:{Zaivi : OtiEFy viES7 ’i:172)"')n7 n:172’}

i=1
Demonstracao. Seja A o conjunto no lado direito da igualdade no enunciado do teo-
rema. E ficil ver que S C A < V. Como [S] é o menor subespago de V' que contém S,
segue que [S] C A. Por outro lado, como [S] é um subespago de V que contém S, [S]

deve conter todas as combinagées lineares de elementos de S. Portanto, A C [S]. a

Observagao 2.2.13 Podemos entdo dizer que [S] é o subespago de V formado por todas

as combinagoes lineares de elementos de S.
Com este resultado temos:

Teorema 2.2.14 Sejam V um espaco vetorial sobre F e Wi e W, subespacos de V.
Entao Wy + W, = [W U W), isto é, W, + W é o menor subespago de V que contém
W1 U Ws,.

Demonstragao. Seja u € Wi + W,. Entao v = w; + wy = 1wy + Lwy, wy € Wy,
wy € Wa. Logo, pelo teorema anterior, u € [W; UW,|. Portanto, Wy + W, C (W, UW,]. A

outra inclusao segue do fato de que W; + W, é um subespago de V' que contém W, UW,.0
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Exercicios 2.2.15 1) Seja (V,+,-) um espago vetorial sobre F. Usando as operagdes

binarias sobre V definamos
udv:=u+(-v), aou:=(-a)-u, u,veV, a€ekF

Verifique se (V, ®, ¢) é um espaco vetorial.
2) Seja V' o conjunto de todas as fungoes de R em C que satisfazem f(—z) = m, r€R
(a barra indica conjugagdo complexa). Mostre que V' com as operagoes de soma usual de
fungoes e multiplicagao usual de fung¢ao por nimero real é um espago vetorial sobre R.
3) No espago vetorial R® usual, seja W o conjunto de todos os vetores (z,y, z, w, u) que
satisfazem as equagoes 6x+3y+42—3w =0,3x+22—3u =0e92—-3y+62z—3w—3u = 0.
Determine um conjunto de vetores que gera W.
4) Mostre que os dnicos subespagos do espaco R usual sdo os triviais.
5) Determine todos os subespagos do espago R? usual.
6) Sejam V um espago vetorial sobre F' e W; e W, subespagos de V. Prove: se W, U W,
é subespaco de V entao Wy C W, ou W, C W;.
7) Sejam V =RR, V, = {f € V: f éfunciopar} e V; = {f € V : f é fungio impar}.
Demonstre que V, e V; sdo subespagos de V, V, + V; =V e V, NV, = {0}.
8) Sejam V um espago vetorial sobre F' e W) e W, subespacos de V. Mostre que as
seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1) Wy N W, = {0};
2) Cada elemento de W) + W, escreve-se de maneira inica como uma soma da forma
wy + wy, wy € Wy, wy € W,y
9) Nas condi¢es do exercicio anterior, prove que as seguintes condigoes sdo equivalentes:
HWinW,={0}eV =W+ Wo;
ii) Cada elemento de V escreve-se de maneira unica como uma soma da forma

w1 + W, Wy € Wl, wy € W2.

Definicao 2.2.16 Nas condigoes do exercicio anterior dizemos que um dos subespagos €

complementar do outro em V.

Observacao 2.2.17 Um subespago dado pode possuir varios subespagos complementares.
Por exemplo, no espago R? usual, uma reta passando pela origem é um subespago com-

plementar de qualquer outra reta passando pela origem.
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Definicao 2.2.18 Sejam V' um espago vetorial sobre F e Wy e W, subespagos de V.
Dizemos que a soma Wy + W, € soma direta de Wy e W, quando Wy N W, = {0}. Neste

caso escrevemos Wy @ W,.

Teorema 2.2.19 Sejam V um espago vetorial sobre F' e W) e W, subespagos de V. Sao

equivalentes:

1)V =W, d Wy,

11) Cada elemento de V' escreve-se de maneira unica na forma wy + wo, wy; € Wy,
Wy € Wz.
Demonstracao. E consequéncia dos exercicios 8 e 9 acima. a

A seguir, vamos relembrar alguns conceitos da Teoria dos Conjuntos que serdo usados
na apresentacao do proximo resultado. Vamos assumir que o leitor esta familiarizado com

estes conceitos.

Seja A um conjunto ndo-vazio. Uma relagao bindria sobre A é qualquer subconjunto
de A x A. Uma relagao binaria R sobre A é uma relagdo de ordem parcial quando as trés
condicOes abaixo estao satisfeitas:

ROP1. (a,a) € R, a € A;
ROP2. Se (a,b) € Re (b,a) € R entdo a = b;
ROP3. Se (a,b) € R e (b,c) € R entao (a,c) € R.

Sejam agora A um conjunto munido de uma relagdo de ordem parcial R e B um
subconjunto de A.

Dizemos que um elemento a de A é mazimal quando (o,a) ¢ R, a € A\ {a}. Em
outras palavras, se (o, a) € R para algum elemento de A, entdo o = a.

Dizemos que B é totalmente ordenado quando a seguinte condicio valer: se b e b sdo
elementos de B entdo (b,b') € Rou (b,b) € R.

Dizemos que um elemento o de A é um limitante superior de B em A quando

(b,a) € R, b€ B.
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Lema de Zorn Sejam A um conjunto nao-vazio e R uma relagdo de ordem parcial sobre
A. Uma condicdo suficiente para que A possua um elemento mazimal é que todo subcon-

Junto totalmente ordenado de A tenha um limitante superior em A.

Podemos agora enunciar o nosso préximo resultado.

Teorema 2.2.20 Seja V um espago vetorial sobre F'. Se W é um subespago de V' entao
existe um subespago U de V tal que V. =U @ W. Em outras palavras, todo subespago de

V possut um complementar em V.

Demonstragao. Seja F := {S : S < Ve SNW = {0}}. Notemos inicialmente que
F # 0 pois {0} € F. Consideremos agora a seguinte relagdo de ordem parcial R sobre F:

R .= {(51752) € F x f:Sl C 52}

Seja {S; : 7 € J} um conjunto totalmente ordenado de F. Desejamos mostrar que tal
conjunto tem um limitante superior em F. Definamos B = Uj¢;S;. Sejam u,v € B e
a € F. Existem dois indices 7 e j em J tais que u € S; e v € S;. Como {S; : 7 € J}
é totalmente ordenado entdo (S5;,5;) € R ou (5;,5;) € R, isto é, S; C Sj ou S; C
S;. Sem perda de generalidade, podemos assumir que S; C S;. Segue que u,v € S; e,
conseqiientemente, que v +v € S; C B ja que S; < V. Analogamente, ou € S; C B.
Portanto, B é um subespago de V. Ainda,

BNW =U;e;(S; NW) = Uje {0} = {0}.

Concluimos assim que B € F. Logo B é um limitante superior de {S; : j € J} em F,
e o Lema de Zorn é aplicavel, revelando-nos que F possui um elemento maximal. Seja
U este elemento maximal. Afirmamos que V = U + W. De fato, suponhamos que exista
um elemento v em V tal que v ¢ U + W. Entao, [{v} UU] <V e como v ¢ W, segue
que [{v} UU}NW = {0}. Isto contradiz o fato de U ser um elemento maximal de F.
Finalmente, como U N W = {0}, vemos que V =U & W. ]

Definigao 2.2.21 Seja V' um espago vetorial sobre F. Dizemos que V ¢ finitamente

gerado se existir um subconjunto finito S de V tal que V = [S].

18



Exemplos 2.2.22 1) Se F' é um corpo e m e n s3o inteiros positivos entdo os espagos
F" P,(F) € Mpmxn(F) sdo finitamente gerados.
2) Seja F' um corpo e defina F*® = {(ay,a,...,) : a1,as, € F}. Este conjunto é um

espaco vetorial sobre F' se a adicdo e a multiplicagao por escalar sao definidas por

(al,OZQ,...)—i—(ﬂl,ﬁQ,...,) = (011 +,81,O(2+B2,...) al,ﬂl,az,ﬂz,... EF

a-(ap,on...,)=(x-oq,0-02,...), a,a,aq...€F.

O espago gerado por S = {(1,0,...),(0,1,0,...),...} é um subespago vetorial de F’>° e

[S] = F*. Portanto, F'* nao ¢ finitamente gerado.

Nos exercicios a seguir, generalizamos o conceito de soma direta para mais do que

dois subespagos. Vamos usar alguns destes exercicios posteriormente.

Exercicios 2.2.23 10) Sejam V um espacgo vetorial sobre F' e Wy,..., W, subespagos
de V. Prove que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) Cada vetor v de W; + --- + W,, escreve-se de maneira tinica como uma soma da
forma wy + -+ w,, wy € Wy, j=1,...,n.

Ww,nWy+---+W,si+ W+ +W,)={0},5=1,...,n.

Valendo 1) ou ii), dizemos que a soma W) +- - -+ W, é uma soma diretade Wy, ..., W,

e escrevemos W, @ - -- & W,.

11) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e W, ..., W, subespagos de V. Prove que
as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
HDV=Wea - --eW,;
i1) Cada vetor de V escreve-se de maneira tnica como uma soma da forma w; +

cetwg,w; €W 5=1,...,n.

Definicao 2.2.24 Sejam V um espago vetorial sobre F' e Wy, ..., W, subespacos de V.
Dizemos que Wy, ..., W, sao independentes se a sequinte condicao valer: se w; € W,

j=1,...,newy+ - -+w,=0entaow; =... =w, =0.
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Exercicios 2.2.25 12) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e Wy, ..., W, subespagos
de V. Mostre entao que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) Wy, ..., W, sdo independentes;

Wy w,n(Wy+---+W;_1)={0},5=2,...,n

2.3 Bases e Dimensao

Ja sabemos que diferentes conjuntos de vetores podem gerar um mesmo espago vetorial.
Vamos agora encontrar o menor numero de vetores que geram um espago vetorial dado.
Em simbolos perguntamos: se V = [S] para algum S, serd que existe um menor sub-
conjunto S’ de S tal que [S'] = [S]? A resposta desta questdo depende do conceito de

dependéncia linear.

Definigao 2.3.1 Seja V' um espago vetorial sobre F. Um conjunto S de vetores de V'
¢ linearmente dependente (1.d.) sobre F' gquando o vetor nulo é uma combinagdo linear
nao trivial de vetores de S. Equivalentemente, existem vetores distintos vy,...,v, de S e
escalares ay, ..., 0,, com pelo menos um deles # 0, tais que vy + - -+ v, = 0. S €

linearmente independente (1.i.) sobre F' quando ndo é l.d. sobre F.

Observacao 2.3.2 1) Como enfatizado na defini¢do, a dependéncia ou independéncia
linear de um conjunto depende do corpo de escalares. Entretanto, vamos negligenciar
esta dependéncia, nado mencionando “sobre F” quando o contexto deixar claro qual o
corpo F' que estd sendo utilizado.

2) Embora dependéncia e independéncia linear sejam propriedades referentes a
conjunto de vetores, costuma-se dizer que vetores sdo l.d., ou l.i., quando o conjunto
formado por eles é 1.d., ou l.1.

3) Finalmente, notemos que a definigdo acima revela que uma condigdo suficiente
para que um conjunto seja l.i. sobre um corpo F' é que qualquer subconjunto deste o seja

(veja exemplo 6 abaixo).

Exemplos 2.3.3 1) O conjunto vazio € L.i. sobre qualquer corpo.
2) No espago P(R) usual, o conjunto {1 + z + 2z% 2 — = + z?, -4 + 5z + £} é L.d. pois
20 +z+22) +(=3)(2—z+2%) + (-1)(-4+5z +2*) = 0.
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3) No espago R" usual, {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} é Li.

4) No espago vetorial R usual, {1,+/3} é Ld.

5) R munido das operagoes de soma usual e multiplicagdo usual por nimero racional é
um espago vetorial sobre Q. Aqui, o conjunto {1,/3} é Li.

6) Sejam V um espaco vetorial sobre ' e S e T' subconjuntos nao-vazios de V' tais que
SCT.SeT élientao S é1li Se S éldentao T é1.d.

7) Seja V' um espago vetorial sobre F'. Qualquer subconjunto de V' que contém o vetor

nulo é 1.d. Se v € V, o conjunto {v} é Li. se, e somente se, v # 0.

| Definicao 2.3.4 Sejam V um espago vetorial sobre F' e B um subconjunto de V. Dize-

mos que B é uma base de V quando:
B1. B é l.i. sobre F;
B2. B geraV, isto é, V = [B].

Teorema 2.3.5 Seja V' um espago vetorial sobre F'. Entao V possui pelo menos uma

base.

Demonstragao. Seja F := {S: S C Ve S éli}. Como 0 € F, temos que F # 0.
A relagio R := {(51,52) € F x F : S§; C S} é uma relagdo de ordem parcial sobre
F. Como na prova do Teorema 2.2.20, vamos novamente utilizar o Lema de Zorn. Seja

{S; : j € J} um subconjunto totalmente ordenado de F. Afirmamos que T := U,¢;S; é

um limitante superior de {S; : j € J} em F. De fato, sejam vy,...,v, € T, 01 ..., € F
e suponhamos que oyv; + -+ + ayv, = 0. Existem indices 7;,...,7, em J tais que
v; € S, 1 =1,...,n. Como {S; : j € J} é totalmente ordenado, existe um indice

Jk tal que S;, C S, ¢ =1,...,n. Segue que v; € S, ¢ = 1,...,n. Como §;, é li,,
oy = --- = a, = 0. Logo, T é Li. e, consequentemente, é um limitante superior de
{S; : j € J} em F. Pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal, digamos B.
No restante da prova mostraremos que V' = [B]. Como [B} C V, suponhamos que exista
um elemento v € V tal que v ¢ (B]. Como B é um elemento maximal de F, B U {v}
é 1.d. Logo, existem u,, ..., u, em B e escalares 1, ..., Bm, B, ndo todos nulos, tais que
Biuy + -+ + Bmum + Bv = 0. Se [ fosse zero entao o fato de B ser l.i. implicaria que

B; =0,j5=1,...,m, uma contradicao. Logo, 8 # 0, e, conseqiientemente
(ﬁlﬁ‘l) U+t (/Bmﬁ_l) Up +V = 0;
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Isto significa que v € [B], outra contradigdo. Assim, V = [B]. O

O teorema abaixo apresenta duas caracterizagoes de base.

Teorema 2.3.6 Sejam V um espago vetorial sobre F, V # {0} e B um subconjunto de
V. As segquintes afirmacdes sao equivalentes:

i) B é uma base de V (sobre F),

) B é um subconjunto Li. mazimal de V, isto é, ndo existe subconjunto li. B’ de
V talque B #B e BC B';

ii) B é um conjunto gerador minimal de V, isto é, V = [B] e nao existe B C B,

B # B tal que V = [B'].

Demonstragao. i)=ii) Se v € V' \ B entao, por i), v € [B]. Segue que B U {v} é 1.d.
Portanto, qualquer conjunto contendo B é 1.d.

ii)=1) Se V # [B], existiria v € V'\ {0} tal que v ¢ [B]. Logo, BU {v} seria um conjunto
li., contradizendo ii).

1)=>iii) Seja w € B. Entdo, w ¢ [B\ {w}], pois B é um conjunto l.i. Portanto, [B\{w}] #
V. Isto implica iii).

iii)=1) Se existirem vetores (distintos) v, ...,v, em B e escalares ay, ..., , nio todos
nulos tais que ayv; + - - - + v, = 0, entdo um dos v;, digamos v,, € combinagao linear

dos demais. Logo, [B \ {v.}] = [B] =V, contradizendo iii). a

Teorema 2.3.7 Seja V um espago vetorial sobre F.

i)SeScTcCV,S élieV = [T], entao existe uma base B de V tal que
SCBCT;

it) Se S € um subcongunto l.i. de V entao existe uma base B de V' que contém S;

i) Se V = [T), entdo existe uma base B de V contida em T
Demonstragao. Para provar i), éplicamos o Lema de Zorn a familia de conjuntos
F={A:SCACTeAéli},

munida da ordem parcial de inclusao. Concluimos que F possui um elemento maximal B.

Se existir algum elemento u € T'\ [B], entao BU{u} é L.i., contradizendo a maximalidade
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de B. Logo, T C [B] e, conseqiientemente, [T'] C [B]. Segue que V = [B], e, portanto, B

é base de V. Partes ii) e iii) seguem de 1). O

Teorema 2.3.8 Sejam V um espacgo vetorial sobre F' e By e By bases de V. Entdo, cada
elemento de B, pode ser substituido por algum elemento de By de modo que o conjunto

resultante ainda é uma base de V.

Demonstragdo. Seja v € By. Se B, fosse um subconjunto de B; \ {v}, terfamos V' =
[B2] C [B1 \ {v}], contradizendo o fato de B; ser um conjunto gerador minimal de V'
(veja Teorema 2.3.6). Logo, existe um elemento u de B tal que u ¢ [B;y \ {v}]. Segue que
(Bi\{v})U{u} éLli Sev & [(B1\{v})U{u}] entao (B \{v})U{u}U{v} = Byu{u} é1i,

contradizendo o fato de B ser um conjunto l.i. maximal. Assim, v € [(By \ {v})U{u}] e

V=[B]C[BiU{u}] =[((Bi\ {v})U{u}) U{v}] =[(B:\{v}) U{u}],

completando a prova. O

No teorema a seguir, utilizamos a noc¢ao de cardinalidade. Lembramos que dois con-

juntos A e B tém mesma cardinalidade quando existe uma funcgao f : A — B bijetora.

Teorema 2.3.9 Sejam V um espacgo vetorial sobre F' e B, e By bases de V. Entdo B, e

By tém a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Primeiro caso: a cardinalidade de B; é infinita. Suponhamos que B,
nao tenha cardinalidade infinita. Como V' = [Bs] e todo elemento de B, é uma combinagao
linear de elementos de By, V = [{vy, ..., vn}] para algum subconjunto finito {vy, ..., v}
de By. Como B é infinito, existe v € By \ {v1,...,vn}, uma contradi¢io. Portanto, a
cardinalidade de B, € infinita.

Seja agora F a familia de todos os subconjuntos finitos de B; e defina ¢ : By — F da

seguinte maneira:
¢(v):{u11"'1un}) Ue‘/;

onde v = oquy + -+ apup, a; 0 e u; € By, 5 =1,...,n. Como B, é uma base de V,

¢ esta bem definida. Notemos que ¢ nao é necessariamente injetora.
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Afirmamos agora que Im ¢ é um conjunto infinito. De fato, se ndo fosse, a uniao de todos
os conjuntos S de Im ¢ seria um subconjunto finito de B,, gerando B; e, conseqliente-
mente, V', uma 6bvia contradigdo.

Afirmamos agora que a imagem inversa de cada elemento de Im ¢ é um subconjunto finito
de B;. De fato, seja Y C F esejav € ¢~} (Y). Entao v € [Y]. Como Y ¢ finito, segue que
existe um subconjunto finito X de Bj tal que [X] = [Y]. Segue que, v € [X]. Sev & X,
entao v escreve-se como combinagao linear de elementos de X, ou equivalentemente, o
vetor nulo é uma combinagao linear nao trivial de elementos de B, uma contradi¢do com
o fato de B, ser base de V. Portanto, v € X. Conseqiientemente, ¢~}(Y) C X, e em
particular, ¢~(Y) é finito.

Fixando Y € Im ¢, podemos usar o Teorema da Boa-Ordem (p.14 em [12]), para
ordenar os elementos do conjunto ¢~}(Y'), digamos {vy, ..., v,}. Definamos uma aplicagio
Yy : ¢7HY) — Im ¢ x N por ¥y (vx) = (Y, k) e notemos que ¥y estd bem definida e é
injetora. Os conjuntos ¢~ '(Y), Y € Im ¢, formam uma particio da base B,. Segue que a
aplicagdo que a cada elemento v de B; associa o elemento ¥y (v), v € ¢~(Y), estéd bem
definida e € injetora. Portanto, a cardinalidade de B; é menor ou igual & cardinalidade de
Im ¢ x N. Agora notemos que a cardinalidade de Im ¢ x N coincide com a cardinalidade
de Im ¢ e que esta é menor ou igual a cardinalidade de F. Finalmente, notemos que a
cardinalidade de F é exatamente a cardinalidade de B, (as propriedades de cardinalidade
invocadas acima podem ser encontradas na Introdugio de [12]). Assim, a cardinalidade
de B, é menor ou igual a cardinalidade de B,. A conclusao acima vale na ordem inversa.
Pelo Teorema de Schréeder-Bernstein ([12]), as cardinalidades de B, e B, coincidem.
Segundo caso: a cardinalidade de B; é finita. Podemos supor que a cardinalidade de B,

também é finita. Escrevamos By = {v1,...,v,} € B2 = {uy,...,un}. Podemos escrever
Up = 0V + -+ 0pU,, o €F, 7=1,...,n.
Seja ay o primeiro o; nao-nulo. Entao,

1 -1 -1
Up = O Um — Of Qg 1Viy1 — 0 — Qp Qply

V = [{um)vly <oy Ug—1, Vg4, - - ‘1vn}]~
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Em particular,
Ume1 = BmlUm + B1vr + - -+ + Br-1Vk—1 + Brr1Vks1 + - -+ + Bntn,

onde B; € F', j =m,1,...,k—1,k+1,...n. Nem todos os escalares 8, j = 1,...,k —
1,k +1,...,n, sao nulos. Portanto, podemos repetir o procedimento acima e substituir
um dos v;’s por um-1. Prosseguindo desta forma, obtemos um conjunto que contém os
vetores Um, Um—1, - - -, Um_k+1 € T — k dos v;’s e este conjunto ainda gera V. Sen < m,
entao ao fim de n passos concluimos que {um, ..., Um—-nt1} gera V. Como m—n+1 > 2, u;
seria uma combinacao linear de elementos deste conjunto, contradizendo a independéncia

linear de B,. Assim, m < n. Um argumento similar, permiter-nos concluir que n < m. O

Exemplos 2.3.10 1) Sejam F' um corpo e n um inteiro positivo. O conjunto de n-uplas
{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}

é uma base de F" (sobre F').

2) Seja F' um corpo. Se v € F'\ {0}, entao {v} é uma base de F' (sobre F).

3) Sejam F um corpo e m e n inteiros positivos. O conjunto formado por todas as matrizes
Eij;, i=1,...,m,j=1,...,n, com entrada i7 igual a 1 e as demais iguais a 0, é uma
base de My, xn(F') (sobre F).

4) O conjunto {1,z,z?%,...} é uma base do espaco P(R) usual.

Definigao 2.3.11 Seja V um espago vetorial sobre F. Dizemos que V tem dimensao
finita (sobre F') quando existe uma base de V formada por um nimero finito de vetores.

Caso contrdrio, V tem dimensao infinita (sobre F').
O Teorema 2.3.9 consolida a seguinte definigao.

Definigao 2.3.12 Seja V um espago vetorial sobre F'. A dimensao de V' sobre F', denota-
da por dim gV ou simplesmente por dimV (quando o contexto permitir), é a cardinalidade

de qualquer base de V sobre F'.

Exercicios 2.3.13 13) Seja V um espago vetorial sobre F, vy,..., v, vetores de V e

suponha que V = [{v,...,vn}]. Prove (sem usar os quatro teoremas anteriores) que
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todo subconjunto l.i. de V' ¢ finito e contém no maximo m elementos.
14) Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e W um subespaco nao-trivial

de V. Prove que W tem dimensao finita (sobre F') e que dim pW < dim gV

Teorema 2.3.14 Seja V um espago vetorial sobre F' e Wy e Wy subespagos de V. Entao
dimF(Wl + Wz) + dzmp(W1 M W‘z) = dimpW1 + dimFWQ.

Demonstracdo. Seja B = {w; : ¢ € I} uma base de W; N W,. Pelo Teorema 2.3.7,
podemos estender B a uma base B; = BU {u; : j € J} de W; e a uma base B, =
BU{v : k € K} de W,. Como os conjuntos B, {u; : j € J} e {v : k € K} sdo dois a
dois disjuntos, vamos concluir a prova do teorema mostrando que B; U By ¢ uma base de
W, + W,. B facil ver que By U B,y gera W; + W;. Logo, resta mostrar que By U By € L.i.
Suponhamos que alguma combinagao linear de elementos de B; U B, é zero, digamos,

Zaiwi + Z aju; + Z ovg = 0,

iel’ jed’' kek'

onde I',J e K sdo subconjuntos finitos de I, J e K respectivamente e a; € F, 5 €

I'UJ UK'. Segue que

E o w; + E oU; = — E QLU
iel’ jeJ' kcK'
, . . . " .
¢ um elemento de W; N Ws. Logo, existe um subconjunto finito I de I e um subconjunto

{B; :3 € I'} de F tais que
- Z QU = Zﬁiwi,

keK' iel”

Z Biw; + Z aiv, = 0.

icl” kek'

isto é,

Como B, é base de W, concluimos que 3; =0,i€ I" e ay =0, k € K. Portanto,

Z a;w; + Z aju; = 0.

el jeJ'

Como By é base de Wy, o =0,i€ 1 e a; =0,7 € J'. Isto conclui a prova. O
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Corolario 2.3.15 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e W, e Wy subespagos de V.
i) Se Wi e Wy tém dimensao finita sobre F' entao Wy + Wy também tem;
Z’L) SeV = W1 &) Wz, entao dzmpV = dz'mpW1 + dimFW2.

Exercicios 2.3.16 15) Sejam V um espaco vetorial sobre R, {vy,...,v,} um subconjun-
toli. de V e ayq,...,q, escalares. Defina v = v + ... + a,v,. Prove que as seguintes
afirmacodes sao equivalentes:

1) O conjunto {v —vy,...,v —v,} € Li;

i) ap + -+ a, #1.
16) Sejam V um espago vetorial sobre F e {v;,vs,v3} um subconjunto 1i. de V. Prove
que {vy + v2, Vs + v3,v; + vz} € Li. se, e somente se, a caracteristica de F' é # 2.
17) Sejam V um espago vetorial sobre F' e {vy,...,v,} uma base de V. Defina My = {0}
e M, = [{vy,...,v}], k=1,...,n e escolha uy € M\ My_1, k = 1,...,n. Prove que
{uy,...,un} é base de V.
18) Seja V' # {0} um espago vetorial sobre F'. Prove que:

i) Se F' tem apenas dois elementos e dim gV = 1 entdo V tem uma tnica base;

ii) Se V possui uma unica base B (sobre F') entao V = B U {0}.

ii1) Se V tem uma tnica base entdo F' tem somente dois elementos e dim pV = 1.
19) Seja V' um espago vetorial sobre C, de dimensio n. Prove que V' é um espago vetorial
sobre R de dimensao 2n.
20) Prove que um espago vetorial sobre F', de dimensao finita, é soma direta de subespagos
de dimensao 1.
21) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensdo finita e Wy, ..., W, subespagos de
V tais que V = W) + --- + W,,. Prove que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

V=W &Wy;

i) dim gV =dim gW; + - - - + dim g W,,.

2.4 Espaco Quociente

Vamos aqui estudar conjuntos que sao “translagoes” de subespagos vetoriais.

Sejam V um espago vetorial sobre ' e W um subespaco de V. A relacio
{(,v) eVxV:iu—-veW}
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¢ uma relagao de equivaléncia sobre V. As classes de equivaléncia desta relagao sio da

forma

v+W={ueV:iu—veW}={v+w:we W}

e sdo chamadas de subespagos afins de V', gerados por W. Subespagos vetoriais sao
subespacos afins, mas a reciproca nem sempre vale. Como subespagos afins sao classes de
equivaléncia, a interseccao de dois subespacos afins é o conjunto vazio ou um subespacgo
afim. Vamos denotar por V/W o conjunto de todos os subespagos afins de V. Definamos

entdo as seguintes operagdes sobre V/W:
(u+W)+@w+W)=(u+v)+W, alu+W)=(au)+W, uveV, acF
Teorema 2.4.1 Nas condi¢bes acima, V/W €é um espago vetorial sobre F.

Demonstracao. Inicialmente, notemos que as operac¢oes definidas acima independem
dos representantes das classes, isto é, as operagoes estdo bem definidas. No caso da
primeira operacao, a justificativa de tal fato é como segue. Suponhamos que v, v, u,u’ € V
equev+W=v +Wequeu+W =12 +W.Entiov —veEWeu —uecW. Como
W <V, segue que (v — v) + (v —u) € W. Em outras palavras, v' +u' — (v +u) € W,
ou seja, (v +u') + W = (v+u) + W. A justificativa para a outra operacio é similar. As

condigbes da definicdo de espago vetorial sao facilmente verificiveis. O

Definigao 2.4.2 O espago vetorial apresentado no Teorema 2.4.1 é denominado espago

quociente de V por W.

Definicao 2.4.3 Sejam V wum espaco vetorial sobre F' e W wm subespago de V. A

codimensdo de W em V € a dimensao de V/W sobre F.

Exemplo 2.4.4 No espago R? usual, consideremos o subespago W = {(,0,0) : « € R}.
Os elementos de R*/W sdo da forma (o, 8,7) + W = {(a,8,7) + A(1,0,0) : X € R}.
Geometricamente, vemos entao que os subespagos afins de R sdao retas com diregio
(1,0,0). O teorema a seguir revela que R*/W e o espago R? usual tém a mesma dimensao

sobre R.
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Teorema 2.4.5 Sejam V um espago vetorial sobre F e W um subespago de V.

i) Se By € uma base de W e {v+ W :v &€ By} ¢ uma base de V/W entao B, U B
€ uma base de V';

1) Se B € uma base de V e By C B é uma base de W entao {v+ W :v € B\ B;}
¢ uma base de V/W;

1) Vale a férmula dim pV = dim gW + dim p VW .

Demonstragao. i) Seja v € V. Existem um conjunto finito J de indices, escalares

{aj : j € J} e vetores {v; : j € J} de B, tais que

v+W=Zaj(vj+W)= (Zajvj) + W.

jed jed
Logo, v— (Zjej a;v;) € W e, conseqlientemente, existem um conjunto finito I de indices,

escalares {B; : i € I'} e vetores {w; : i € I} de B, tais que

v - <Z a,-vj> = Baws.

jeJ icl
Segue que v € [B; U By|. Portanto, V' = [B; U By]. Para mostrarmos que B; U B, é 1.i.,
assumamos a notagdo acima e suponhamos que
z Biw; + Z a;v; = 0.
icl jeJ
Entao,

0+W = ZB,-(w,;+W) +Zaj(vj +W) = ZOZJ'('U]' +W)

iel j€s j€s
Como {v; +W :je€ J}éli,o;=0,j5€ J. Assim, ) ;. Biw; = 0. Como {w; :1 € I} é
li., B;=0,i€ I.
ii) Exercicio.
iii) Segundo a notagdo anterior, dim pV € a cardinalidade de B; U B,. Observando que
B; N By = 0, concluimos entdo que dimr é a soma da cardinalidade de B; com a

cardinalidade de B, isto é, dim pW + dim pV/W. a

Exercicio 2.4.6 22) Sejam V um espago vetorial, W; e W, subespagos de V e u,v € V.

Prove:
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i) u+ W, Cv+ W, se, e somente se, u — v € Wy e Wy C Wo;

i) (u+ Wi) N (v+ W,) # 0 se, e somente se, u —v € Wy + Wo;

i) Sew € (u+Wi)N (v+ Wp) entdo (u+ Wi)N(v+Wo) =w+ W, N Wy,
iv) Se V = W) @ W,, entao (u + W;) N (v + W3) é um conjunto unitario.

2.5 Coordenadas

Uma das caracteristicas fundamentais de um espago vetorial sobre F' de dimensao finita n
é que, usando uma ou mais bases de V', podemos introduzir coordenadas em V', analogas
as “coordenadas naturais” z; de um vetor v = (‘azl, ..., Tp) do espago usual F™. Para isso,
alguns cuidados fazem-se necessarios. Um deles é o estabelecimento de uma ordenagao
dos elementos das bases utilizadas. Com isso, podemos dizer qual é o primeiro elemento
da base, o segundo, etc. Isto significa que o conceito de coordenadas depende de como os
vetores da base estdo dispostos e nao somente do conjunto de vetores que forma a base

como um todo.

Defini¢ao 2.5.1 Seja V um espago vetorial sobre F' de dimensdo finita. Uma base or-

denada de V € uma sequéncia finita de vetores l.i. que gera V.

Os conjuntos {(1,0),(0,1)} e {(0,1),(1,0)} sdo bases ordenadas distintas do espago

vetorial R? usual.

Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimens&o finita e B; = {v,,...,v,} uma base
ordenada de V. Dado um vetor v de V, este escreve-se de maneira tinica como combinagao

linear de elementos de Bj:
v=01U; + -+ Qpln, 04,...,0, € F.

Defini¢ao 2.5.2 O escalar o; € denominado a 1-éstma coordenada de v em relagdo a

base ordenada B;.

Cada base ordenada B; de V determina uma correspondéncia biunivoca entre V e

F™. Esta correspondéncia associa a cada elemento v de V' a n-upla (aq, . .., o,) formada
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pelos escalares definidos no processo acima descrito. O vetor

231
Vg, = R (a1, 09, ..., ap)t
077
é denominado o vetor das coordenadas de v em relagdo a B,. Se By = {u;, ..., u,} é outra

base ordenada de V entdo podemos escrever
uj=a1jv1+azjv2—|—~'+anjvn, aijEF, Z',j:l,..‘,n.
Notemos que a matriz Mgf = (04j) € Mpun(F) € inversivel e, vp, = Mgf vB,.

Teorema 2.5.3 Sejam V' um espago vetorial sobre F, de dimensao finitan e B, e B,
bases ordenadas de V. Entdo existe uma unica matriz P de M« (F) inversivel que

satisfaz vg, = Pug,.
Demonstracao. Exercicio.

Definigao 2.5.4 A matriz do teorema anterior € denominada matriz de mudanca da

base By para a base Bj.

Exercicios 2.5.5 23) Verifique quais dos seguintes conjuntos sao subespacos do espaco
vetorial R™.
) Wi ={(oq,...,an) ER" 1y +--- + a, # 0};
i) Wo = {(a1,...,a,) € R* : qyay = 0};
i) Wi = {(o, ..., 0,) € R* : g4 € Z para algum k};
iv) Wy = {(a1,...,a,) € R* : g > 0 para todo k};
v) W ={(o,...,an) ER* a1 + - -+ a, = 1}.
24) Verifique quais dos seguintes conjuntos sio subespagos do espago usual V = M, n(F).
i) Wy = {A € V : A nédo é inversivel};
n) Wy, ={AeV:AB = BA, B fixa};
i) Wy ={AeV:A?= A}

25) Verifique quais dos seguintes conjuntos sao subespacos de V = RE.
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DWi={feV:f(1)=1}

W Wy={feV: fo t)dt = 0};

iii) Wa—{fev-f()— f(L—1t), te R}

={feV: [y f&)f(1 - t)dt = 0};

V) Ws ={f eV : [T IfOPQ+[f(t))?dt < oo}

Vi) We = {F € V5 [ 7P+ |£()])3dt < oo},

vil) Wy = {f € V: [ f(t)dt é racional}.
26) Determine todos os subespagos de Z2 e Z3.
27) Sejam Wi, Wy, W3 e Wy subespagos de um espago vetorial V.

1) Mostre que as seguintes inclusoes sdo validas: WiNWy+WiNW; C WiN(W,+Ws)
e (Wi NWa) + W3 C (W) + Wi)n (W, + Ws);

i1) Exiba exemplos para mostrar que as inclusdes do item i) podem ser préprias;

iii) Mostre que Wi N (W, + Wi N W3) = (Wh N Wa) + (W N W3);

iv) Se Wy NW, = W3NW,, mostre que Wy = (Wi +(WanW3))N (W, + (W N Wy)).
28) Sejam V um espago vetorial sobre Z, e Wi, Wa, ..., W; subespagos de V. Suponha
que p — 2 > j e que W; € U;»;W;. Mostre que se V = UZZIW,- entao V = W, para algum
1.
29) Seja S um subconjunto qualquer do espago vetorial usual P(R). Mostre que a fungio
f:R — R dada por f(z) = exp(z) nao é um elemento de [S].

30) Seja F' um corpo e consideremos os seguintes subconjuntos de F3:

Wi={(a,8,a+8) 0,eF} e Wy={(v,7,7):v€F}

Verifique que W, e W, sao subespagos de F? e que F? = W, @ Ws.
31) Seja F um corpo de caracteristica # 2 e consideremos o espago V = M., (F).
1) Verifique que ambos, W) = {A € V: A=A eWy ={A€V : A= —A'} sio
subespacos de V;
ii) Verifique que V = W; & Ws.
32) Sejam W;, W, e W3 subespagos de um espago vetorial V. Mostre que:
i) Se W, C Ws, entao Wi N (Wh + Wa) = Wy + (Wy N W3);
ii) A hipétese W) C W3 em i) é essencial,
iii) Se V = W, ® W, entdo a igualdade W3 = (W1 N W;) & (Wo N W3) nio vale em

geral;
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iv) Se V=W, @& W, e Wy C W; entdo W3 = W; & (Wo N Ws).
33) Se V; e V, sdo espagos vetoriais sobre um mesmo corpo, Wy = {(v1,0) : v, € Vi} e
Wy = {(0,vs) : v2 € V2}, mostre que V; x Vo = W, @ W,.
34) Seja F um corpo. Se W = {(0,a,8) : a,8 € F}, prove que F3/W é gerado pela
classe (1,0,0) + W.
35) Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo, V; C V e Wy C W. Prove
que:

)SeVi <VeW;, <Wentao V) x W, <V xW;

i) [Vi x Wi] C [W] x [W4];

iii) Em geral ndo se tem igualdade no ftem ii);

iv) V] x Wh) = [(i x {0}) U ({0} x Wa)).
36) Sejam V e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo. Mostre que V x W é finita-
mente gerado se, e somente se, V e W sao finitamente gerados.
37) Mostre que o subconjunto {fi, fa, fs} de RR, onde fi(t) = cost, fo(t) = sent, e
f3(t) =sent+m/3, é Li. O que acontece se trocarmos f3 por fy, onde fy4(t) = sent+ /67
38) Mostre que o subconjunto {fi, f2, fs} de R, onde f,(t) = cost, f»(t) = sent, e f3 é
um polinémio nio-nulo, é L.i. O que acontece se trocarmos f3 por fy, onde fy(t) = exp(t)?

39) No espago vetorial Z} decida quais dos seguintes conjuntos sio l.i.:

1) 51 ={(1,2,0),(2,1,0)};

iii) S3 = {(1,2,0),(1,1,1), (2,0, ) };

iv) S, = {(1,6,T),(1,1,0), (3,T,1)}.
40) Sejam V um espago vetorial sobre F e {vi,...,v,} um subconjunto de V. Prove: o
conjunto {vy,...,v,} é L.d. se, e somente se, algum dos vetores v, (k > 1) é combinagao
linear de vy, ..., vg_1.

41) Encontre bases de V' = M,.2(Q ) que estejam contidas nos seguintes conjuntos:
)Wy ={AeV: A=A}
ii) Wo = {A € V : A é inversivel};
i) Wa={AecV det A=1}
42) Encontre dimgC e dimg Q (v/2).
43) Se F é um corpo e W = {(z,y,z + y) : 2,y € F}, determine a dimensio de F*/W.
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44) Seja V um espaco vetorial sobre F' e suponha que exista uma sequéncia Wy, W, . ..
de J subespacos de V' (J pode ser inclusive a cardinalidade de N) satisfazendo:
) {0}=WycW; CcW,C... (inclusdes préprias);
1) Vo= Ujes W55
iii) Se M <V eW; C M CW;;, para algum j entao M = W; ou M = Wj,,.
Mostre que dim gV = J.
45) Sejam Fy, Fy e F3 corpos tais que Fy C Fy C F3. Demonstre que dimp, Fo.dimpg, F3 =
dimp, F3.
46) Mostre que nao existe um corpo F talque RC FCCeR # F #C .
47) Dé exemplo de um espago vetorial V e subespagos V;,V2 e V3 de V' de modo que
V=VieV,=Vod V3 = V38 V,. A dimensao do espaco V' que vocé encontrou é impar?
48) Seja V' um espago vetorial ndo-trivial sobre um corpo infinito. Mostre que V' contém
infinitos elementos.
49) Seja V um espago vetorial sobre um corpo de cardinalidade infinita. Entdo V nio é
uma unido finita de subespacos préprios. Dé um exemplo para mostrar que a hipé6tese
sobre a cardinalidade de F' nao pode ser retirada.
51) Sejam X um conjunto ndo-vazio, V um espago vetorial sobre F' e {f1,..., fan} um
subconjunto li. de V¥X. Se Y é um conjunto nio-vazio e g : ¥ — X é uma fungdo
sobrejetora, prove que o conjunto {fy0g,..., frog} é11
52) Seja I = (—n/2,m/2). Se para cada inteiro positivo n, f, : I — R é a fungio
fa(z) = —1 + tg™z, prove que {f, : n =1,2,...} é um subconjunto 1.i. de R’.
53) Dizemos que um subconjunto {zo,...,z,} de cardinalidade n + 1 de R™ estd em
posi¢do adequada se o conjunto {r; — xy,..., T, — Zo} € Li. Prove que as seguintes afir-
macoes sao equivalentes:
1) {zo,...,Zn} estd em posi¢do adequada,
i) Seayz; +---+opzn=0ea1+--+a,=0,entdoayg =--- = a, =0.
54) Sejam Wi, W5 e W3 subespacos de dimensao finita de um espago vetorial V. Prove:
i) dim W; = dim(W; + Wy) N (W, + Ws) + dim Wy N W3 — dim(W; + Wo) N Ws;
i) dim Wy N W + dim(W; + W) N W3 = dim Wy N W5 + dim(W, + W3) N Wy,
iii) Se Wi N (W + W3) = {0} entdo (W, + Wa) N (W7 + W3) = Wy;
iv) 2dim(W; + W, + Ws) < dim(W; + W3) + dim(W; + Ws) + dim(W, + Ws);
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v) Vale a igualdade em iv) se, e somente se, o conjunto {W;, W,, W3} é indepen-
dente (Sugestao: dim(Wy + W, + Ws) < dim(W; + Wa) + dim(W; + W3) — dim W7, etc);

vi) 2(dim Wy + dim W, + dim W3) > 3[dim(W; N W,) + dim W, N W3 + dim W, N
W3 — dim(W, N W, N W3));

vii) Vale a igualdade em vi) se, e somente, se W; = W, = W; (Sugestao: Use
desigualdades do tipo dim Wy NWynNWs > dim Wi N W, + dim WoN W3 —dim(W; + W3));

viil) Se V = W) @ W, entdo 2dim W3 —dim V' < dim(W; N W) + dim(Wo N W3) <
dim W3,
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Capitulo 3

Transformacoes Lineares

3.1 Linearidade

Nesta secdo, estudaremos em detalhes fungdes entre espagos vetoriais que de alguma
forma respeitam as estruturas dos espacos envolvidos. Usaremos as notagoes + e - para

indicar adigao e multiplicacdo por escalar em varios espagos vetoriais diferentes.

Definicao 3.1.1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre o corpo F. Uma transformagao
linear de U em V € uma funcao T : U — V que satisfaz:

TL1. T(u+u)=T(u)+T(), u,u €U;

TL2. T(ou)=aT(u), a€ F, ueU.

Observacao 3.1.2 As condigoes TL1 e TL2 sdo equivalentes a condigao tinica:
TL3. T(ou+u)=aT(w)+T), a€F, u,u €U.
Desse modo, toda transformagao linear T : U — V “leva” combinagdes lineares de

elementos de U em combinagoes lineares de elementos de V.

Observacgao 3.1.3 As igualdades T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0) revelam que uma

transformacao linear T : U — V sempre satisfaz T(0) = 0.

Vamos denotar o conjunto de todas as transformacdes lineares de U em V por L(U, V).

No caso em que U = V escreveremos simplesmente L£(U).
Definigao 3.1.4 Os elementos de L(U) sdo chamados de operadores lineares sobre U.
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Exemplos 3.1.5 1. Se U e V sao espacgos vetoriais sobre um mesmo corpo, T : U — V
dada por T(u) = 0, u € U, é um elemento de L(U,V). S : U — U dada por S(u) = u,
u € U, é um elemento de L(U).

2. Sejam U = M,x,(F) e A um elemento fixo de U. Entdo T : U — U dada por
T(X)=AX, X € U, é um elemento de L(U).

3. SeU =R*®, entao T : U — U dada por T((zy, z2,...)) = (0,21, Z2,...), (x1,22,...,) €
U, é um elemento de L(U). A expressdo S(z,zs,...,) = (€2, 23, ...) também define um
elemento de L(U).

4. T : P,(F) — P,_1(F), n > 1, dada por T(p) = p (derivada de p), p € P,(F), é um
elemento de L(P,(F), Po_1(F)).

5. Se V' é um espaco vetorial sobre F' e W é um subespago de V, entdo qw : V — V/W,
dada por gw(v) = v+ W, v € V, é um elemento de L(V,V/W).

Definicao 3.1.6 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U, V). Entdo:
KerT:={ueU:T(u)=0},

ImT:={T(u)eV :ucU} e

Coker T :=V/ImT.

Observagao 3.1.7 Como toda transformacdo T € L(U,V) satisfaz T(0) = 0 entdo

Ker T e Im T sdo conjuntos nao-vazios.

Teorema 3.1.8 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). Entao Ker T e

Im T sao subespagos de U e V' respectivamente.

Demonstracgao. Exercicio. a

Definicao 3.1.9 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). Entdo
p(T) := posto de T := dimpIm T e
n(T) := nulidade de T := dimpKer T

Teorema 3.1.10 Sejam U eV espagos vetoriats sobre F e T € L(U, V). Entao dimpU =
p(T) +n(T).
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Demonstragao. Seja B uma base de Im T'. Para cada v de B, escolha um elemento
u = u, de U tal que T'(u,) = v. Defina B; = {u, : v € Im T'}. Se alguma combinagao

linear de elementos de B; for nula, digamos ) . a;u,, = 0, entéo

0=T0)=T <Z aiuvi> = ZaiT(uv‘.) = Z ;.

Como B é 11, segue que a; = 0 para todo . Em outras palavras, o conjunto B; é 1.i. Para
concluir a prova do teorema vamos mostrar que U = [By] @ Ker T'. Seja u € U. Como

T(u) € Im T, existem v, ...,v, € B tais que

= Zﬁi’vz Z/Bz uv, - (Z ,Bzuv > ) Bz S F
i=1
Logo,
u— Zﬁiuvi € Ker T

=1
e, consequentemente,

U= zn:B,-uvi + <u - 2@%,) € [Bi]®Ker T.
i=1

Segue que U = [B;] + Ker T'. Se u € [B;] N Ker T, entao, com a mesma notagdo usada

acima, temos que
0=T(u)=T (Z ﬂiuvi) = Z,B,;vi.
=1 i=1

Como B é base de Im T', 8; = 0 para todo ¢, ou seja, u = 0. A conclusao segue do
Corolario 2.3.15. O

3.2 O Espago das Transformacoes Lineares

Além de criar uma estrutura de espago vetorial em £(U, V), introduzimos outras operagoes

entre elementos de L(U, V') que preservam linearidade.

Teorema 3.2.1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F, S,T € L(U,V) ea € F. As

fungoes definidas por
(S+T)u)=5(u)+T(u), velU e
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(aT)(u) =aT(u), uvelU

sao elementos de L(U,V).

Demonstragao. Exercicio. O

O conjunto £(U, V') munido das duas operagoes definidas no teorema anterior é um

espaco vetorial sobre F'. Na verdade, ele é um subespago de VV.

Teorema 3.2.2 Sejam U, V e W espacos vetoriais sobre F', T € L(U,V) eS € L(V,W).
Entao a composi¢io SoT de S com T é um elemento de L(U, W).

Demonstragao. Exercicio. O

Teorema 3.2.3 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). Se T é uma

fungdo inversivel entdo sua inversa T~! é um elemento de L(V,U).

Demonstracao. Exercicio. 0

Teorema 3.2.4 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F' e T € L(U,V). Valem as
segquintes afirmagoes:
i) T é injetora se, e somente se, Ker T = {0},

it) T € sobrejetora se, e somente se, Coker T = {Im T}.

Demonstragdo. i) Suponha que T seja injetora e u € Ker T'. Entao T'(u) = 0 = T(0)

e, portanto, u = 0. Segue que Ker T' = {0}. Reciprocamente, assuma que Ker 7' = {0} e

suponha que T(u) = T(u1), u,u; € U. Entdo, T(u — u,) = 0, ou seja, u — u; € Ker T.

Segue que u — u; = 0 e T' é injetora.

ii) Dizer que V/Im T = {Im T} é equivalente a dizer que Im T = V. O resultado segue.
O

Exemplos 3.2.5 1. Consideremos o espago V = {z € R : z > 0} munido das seguintes
operagoes: a adigao de vetores em V é a multiplicacdo usual de numeros reais e a

multiplicacdo de elementos de V' por numeros reais é a exponencia¢ido do elemento pelo
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numero real. Entdo V' é um espago vetorial sobre R e T : V — R dada por T(v) = Inv é
um elemento de L(V,R). Ainda, Ker T = {1} e Coker T' = {Im T} = {R}.

2. O conjunto C(R) := {f € RR : f & continua} é um subespago de R®. A fungio
T : C(R) — C(R) definida por

1(0)@) = [ @t ccR feom

¢ um elemento de £L(C(R)). Nao ¢ dificil ver que Ker T' = {0} e que Im T := C*(R) :=
{f € C(R) : f é diferencidvel}.

3. Ja sabemos que a funcio T : P(R) — P(R) dada por T(p) = p é um elemento de
L(P(R)). Aqui, Ker T = {p € P(R) : p é constante} e Coker T' = {Im T} = {P(R)}.

Teorema 3.2.6 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). As seguintes
afirmagdes sao equivalentes:
i) T ¢é injetora,

i1) Se AC U € Li. entao T(A) é Li.

Demonstracao. Exercicio.
O proximo resultado estabelece que para transformagdes lineares entre espagos
vetoriais de mesma dimensdo finita, os conceitos de bijetividade, injetividade e

sobrejetividade coincidem.

Teorema 3.2.7 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F' e T € L(U,V). Assuma que
dim pU = dim pV < oco. Entdo as sequintes afirmagées sao equivalentes:

i) T é uma fungdo inversivel;

it) T € injetora;

2it) T € sobrejetora.

Demonstracio. E suficiente provar que ii) implica iii) e que iii) implica i). Se T &
injetora entdo Ker T = {0} e conseqiientemente n(7") = 0. Pelo Teorema 3.1.10, p(T) =
dim pU = dim pV. Como Im T' < V, segue que Im T' = V. Portanto, ii) implica iii). Se
T é sobrejetora, p(T') = dim zV. A hipétese e o Teorema 3.1.10 revelam que n(7T) = 0.
Em outras palavras, T' é injetora. Portanto, T" é bijetora e entdo inversivel. Isto mostra

que iii) implica i). a
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O resultado a seguir serd usado nas se¢oes subsegtientes.

Teorema 3.2.8 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F', {u; : © € I} uma base de
U e{v, : 1 € I} um subconjunto de V. Entdo ezxiste uma tunica transformacgdo linear
T :U — V tal que T(u;) = v;, i € I. Além disso, T € injetora se, e somente se,

{vi:i €I} éli; T ésobrejetora se, e somente se, [{v;:1€ I} =V.

Demonstragao. Cada elemento u de U pode ser escrito de maneira inica como uma
combinagao linear de elementos de {u; : i € I'}, digamos, u = ), ; @u;, onde J é um
subconjunto finito de I (que depende de u). Definimos entdo T da seguinte forma
T(u) = Z av;, u€el
ieJ
T é certamente um elemento de L(U, V) satisfazendo T'(u;) = v;, i € I. A unicidade de

T segue do fato de {u; : ¢ € I'} ser uma base de U. O nicleo de T é dado por
Ker T = {Z Qi U; - Zaivi = O}
i€l icJ

Logo, Ker T = {0} se, e somente se, {v; : 2 € I} é 1.i. A imagem de T é precisamente

ImTz{za,-'u,-: JC I, Jfinito, «; € F, iGJ}

ied

Logo, T ¢é sobrejetora se, e somente se, [{v;:1 € [} =V. O

Utilizaremos o restante desta se¢ao para encontrarmos uma férmula que calcule a

dimensao do espago L(U, V).

Teorema 3.2.9 Sejam U e V espacos vetoriais sobre F'. Valem as sequintes afirmacgdes:
i) dimpL(U,V) > dimpU dimpV;
i) Se dim pU < o0 entdo dimpL(U,V) = dim pU dim gV ;

i11) Se ambos U e V nao tém dimensao finita, entdo a desigualdade em i) € estrita.

Demonstragao. Escolha bases {u; : 1 € I} e {v; : j € J} de U e V, respectivamente.

Para cada par (7, 7) € I xJ, podemos usar o teorema anterior para construir T;; € L(U, V)
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satisfazendo T;;(u;) = v; e Ti;(ux) = 0, k # 4. Suponhamos inicialmente que alguma

combinacao linear dos T;; seja nula, digamos

> ayT;=0, KCIxJ, Kfinito, ay€F, (i,j)€K.
(i9)eK

Escothamos um par (ig, j) € K. Entao
0= Y ayTy(ui) = Y, ougiTigj(wig) = D ipjvj.

(i.5)eK (t0.J)EK (i0,7)EK
Segue que a;,; = 0, para todo par (ip,j) € K. Como iy é arbitrario, concluimos que
a;; = 0, (1,7) € K. Logo, {T;; : (1,7) € I x J} é Li. Em particular, dim pL(U,V) é no
minimo a cardinalidade de I x J. Isto prova i).
Suponha agora que dim pU = n. Adote as notagdes acima e escreva I = {1,...,n}.
Pelo item anterior, jd temos que {T;; : 2 € I,j € J} é L.i. Vamos mostrar agora que tal
conjunto gera L(U, V). De fato, se T € L(U, V), entdao dim pIm T < co. Logo, existe um
subconjunto finito J de J tal que Im T = [{v; : j € J'}]. Dai, para cada i € I existem
escalares af, j € J, tais que

T(u;) = Z S Z o T (us).
jeJ' jed’

Segue que

Te[{T,;:i€l,jeJ} c{Ty:iel,je T}
Isto conclui a prova de ii).
Se U e V n3o tém dimens3o finita, entdo é ficil construir 7' € L(U, V) que nao é uma
combinagao linear dos T;; construidos acima. Portanto, dim £(U, V') é um cardinal maior

do que o produto das cardinalidades de I e J. a

3.3 Isomorfismos

Estudamos aqui algumas particularidades das transformagoes lineares que sao bijetoras.

Definigao 3.3.1 Sejam U e V espacos vetoriais sobre F'. Dizemos que U e V sdo iso-
morfos (ou que U é isomorfo a V) e escrevemos U = V quando eziste T € L(U,V)

byjetora. T' € entao chamada um isomorfismo de U em V.
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Teorema 3.3.2 Sejam U e V' espagos vetoriais sobre F. Sao equivalentes:
i) U eV sao isomorfos;

Z’L) dzmpU = dlmpV

Demonstragao. Suponhamos que exista um isomorfismo T : U — V. Se B é uma
base de U entdo, pelo Teorema 3.2.8, T(B) é uma base de V. Logo, U e V tem a
mesma dimensao. Reciprocamente, se U e V tém a mesma dimensao, existem bases
{ui:ie€I}te{v;:1€ I} deU eV respectivamente, ambas indexadas no mesmo conjunto
I. Pelo Teorema 3.2.8, existe uma tinica transformagao linear bijetora S : U — V tal que

S(u;) =wv;, 1 € I. Portanto, U e V sdo isomorfos. O

Teorema 3.3.3 Seja U um espago vetorial sobre F de dimensao finita n. Entdo U é

isomorfo a F™.

Demonstragao. Segue diretamente do teorema anterior. O

Exercicio 3.3.4 1) Seja F' um corpo qualquer. Prove:
DV ={(e,a+8,a+28,...): a,B € F} é um subespago de F'>;

ii) V é isomorfo a F?.

Teorema 3.3.5 Sejam U e V espacos vetoriais sobre F'. Se dim pU = n, entdo L(U,V)

é isomorfo a V™.

Demonstragao. Seja B = {u;,...,u,} uma base de U. Definamos ¢ : L(U,V) — V"
por %(T) = (T(u1), ..., T(u,)). E facil verificar que 9 € L(L(U, V), V™). Se ¢(T) = 0,
T € L(U,V), entdo T(u;) = 0,2 = 1,...,n. Como B é base de U, segue que T = 0.
Portanto, Ker ¥ = {0}, ou seja, % é injetora. Finalmente, seja v = (vq,...,v,) € V™
Pelo Teorema 3.2.8, existe uma tnica T € L(U,V) tal que T(u;) = v;, ¢ = 1,...,n. Dai,
Y(T) = (T(w),...,T(un)) = (v1,.-.,vn) = v. Portanto, ¢ é sobrejetora. a

Matrizes aparecem naturalmente quando descrevemos transformacoes lineares entre

espacos vetorials de dimensao finita. Vejamos isso.
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Sejam U e V espagos vetoriais sobre F', ambos de dimensdo finita, e T € L(U,V).
Sejam B = {uq,...,u,} uma base de U e C = {vy, ..., v, } uma base de V. Para cada

j €{1,...,n} existem escalares oy;, t = 1,...,m, tais que

m
T(uj) = 0101 + - - + QU = E Q5 V;

=1
Definigao 3.3.6 A matriz de M,«.(F) cuja entrada ij é o;; é denominada de matriz

(das coordenadas) de T' em relagdo ds bases (ordenadas) B e C.

A matriz da defini¢do anterior serd denotada por [T']§ ou simplesmente T'§ .

ATENCAO: A matriz TS depende obviamente das bases B e C e de T. Qualquer
alteragao nos elementos ou ordem dos elementos de alguma das bases produz uma matriz
diferente. Em outras palavras, a mesma transformacao linear pode ser representada por

varias matrizes de My xn(F).

Observagao 3.3.7 1) Seja v um elemento de U. Mantendo-se as nota¢des acima, pode-

mos escrever

n
uzi ajuj, o €F, j=1,...,n
i=1

T(u) = ;ajT(uj) = ;O‘j (; aij'“z‘) = Zl (Zl ai,-ozj) ;.

Entao

Isto mostra que T'(u) fica completamente determinado pelas coordenadas de u em relagao
a base B e pela matriz T§.

2) Se U =V, a matriz de mudanga da base B para a base C coincide com a matriz da
transformacao identidade Iy em relacao as bases B e C.

3) Dada uma matriz A € M,,x,(F), existe uma tnica T € L(U, V) tal que T§ = A (veja
Teorema 3.2.8).

4) As colocagdes anteriores permitem estabelecer uma relagdo biunivoca entre £(U, V)
¢ Myxn(F). Entretanto, essa correspondéncia depende de bases previamente escolhidas

nos espagos envolvidos.

Teorema 3.3.8 Sejam U e V espacos wvetoriais sobre F, de dimensdoes n e m,

respectivamente. Entao L(U,V) e Myxn(F) sdo isomorfos.

44



Demonstracdo. Fixemos bases B = {u;,...,un} € C ={v1,...,v,} de U e V, respec-
tivamente. Definamos 9 : L(U,V) = Muxn(F) por %(T) = T5. Se T, S € L(U,V) e
a € F, entao [T+ 3]G =T§ + 5§ e [T = oTS. Segue que ¢ € L(L(U, V), My xn(F)).
Se T§ = 0, para alguma T € L(U, V), entdo T(u;) =0, j = 1,...,n. Como B é base de
U, T = 0. Portanto 9 é injetora. Finalmente, seja D = (8;j) € Mmxn(F). Pelo Teorema
3.2.8, existe uma tnica T € L(U, V) tal que

T(uy) = Zﬁzjvi, j=1,...,n
=1

Isto significa que T = D, isto é, ¥(T') = D. Portanto, 1 é sobrejetora. 0

Observagao 3.3.9 Nas condigdes do teorema anterior e lembrando o Teorema 3.2.9,

temos que dim pL(U, V) = m.n.

Teorema 3.3.10 Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre F', todos de dimensao finita,
TeLUV)eSe L(V,W). Se B, C, e D sao bases de U, V e W respectivamente,

entio [S o T)2 = SETS.

Demonstragao. Escrevamos B = {uy,...,up}, C = {v1,...,v,} e D = {wi,..., wn}.

Escrevamos ainda T§ = (aij) e SE = (B;). Entéo,
S (Z a,jv,) = Z aUS(v,)
=1 =1

Zaz]‘ (Z 51‘1111;') = Z (Z /Bilalj> w; -
=1 i=1 = =1

i = =1

(S o T)(u;)

Segue que
[SoT)g = (Z ﬁz‘l%‘) =S¢ Tg,
I=1

completando a prova. a

Coroldrio 3.3.11 Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensdo finita e B e C
duas bases de V. Entdo M§ME = MEMS = 1.

Demonstragao. Exercicio.
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Teorema 3.3.12 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F', ambos de dimensao finita.
Sejam ainda T € L(U,V), By e By bases de U e Cy e C; bases de V. Entao, Tgll =
MG TS ME:
Demonstragao. Isso é consequéncia da seguinte sequéncia de igualdades
c c c B Ci1 2 sB
Ty = [T o Iylg, = Tg, [IU]Bf =Tg, Mg,

= [IvoTIg, Mg, = [Iv)g, Tg: Mg} = M&: Tg? Mg},

obtidas com a ajuda do corolario anterior. , a

Corolario 3.3.13 Sejam U um espag¢o vetorial de dimensado finita, B e C bases de U e
T ¢ L(U). Entdo T = M5 TS M§.

Observacgao 3.3.14 Como M§ é a matriz inversa de MZ, o corolario acima revela que

as matrizes T e TS sao semelhantes.

Teorema 3.3.15 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F', de dimensées finitas n e m,
respectivamente, e T € L(U, V). Escreva s :== p(T). Entao existem bases B de U e C de
V tais que

mxXn
onde Is € a matriz identidade de ordem s com entradas em F'.
Demonstragdo. Pelo Teorema 3.1.10, n(T) = n — s. Fixemos uma base B; = {u;, ...,
t,_s} de Ker T'. Pelo Teorema 2.3.7-ii), podemos encontrar vetores wy, ..., w, de U tais

que B = {wy,...,ws,uy,...,Uu,—s} é uma base de U. Segue que
Im T =T(U)=T(|B]) = {T(w1),--.,T(ws)}]

Como o conjunto C; := {T'(w1),...,T(w,)} tem no méximo s elementos e p(T) = s,
concluimos que C); é uma base de Im 7. Usando o Teorema 2.3.7-ii) mais uma vez,
obtemos vetores vy, ..., Un_s de V tais que C := {T(wy),...,T(w;s),v1,...,Um_s} € uma

base de V. E facil ver que TS tem a forma desejada. ]

Terminamos esta se¢ao, apresentando alguns isomorfismos naturais envolvendo es-

pagos quocientes.
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Teorema 3.3.16 Sejam U eV espagos vetoriais sobre F' e T € L(U,V). Entao U/Ker T

e Im T sao isomorfos.

Demonstracio. Definamos 9 : U/Ker T — V por ¢(u + Ker T) = T(u), u € U.
Inicialmente notemos que a defini¢ao de ¥ nao é afetada pelo fato de um elemento de seu
dominio ser multiplamente representavel. De fato, se u,w e U eu+Ker T = w + Ker T
entdo u — w € Ker T e, conseqiientemente, T(u — w) = 0. Portanto, T(u) = T(w), ou

seja, ¥(u + Ker T') = ¢(w + Ker T'). A linearidade de 7 segue das seguintes igualdades
Y((u+KerT)+(w+KerT)) = ¥ ((u+w)+KerT)
= T(u+w)=T(u)+T(w)
= Y(u+Ker T) + ¢(w + Ker T)

Y (a(u+ Ker T)) = Y(au+ Ker T) = T(au) = aT (u) = ap(u + Ker T')

que valem para u,w € U e a € F. A injetividade segue do seguinte argumento: se
u + Ker T' € Ker ¢ entdo T(u) = 0. Logo, u € Ker T, ou seja, u + Ker T = Ker T
Portanto, Ker ¢ = {Ker T}. a

Corolario 3.3.17 Sejam V um espago vetorial sobre F' e W, e W, subespacos de V
satisfazendo V = W, @ W,. Entdo V/W, e Wa sdo isomorfos.

Demonstragio. Definamos T : W, — V/W; por T(ws) = wy + Wi. E facil verificar
que T € L(W,,V/W,;). Pelo teorema anterior, concluimos que W,/Ker T e Im T s3o
isomorfos. Vejamos agora o que sdo Ker T e Im 7. Seja v + W; € V/W;. Como V =

W, + W,, podemos escrever v = w; + w,, onde w; € W) e wy, € W,. Dai,
T(ws) = wp + Wy = (wy + Wh) + (w2 + Wh) = (w1 +w2) + Wy = v + W,

Logo, V/W; C Im T'. Sendo a outra inclusao 6bvia, temos que Im T' = V/W;. Finalmente,
seja wy € Ker T. Entao wy+ Wi = Wy, ou seja, wp € Wy. Segue que w, € WiNW, = {0}.
Portanto, Ker T' = {0}. Assim,

W2 = Wz/KerTEImT: V/Wl,

concluindo a demonstragao. a
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Teorema 3.3.18 Sejam V um espaco vetorial sobre F' e Wi e W, subespacos de V.
Entao (W, + Wa)/Wy e Wy /(W1 N Wa) sao isomorfos.

Demonstracao. Definamos T : Wy — (W) + W) /W, por T(ws) = wy + Wi, wy € Ws.
Como T € L(W,, (W, + W5)/W;), o Teorema 3.3.16 afirma que Wy/Ker T e Im T séo
isomorfos. Vejamos entdao o que sdo Ker 7" e Im 7T'. Se w, € Ker T entdo wy + W7 = W,
isto é, wo € Wy. Segue que wy € WiNW, e, por conseguinte, que Ker T C W;NW;. Como
a inclusdo contréria é 6bvia, concluimos que Ker T' = WiNW,. Se w+W; € (W1+W,) /Wy,

entao
’LU+W1 :('LU1+’LU2)+W1 :(w1+W1)+(w2+W1):w2+W1, wy € Wl,’wge Wz

Dai, T(wz) = wy + Wi = w + Wy, ou seja, w + Wy € Im T. Segue que Im T' = (W, +
W,)/Wi. Assim,

Wz/(Wl N Wz) = Wz/Ker T=2ImT = (W1 + Wz)/Wl,

concluindo a demonstracao. O

Exercicios 3.3.19 2) Seja F um subcorpo de C e considere T € L(F3) dada por
T(z,y,2) = (x — y + 22,2z + y,—z — 2y + 22). Determine Im T, p(T'), Ker T e n(T)
nos seguintes casos: F =R, F=C, F=Qe F = Q(\/3).
3) Sejam F um corpo, m e n inteiros positivos e A € Mp,«n(F'). Considere a transformagio
T € L(Mpx1(F), Mmx1(F)) dada por T(X) = AX. Demonstre que T ¢é a transformagao
nula se, e somente se, A = 0.
4) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T' € L(V). Demonstre que as seguintes afir-
magoes sao equivalentes:

1) Im TN Ker T = {0};

ii) Se v € V e T*(v) = 0 entdo T(v) = 0.
5) Sejam V um espago vetorial sobre F e T € L(V). Se T? = 0, é possivel estabelecer
alguma relagao entre Im 7" e Ker 77

6) Sejam Vi,..., Vo4, espagos vetoriais sobre F' e T; € L(V;,Vj41), 7 =1,...,n. Assuma

que T3 é injetora, T, € sobrejetora e que Im 7; = Ker Tj41, 7 =1,...,n — 1. Prove que
Y i (—1)dim pV; = 0.
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7) Seja T € L(R?)\ {0} satisfazendo T2 = T'. Prove que T' = Ig: ou existe uma base B
de R? tal que trés entradas de 75 sdo nulas.
8) Verifique quais das seguintes aplicagdes 1" : Z3 — Z3 sio lineares.

i) T'(a,b,c) = (b, —a,1);

ii) T(a, b,c) = (a?,b?, c?);

i) T(a,b,¢) =(a+1,b+1,c+1).
9) Mostre que todos os elementos de £(R) sdo multiplos de Ig.
10) Sejam V] o espago C usual e V; o espago C sobre o corpo R. Exiba T' € L(V3) tal
que T' ¢ L(V}).
11) Encontrar transformacoes lineares T e S taisque ToS =0# SoT.
12) Se V' e W sdo espagos vetoriais de dimensao finita e T € L(V, W), mostre que existe
SeL(W,V)talque ToSoT =T.
13) Prove: se {zp,...,Z,} C R” estd em posicao adequada e {y,...,yn} C R", prove
que existe uma fungdo ¢ da forma ¢(z) = Tz +v, z € R*, onde T € L(R™) e v € R", tal
que ¢(x;) = y;, 2 =0,...,n. Uma aplicagdo ¢ como acima é chamada aplicagdo afim de
R™.
14) Sejam A; e A, duas regides triangulares em R?, a primeira delas nio degenerada
(vértices nao alinhados). Prove que existe uma aplicacao afim ¢ de R? tal que ¢(4A;) = A,.
15) Sejam V' um espago vetorial sobre F' de dimensao finita e T € £(V'). Demonstre que
se p(T?) = p(T), entdao Im T'N Ker T = {0}.
16) Sejam V um espago vetorial de dimensdo 2 sobre R e T € £(V') dada por T(vq,v2) =

(vz2, v1 + v2). Verifique se existe uma base B de V tal que

17) Sejam S, T € L(V). Mostre que se SoT — I é injetora entdo T o S — I é injetora
(Sugestdo: So(ToS—I)=(SoT —-1)oS).

18) Dé exemplo de um espago vetorial V e T € L(V) tal que Im T'N Ker T # {0}.
E possivel dar exemplos onde Im T = Ker T? E se a condigdo for Im T € Ker T ou

Ker T C Im T (inclusbes préprias)?
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19) Determine o ntcleo e a imagem da transformacao linear T € L(P(R)) dada por

T(p(t)) = / p(z)dz

20) Sejam V um espago de dimensio finita e T, S € L(V'). Prove que:

i) Existe R € L(V) tal que T = S o R se, e somente se, Im 7" C Im S

ii) Existe R € £(V) tal que T = R o S se, e somente se, Ker S C Ker 7.
21) Seja V' um espago vetorial de dimensdo n e W um subespago de V' de dimensao m.
Mostre que U = {T € L(V) : T|w = 0} < L(V). Qual é a dimensdo de U?
22) Seja T € L(V'). Mostre que:

1) Se Ker T # {0} entdo existe 0 # S € L(V) tal que T 0 S = 0;

ii) Se Im T # V entdo existe 0 # S € L(V) tal que So T = 0.
23) Sejam U e V espagos vetoriais, W < U eT € L(W, V). Mostre que existe S € L(U,V)
tal que Slw = T.
24) Sejam V um espago vetorial e W < V. Mostre que existe T € L(V, W) sobrejetora
tal que T(w) = w, w e W.
25) Sejam V um espago vetorial de dimensdo n e T € L(V).

1) Mostre que Vp = {S € L(V): T oS = 0} é subespago de L(V).

ii) Explique como escolher T de modo que dim V7 = 0, n, ou n’.

ii1) Se W < L(V), existe T € L(V) tal que W = Vr? Justifique.
26) Sejam V um espago vetorial sobre F', Wy,..., W, <V eT € LW, x ... x W,,V)
dada por T'(wy, ..., wp) = wy +. ..+ w,. Prove: T é injetora se, e somente se, o conjunto
{Why,...,W,} é independente.
27) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F' e T' € L(V,W). Prove que {S € L(W,V) :
S oT = 0} é isomorfo a L(W, Coker T') enquanto que {S € L(W,V) : To S = 0} é
isomorfo a L(W, Ker T).
28) Sejam V e W espagos vetoriais de dimensoes m e n respectivamente, com m < n. Se
T e L(V,W)eS e LW, V), mostre que T o S ndo é isomorfismo.
29) Sejam V um espago vetorial sobre F e T,S € L(V) taisque To S = I.

i) Mostre que Ker S = {0} eIm T = V.

ii) Se dim rV < o0, entdo T é um isomorfismo e T-1 = S.

ii1) Mostre que a parte ii) pode ser falsa se dim pV = co.

30) Sejam V um espago vetorial e T € L(V'). Verifique quando a aplicagdo ¢ € L(L(V))
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dada por ¢(S) =T o S é um isomorfismo.

31) Sejam V um espaco vetorial e T, S € L(V'). Mostre que T e S sdo isomorfismos se, e
somente se, T oS e S oT sao isomorfismos.

32) Mostre que se V é um espago vetorial e T € L(V) é tal que T> — T + I =0 entao T
é um isomorfismo.

33) Sejam V um espacgo vetorial e T' € L(V'). Suponha que existe uma tnica S € L(V)
tal que T'o S = I. Mostre que T é um isomorfismo e que 7! = S (Sugestdo: Considere
SoT+ S5 -1).

34) Se V' é um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € £(V') é um isomorfismo,
mostre que existe p € P(F) tal que T-! = p(T) (Sugestao: Encontre 0 # q € P(F) de
grau minimo tal que q(T') = 0. Mostre que o termo constante de ¢q é # 0).

35) Sejam V um espago vetorial de dimens3do finita e T € L(V) tal que To S = SoT
para toda S € L(V). Mostre que se 0 # v € V entao {v,T(v)} é L.d. Usando esse fato,
mostre que 7' é um muiltiplo da identidade, isto é, existe um escalar a tal que T(u) = au,
ve V.

36) Seja V' um espago vetorial sobre F', de dimensao 3 e seja T € L(V) tal que

para alguma base B de V. Encontre p(T) e n(T) nos casos F = R, F =Zy e F = Z3.
Verifique se a igualdade V' =Im T @ Ker T vale em algum dos casos acima.
37) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F' com dim gV =n e dimzW =m. Se S,T €
L(V, W), mostre que:

i) |p(T) = p(S)| < p(T + S) < p(T) + p(5);

it) (T + S) > n(T) + n(S) — n;

i) p(T + ) < min{m, n, o(T) + p(S)};

iv) p(T+S) = p(T)+p(S) se, esése, Im (T+S) =Im T+Im S eIm TNIm S = {0}.
38) Sejam Vi, V, e V; espagos vetoriais de dimensao finita e sejam R € L(V},V,) e S €
L(V,,V3). Prove:

i) p(R) = p(S o R) + dim(Im RN Ker S),

i1) p(S o R) = dim(Im R + Ker S) — n(S);
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ii) p(S o R) < min{p(R), p(5)};
iv) n(R) +n(S) = n(S o R);
v) p(R) - n(S) < p(S o R);

vi) p(R) —n(S) = p(S o R) se, e s6 se, Ker S C Im R;

vii) p(S o R) = p(S) se, e s6 se, Ker S+ Im R = Vj;

viil) Se Ker R = {0} e dim V] = dim V, entdo p(S o R) = p(S);

ix) Mostre que a condigdo dim V} = dim V; em viii) é essencial,

x) Se Im R = V; entdo p(S o R) = p(S5);

xi) p(So R) = p(R) se, e s6 se, Ker SNIm R = {0};

xii) Se Ker S = {0} entdo p(S o R) = p(R).
39) Sejam Vy, V5, V3 e V, espagos de dimensao finita e sejam R € L(V},V3), S € L(V5, V3)
eT € L(V3,Vy). Prove:

i) p(T 0 S) + p(So R) < p(S) +p(T o So R);

ii) n(T o S) + n(So R) > n(S) +n(T o SoR)

1) SedimVy = dimV}, j = 2,3,4e ToSoR = 0 entdo p(T)+p(S)+p(R) < 2dim V;.
40) Seja V' um espago vetorial sobre F, de dimensao finita, e assuma que dim pV? =
(dim V)2 Prove que V = {0} ou V é isomorfo a F?2.
41) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T, S € L(V). Prove: To S
é um isomorfismo se, e somente se, SoT é um isomorfismo. A hipétese “dimensao finita”
é realmente necessaria?
42) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', ambos de dimens3o finita. Os espagos L(V, W)
e L(W, V) sao isomorfos?.
43) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e T' € L£(V'). Suponha que existam subespagos
V1 e Va de V satisfazendo V =V, + Va, T(V}) = {0} e T(V2) C V;. Prove que T? = 0.
44) Sejam A um conjunto qualquer, B C A, V = R* e W = RZ. Mostre que o conjunto
N={feV:f(t)=0,te B} ésubespago de V e que V/N < W.
45) Sejam V um espago vetorial sobre F' e V) e V; subespagos de V com V; C V,. Mostre
que (V/V2)/(Va/VA) 2 V[V,
46) Sejam V um espago vetorial sobre F' e Vi,V < V. Prove:

i) V/(Vi n'V;) é isomorfo a um subespago de V/V] x V/Vy;

ii) V/(Vi + V,) é isomorfo a um quociente de V/Vi;
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iii) Se dimpV < oo entdo dimpV/(Vi + V2) < oo, dimpV/(Vi N V3) < oo e
dim pV/(Vi+V2) +dim pV/(ViNV3) = dim pV/V] +dim V/V; (Sugestao: (V4 +Va)/(ViN
V) = (W/Vi N Va) @ Va/ (Vi (1 Va)).
47) Sejam V um espago vetorial sobre F' e Vi e V, subespagos de V. Sabendo-se que
dimpV;, = 5, dimpVs = 8 e dimp(Vy + Vo)/(Vi N V,) = 3, determine dim gV} + V3 e
dim gV; N Va. E possivel ter-se dim zV; = 5, dim gV, = 8 e dim p(V} + V5)/(Vi N V3) = 4
simultaneamente?
48) Sejam V um espago vetorial sobre F' e Vi e V3 subespagos V. Sabendo-se que
dim p(V} + V2)/Vo = 6, dim (Vi + V2)/Vi = 5 e dimpV) N V5 = 3, encontre dim gV}
e dim g V5.
49) Seja V um espago vetorial sobre F' e considere o subespaco A = {(v,v) : v € V} de
V x V. Mostre que (V x V)/A = V.
50) Sejam V;,V> e V3 espagos vetoriais sobre um mesmo corpo F, T' € L(V},V3) e
S e L(V,V,). Se Ker T C Ker S, mostre que existe R € L(V3,V,) tal que RoT = S.
51) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo n > 0 e T € L(V). Mostre que as
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

i) Im T = Ker T

i) T?=0,T #0, népare p(T) =n/2.
52) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e T € L(V'). Prove que:

DImTr CImTrteKer T C Ker T, n > 1;

ii) Existe p € N tal que Im 7?7 = Im T?*},

iii) Se p é como em ii), entdo p(TP) = p(TP**) e n(TP) = n(TP**), k > 1,

iv) Se p é como em ii), V = Im TP @ Ker T7;

v) A hipé6tese “dimensao finita” é essencial para o item iv) acima valer.
53) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e T' € L(V). Se T" = 0 para algum inteiro
positivo n, prove que n{Iy — T) = 0.
54) Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita. Se T € L(V') e n é um inteiro
positivo, prove que

n(T™*) = n(T) + Y _ dim p(Im T* N Ker T)
k=1

55) Sejam V um espaco vetorial sobre F' = Z;, de dimensao 3, e T € L£(V'). Suponha que

53



para alguma base B de V,

2 21
TE=1131
12 2

Prove que T é sobrejetora se, e somente se, p # 5.
56) Sejam F' um corpo de caracteristica # 2, V um espago vetorial sobre ¥, de dimensao
neT € L(V). Prove que:

)SeT?=1TentaoV=Im (I +T)dIm (I -T),

ii) Nas condigbes do item i), existem um inteiro positivo p e uma base B de V tal
que
TE - I, 0

0| ~Inyp

iii) Se para alguma base B de V, TF for como em ii) entdo T?% = I.
57) Sejam F' um corpo de caracteristica 2, V um espago vetorial sobre F', de dimensao
neT € L(V) satisfazendo T? = I. Verifique que Ker (Iy + T) é o conjunto dos pontos

fixos de T'. Mostre que existe um inteiro positivo p e uma base B de V tal que

Inzp | 0| O
0 J |0
T§ =
0 0| J

onde J € Msy»(F) satisfaz Ji; = Jia = Joo = 1 € Jo; = 0 (Sugestdo: Tome uma base de
Im S e estenda-a a uma base de Ker S. Dai, estenda essa base a uma base de V)
58) Sejam m um inteiro positivo e V' um espago vetorial sobre F', de dimensao 2n. Seja

0#T e L(V) tal que T?> =0 e p(T) = n. Prove que existe uma base B de V tal que

J 0 0
J 0

TE =
0 J

onde J € Mayyo(F) étal que Jyy = Jia=Jpp=0e Jyy = 1.
59) Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensdon e T € L(V) \ {0} satisfazendo
T? = 0. Seja ainda W < V tal que V = Ker T@® W. Se r := p(T'), prove que:
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1) 2r <nedimpW =r;

ii) Se {wy, ws, ..., w,} é base de W entdo {T(w:1),T(wz),...,T(w,)} é um subcon-
junto l.i. de Ker T}

iii) Existe uma base B de V tal que

0| 0
TE=| I 1o
0|0

60) Sejam F' um corpo de caracteristica # 2 e V' um espago vetorial sobre F. Seja ainda
T € L(V) satisfazendo T® = T. Mostre que existem subespagos Vp, V) e V, de V tais
que Vo CKer T, Vi C {v:Tw) =v}, Vo C{v:Tw)=—v}eV =V,dV;® V2. Se

dim sV < o0, conclua que existem inteiros sg, s; € s € uma base B de V tal que

0, | 0| O
TE=| o | I, | o
o| o] I,

onde 0Oy, é a matriz de M,,xs,(F) com todas as suas entradas iguais a 0.
61) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e T € £L(V'). Suponha que
TS = Té’,l, quaisquer que sejam as bases B e B' de V. Prove que T = aly, para algum

o€ F.

3.4 Funcionais Lineares

Vamos estudar nesta secao, um tipo especial de transformacao linear. Mais precisamente,
vamos estudar aquelas transformagoes lineares cujo contra-dominio é o corpo de escalares

dos espagos vetoriais envolvidos.

Definigao 3.4.1 Seja V um espago vetorial sobre F. Um funcional linear (ou forma

linear) sobre V € um elemento de L(V, F).

Definicao 3.4.2 Seja V um espago vetorial sobre F. O espago dual (ou conjugado) de
V, denotado por V*, é o espago L(V, F).
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Exemplos 3.4.3 1) Sejam F um corpo e n um inteiro positivo. A aplicacao T : F* — F
dada por T(ay,...,on) = a; (7 fixo) é um funcional linear sobre F™. A aplicagdo S :
Mpun(F) — F dada por S(X) = traco X é um funcional linear sobre M,,(F).

2) A aplicagao T : P(R) — R dada por T(p) = p(2) é um funcional linear sobre P(R).
S : P(R) — R dada por S(p) = p (51) — 3p (6) também é um funcional linear sobre
P(R).

Observacgao 3.4.4 Se V é um espaco vetorial sobre F' entao dim gV* > dimpV. Se
dim gV ¢é finita entao dim zV* = dim gV e, conseqiientemente, V* e V sao isomorfos. Se

dim ¢V nao é finita entao dim pV* > dim pV (veja Teorema 3.2.9).

A seguir, veremos como obter uma descricao explicita do espaco dual V*, no caso em
guir, p pag ;

que V tem dimensio finita.

Teorema 3.4.5 Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e B = {v1,...,v,}
uma base de V. Entao existe uma unica base B* = {f1, ..., fn} de V* tal que fi(v;) = d;j,

t,7=1,...,n. Além disso, f =% =, fv)fi, feV* ev=3 " fi(v)v;, ve V.

Demonstragao. A existéncia da base B* segue do Teorema 3.2.8. Para provarmos a
unicidade, suponhamos que C = {g1,..., 9.} seja base de V* e que g;(v;) = &5, 1,7 =
1,...,n. Entdo, (g: — fi)(v;) =0,%,7 =1,...,n, e o fato de B ser base de V implica que
g; — f; = 0 para todo ¢. Logo, B* = C. Se f € V* entao

f:Zaifi; aiEF, i:1,...,n.
=1
Entdo, f(v;) =Y oy @ifi(vj) = @, 7 = 1,...,n. Finalmente, se v € V, podemos escrever
vzzﬁivi, G;ieF, 1=1,...,n
i=1

Dai,
fi(v) = f; (Zﬁﬂh‘) = Z,Bifj(vi) =0, 7=1,...,n
i=1 i=1

Isto conclui a prova. a

Definicao 3.4.6 A base B* de V* descrita no teorema anterior é denominada a base

dual da base B de V.
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Observagao 3.4.7 A iltima conclusao do teorema acima implica que se B* = {fi,. ..,

fn} é a base dual de alguma base B de V entao f;, 7 =1,...,n, é a funcdo que a cada v

de V associa a t-ésima coordenada de v em relagao a B.

Exemplos 3.4.8 1) A base dual da base B = {(1,0),(0,1)} de R? ¢ B* = {f1, f}, onde
fl(‘r>y) =re f2(x7y) =Y, (-T,y) € Rz‘

2) A base dual da base B = {(1,0),(1,1)} de R? é B* = {fi, f2}, onde fi(z,y) =z —y
€ fZ(x)y) = '!J) (.’L',y) € Rz‘

3) Consideremos a base B = {(1,1,2),(1,2,0),(3,4,0)} de R®. Se (z,v, z) € R® entdo

z Jy =z z oy
= 2(1,1,2 =42 o2z (1,2 SR 4 .

Logo, os funcionais

3y =z 2

fl(xxyaz)zgi f2($)y7z):_é—+1—2$’ f3(x)y7z):$—z—%

formam a base dual de B.
4) Parat € {1,2,3}, seja L; : P3(R) — R a funcdo dada por L;(p) = p(i — 1), p € P3(R).
O conjunto {L,, Ly, L3} é Li. De fato, se o1 Ly + azLy + azL3; = 0, oy, o, 3 € R, entdo

a1p(0) + azp(1l) + a3p(2) =0, p € A(R).
Fazendo-se escolhas apropriadas de p, chegamos ao sistema
o1 +or+03 =ay+ 203 = ay+4a3 =0,

cuja unica solugio é @y = ay; = a3 = 0. Como dimV* = dimV = 3, o conjunto
C = {L;, Ly, L3} é uma base de V*. Serd que C é a base dual de alguma base B de
P3(R)? Suponha que sim, e escreva B = {p;,pz,p3}. Entdo p;(: — 1) = 6;;, 4,7 = 1,2,3.
Escrevendo-se cada elemento de B como combinagio linear dos polinémios 1, = e 2% e
impondo-se as condigdes acima obtemos trés sistemas de trés equacdes a trés incdgnitas.
Resolvendo-se tais sistemas obtemos py(z) = (z — 1)(z — 2)/2, pa(z) = z(2 —z) e

p3(z) = z(z — 1)/2. Voltaremos a este assunto na préxima segao.

Teorema 3.4.9 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimenséo finita e v € V' \ {0}.
Entao existe T € V* tal que T(v) # 0

o7



Demonstragido. O conjunto {v} é L.i. Logo, pelo Teorema 2.3.7, existe uma base B de
V cujo primeiro elemento € v. Consideremos entio a base dual B* de B. Entao o primeiro

elemento f, de B* satisfaz f;(v) = 1. O

Observagao 3.4.10 O teorema anterior garante entdo que o unico vetor de um espago
vetorial V de dimensdo finita que pode ser anulado por todos os elementos de V*, é o

vetor nulo.

Se f : V — F é um funcional linear ndo-nulo entao p(f) = 1. O Teorema 3.1.10,
revela que n(f) = (dimpV) — 1.

Em qualquer espaco vetorial de dimensao finita, subespagos de codimensao 1 sdo
chamados hiperplanos do espaco. Logo, o nucleo de qualquer funcional linear sobre um
espaco vetorial de dimensao finita é um hiperplano do espago.

O teorema anterior mostra que a reciproca deste fato também é verdadeira. De fato,
seja V' um espaco vetorial sobre F' de dimensao finita e W um hiperplano de V. Como
a codimensao de W é 1, existe v € V \ W. Como v # 0, o teorema anterior garante a
existéncia de T € V* tal que T'(v) # 0. Observando-se a prova daquele teorema, nota-se
ainda que Ker 7' = W.

Definicao 3.4.11 Sejam V um espago vetorial sobre F' e M um subconjunto de V. O

anulador de M em V € o conjunto M° dado por
Me={feV*: f(v)=0,ve M}

Exemplo 3.4.12 Seja F um corpo e consideremos o espaco V = F%2. Vamos determinar

M° onde M = {(e,8) € V: a+ 3 = 0}. Os elementos de V* sdo da forma
T(a,B) =aa+ B, (a,B)€eV,
onde oy, B € F. Como cada elemento de M° deve anular os elementos de M, temos que
T(1,-1)=0, T e M°.

Logo, oy — 1 = 0. Concluimos entdo que os elementos de M° sdao da forma T(o, ) =.
a(a+pB), (a,B) V.

58



Observacao 3.4.13 Se V' é um espaco vetorial sobre F', de dimens&o finita e M é um

subespago de V tal que V' \ M # 0, entdo o Teorema 3.4.9 revela que M° # {0}.

Teorema 3.4.14 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e M um subconjunto de V. Entdo

M?° € um subespago de V*.
Demonstracao. Exercicio.
Observagao 3.4.15 Em qualquer espago vetorial V, {0}° = V* e V° = {0}.
Aqui estao algumas propriedades menos elementares do anulador de um conjunto. .

Teorema 3.4.16 Sejam V um espago vetorial sobre F e M e N subconjuntos de V.
Valem as sequintes afirmacées:

i) Se M C N entao N° C M°;

ii) [M]° = M°;

1) (M UN)° = M°n N°.

Demonstragao. i) Seja T' € N°. Entao T'(v) =0, v € N. Se M C N entao T(v) = 0,
vE M. Porta.nfo, T € M°.

ii) Como M C [M], a inclusdo [M]° C M? segue da parte i). Seja agora T € M°. Como
T anula cada elemento de M, ele anula cada combinacdo linear de elementos de M.
Portanto, T € {M]°. Assim, M° C [M]°.

iii) Usando a parte i), vemos que (M UN)° C M° e (M UN)° C N°. Logo, (M UN)° C
Me° N N°. Seja agoraT € M° N N°e fixev € MUN. Se v € M entdo T(v) = 0 pois
T € M°. Da mesma forma, se v € N, entdo T(v) = 0. Portanto, T € (M U N)°. a

Teorema 3.4.17 Sejam V' um espago vetorial sobre F, de dimensao finita e W um

subespaco de V. Entao dimpV = dim pW + dim pW?°.

Demonstragao. Seja {w;, ..., wy} uma base de W. Pelo Teorema 2.3.7, existe uma base
de V da forma B = {wy, ..., Wm, Um+1,---,VUn}- Seja B* = {f1,.. ., frm, 9ma1,---,9n} @
base dual de B. O restante da prova mostrard que C = {gn41,--.,9n} € uma base de

We. Se w € W, podemos escrever w = a;w; + * -+ + 0pWp, o, - .., 0y, € F. Logo,
g]-(w):algj(wl)-i-'---i-amgj(wm)=0, J:m+1,,n
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Portanto, C C W°. Como C é um subconjunto de uma base, segue que C' é l.i. Seja agora

T € We°. Como T € V*, podemos escrever

T=p/fi+ +Bnfm+Bmniigmir+ -+ Badn, EjEF j=1...n

Dai, 0 = T(w;) = B, 7 = 1,...,m e, conseqiientemente, T = Bmi19m+1 + -+ + Bnon.
Segue que, W° C [{gm+1,---,9n}]. Como B* é a base dual de B, certamente a outra

inclusao também vale. A conclusao do teorema segue dos fatos acima. O

Coroldrio 3.4.18 Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finitan. Se W é um

subespago de V' de dimensdo m entao W € a intersec¢cao de n — m hiperplanos de V.
Demonstragao. Usando-se a notagao da prova do teorema anterior, vemos que
W={veV:g;(v)=0,j=m+1,...,n}.

Logo, W = M}_,, 1 Ker g;, ou seja, uma intersecgao de n — m hiperplanos de V. O

Coroléario 3.4.19 Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita e U e W

subespagos de V. As seguintes afirmag¢ées sao equivalentes:
) U=W;
) U =We.

Demonstragdo. Certamente i) implica ii). Por outro lado, se U # W, podemos assumir
sem perda de generalidade que existe v € W \ U. A demonstragdo do teorema anterior
mostra que existe T € V* tal que T'(u) = 0, u € U e T'(v) # 0. Portanto, T € U°\ W°,
ou seja, U° # We. O

Exemplo 3.4.20 No espago vetorial R? consideremos o subespago
w =[{(1,0,-1,2),(2,3,1,1)}].
E facil ver que {(1,0,-1,2),(0,1,1,-1)} é uma base de W. Ainda,
B ={(1,0,-1,2),(0,1,1,-1),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
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¢ uma base de R%. Se (z,vy, z, w) € R?, entdo
(x) y’ Z’ w) - a(l’ O) _17 2) + ﬂ(()? ]'7 17 —1) + ’Y(O’ 0’ 110) + 6(07 07 07 1)’

ondea=z, =y, y=z+z—-yed=w-2zx+y. Assim, B* = {f1, f2, 93,94}, onde
fl(xay)z1w) =T, f?(:r)szvw) =Y gg(z,y,z,w) - Z+x_—yeg4($)y7'z;w) :w_2$+y7

é a base dual de B. Pelo teorema anterior, concluimos que W° = [{g3, g4}}-

Exercicios 3.4.21 62) No espago vetorial C®, determinar a base dual da base
{(-1,0,-1), (-1,-1,-1),(2,2,0)}.

63) Determinar uma base de W° onde W é o subespago de R® gerado pelo conjunto
{(0,1,3,3,1),(1,4,6,4,1),(1,2,1,0,0) }.

64) Sejam U e W subespagos de um espago vetorial de dimensdo finita. Prove que
U+WYy =U°nWee(UNnW) =U°+We°.

3.5 O Espaco Bidual

Perguntamos: toda base do espago dual de algum espacgo vetorial é a base dual de alguma
base do espago? Para responder esta questdo, vamos considerar o espago dual do espago
dual de um espago vetorial.

Se V é um espago vetorial sobre F', escreveremos V** para denotar o espaco dual de
V*.

Vimos que, se V' tem dimensao finita entdo V e V* sdo isomorfos. O isomorfismo
entre esses dois espacgos dependia de uma base fixada. E claro que V e V** também
sao isomorfos. Mostraremos que o isomorfismo entre esses dois espagos é natural, isto é,

independe da escolha de qualquer base.

Teorema 3.5.1 Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita. Consideremos
a fungdo ¢ : V. — V** dada por Y(v) = b, onde ¥,(T) = T(v), T € V*. Entdo ¢ é um

isomorfismo entre V e V**.
Demonstracao. Sejam v,,v; € V e a € F. Para cada T € V*, temos

¢v1+v2 (T) = T(vl + ’1}2) = T(UI) + T(’Ug) = ¢v1 (T) + wvz (T) = (wvx + ¢vz)(T)
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Yo (T) = T(aw) = oT(v1) = ath,, (T) = (aty, )(T).

Segue que P(vi + v2) = P(v1) + P(v2) e Y(avi) = ap(w). Logo, ¥ € L(V, V™). Seja
agora v € Ker . Entdo ¥(v) = 0, ou seja, ¥,(T) = 0, T € V*. Pela Observagao 3.4.10,
segue que v = 0. Portanto, Ker v = {0}, isto é, ¢ é injetora. Finalmente, temos que
dimpIlm ¢ = dimpV = dimpV**. Como Im ¢ < V** concluimos que Im ¢ = V**.

Assim 1) é sobrejetora. a

Corolario 3.5.2 Seja V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita. Para cada L

em V** existe um tnico v em V tal que L(T) =T(v), T € V*.

Teorema 3.5.3 Sejam V um espaco vetorial sobre F, de dimensdo finita e C uma base

de V*. Entao C é a base dual de alguma base de V.

Demonstrag¢ao. Seja C = {Ti,...,T,} e consideremos a base C* de V**, que é dual
de C. Escrevamos C* = {17y, ..., T*}. Pelo corolario anterior, existem vetores vy, ..., v,
de V tais que T}(T) = T(v;), T € V*, ¢ =1,...,n. Definamos entdo B = {vy,...,v,}.

Inicialmente, notemos que B é base de V. De fato, se
v+t anv, =0, o €F, 1=1,...,n,
entao

(alTl* + -+ a,,T,f)(T) = alTl*(T) + -+ anT,’;(T)
= oyT(v1) + -+ anT(vn)
= T(qvi+---+0pvs) =T(0)=0, TeV".

Em outras palavras, a; T} + --- + a,T, = 0. Como C* é base de V**, segue que a; =
-+ = a, = 0. Como B possui exatamente n = dim pV** = dim gV elementos, B é base

de V. Resta verificar que C é a base dual de B. Isto segue de
E(U]):T?(T;):éﬁ:(sz], i;jzly""nv

concluindo a prova. a

62



3.6 A Transposta de uma Transformacao Linear

Cada transformacao linear induz naturalmente uma transformacao linear entre os espagos

duais dos espagos envolvidos. Isto é explicado no teorema a seguir.

Teorema 3.6.1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). A aplicagdo
T*:V* > U* dada por T*(f) = foT, f € V*, é um elemento de L(V*,U*).

Demonstragao. Certamente, foT € U*, f € V*. Por outro lado, se f,g€e V*ea € F,
entao

T (af+g)=(af+g)oT =a(foT)+goT =aT*(f) +T"(g)

Portanto, T* € L(V*,U*). a

Definicao 3.6.2 A transformagdo T* descrita no teorema acima é denominada trans-

posta (ou adjunta) de T

Exemplos 3.6.3 1) Sejam V um espaco vetorial sobre F e W < V. Consideremos a
inclusdo ¢ : W — V dada por i{(w) = w, w € W. A transposta i* de 1 satisfaz *(f)(w) =
fi(w)) = f(w), f e V* we W, isto é, i*(f) = restricio de f a W.

2) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e T' € L(F™, V). Defina z; =T(e;), i = 1,...,n,

onde {ey,...,e,} é a base usual de F*. Entao

T*(f)e) = f(T(e)) = f(mi), feV", i=1...,n

Segue que
T*(f)(al; ey an) = alf(xl) +...+ anf(xn)v (aly LRI an) S Fn‘
Portanto,
T*(f) = flz) i+ -+ f(zn) fn, fi € (F")7,
onde fi(o,...,an) =5, 1 =1,...,n.

Teorema 3.6.4 Sejam U eV espagos vetoriais sobre F e T € L(U,V). Entdo Ker T* =
(Im T)°. Além disso, se U e V tém dimensdo finita entdo p(T*) = p(T) e Im T* =
(Ker T)°.
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Demonstragao. Um elemento f € V* estd em Ker T* se, e somente se, foT = 0,
ou seja, se, e somente se, f(T(u)) = 0, u € U. Isto equivale a dizer que f € (Im T)°.
Portanto, Ker T* = (Im T')°. Suponhamos agora que U e V' tém dimensao finita. Pelo
Teorema 3.4.17, temos que dim g(Im T')° = dim gV — p(T'). Pela primeira parte da prova,

concluimos que
p(T*) =dim pV* — n(T") = dim pV* — (dim gV — p(T)) = p(T).

Para concluirmos a prova, vejamos inicialmente que Im T* < (Ker T')°. Seja g € Im T*.

Entdo g = T*(f), para algum f € V*. Dali,

g(u) = T*(f)(u) = F(T(u)) = £(0) =0, ueKerT.

Portanto, Im T* C (Ker T')° como desejado. Finalmente, usando novamente o Teorema

3.4.17, temos que
dim p(Ker T)° = dim gU — n(T) = p(T') = p(T™).

Segue que Im T* = (Ker T)°. O

O préximo resultado explica por que a transposta de uma transformacao linear tem

este nome.

Teorema 3.6.5 Sejam U e V espacos vetoriais sobre F', ambos de dimensao finita, e
T e L(U,V). Sejam B e C bases de U e V, respectivamente, e B* e C* suas bases duais.

Entdo [T*)E. € a matriz transposta de T§ .

Demonstragdo. Escrevamos B = {us,...,un}, C = {v1,...,v,} e T§ = (a;;). Entdo
T(u;) = Zaijvi, j=1...,n
=1
Se [T*]E: = (B,x) entdo

T (vg) = Z,Bpku;‘,, k=1,...,m.
p=1
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Dai, por um lado,
T (vi)(w) = Zﬂpw;(uz) =Bk, k=1,....m, [=1..n,
p=1

e, por outro,

T*(vp)(w) = (vg o T) (w) = vp(T'(w)) = v (Z ailvi) = Z aivy(vi) = ag.

Portanto, By = oy, L =1,...,n, k=1,...,m. O

Exercicios 3.6.6 65) Seja V = P(R) e defina f;, f, : V — R por

| A0 =20 +50), o) = [ pa)dz, pev

Prove que {fy, f2} é um subconjunto L.i. de V*.
66) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T}, T, € V*. Defina T € FY por T(v) =
Ty(v)T2(v),ve V.Se T € V*, deduza que T} =0 ou T» = 0.
67) Determine a base dual da base B = {1, ¢t,t2, 3} de P4(R).
68) Sejam t;,ts e t3 nimeros reais distintos e defina T; € P3(R)*, ¢ = 1,2, 3 por T;(p) =
p(t:).

1) Mostre que B* := {T3,T», T3} é base de P3(R)*;

ii) Encontre a base B de P;(R) da qual B* é dual.
69) Sejam V e W espagos vetoriais sobre um mesmo corpo. Mostre que (V' x W)*
V* x W+
70) Sejam V um espaco vetorial sobre F, de dimensdo n e {7}, T3, ...,T,} uma base de

V*. Mostre que a aplicagdo T : V — F™ dada por T'(v) = (T1(v), T2(v), . .., Tn(v)) é um

IR

isomorfismo.

71) Seja V um espago vetorial sobre um corpo F. Assuma que existe {T1,...,T,} C V*
tal que N7_, Ker T; = {0}. Prove que dimV < n. O que acontece se {T,...,T,} é L.i.?
72) Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita, 0 # W <V, v e V\We
w € W. Mostre que existe T € V* tal que T'(v) =1 e T(w) = 0.

73) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita, W < V* e T ¢ W. Prove
que existe v € V talque T(v) =1e S(v) =0, S € W.

74) Seja V' um espago vetorial sobre F, de dimens3o finita. Um subespago préprio W de
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V é mazimal quando ele satisfaz a condicdo: se W, <V e W C W; entao W = W, ou
W,y = V. Prove que um subespago de V é maximal se, e somente se, € um hiperplano de
V.
75) Comprove que o Teorema 3.4.17 nao vale para espacos de dimensao infinita.
76) Sejam V um espago vetorial de dimensao finita e W < V. Prove:

i) We = {0} se, e somente se, V = W,

i) W° = V* se, e somente se, W = {0}.
77) Sejam V um espago vetorial sobre ', M C V e N C V*. Prove:

1)°N:={veV:T(v)=0,T € N} é um subespaco de V

ii) M é um subespago de °( M°);
78) Sejam V um espago vetorial sobre F' e A := {Ty,...,T,} um subconjunto de V*.
Verifique que A = N7_;Ker Tj.
79) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e A :={Ty,...,T,} CV*. Se T € V* é tal que
T(A ) = {0}, prove que T € [4].
80) Sejam V um espago vetorial sobre F' e U, W < V. Prove que:

1) (V/IWy=2WeeV*/We =W,

ii) SeV=U®®W entao V* =U° @ W¢,

ili) SeV=U®W entao W= U*e U°= W+
81) Seja V' um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita. Se T € L(V) com p(T) = 1,
mostre que existem u € V'\ {0} e S € V*\ {0} tais que T'(v) = S(v)u, v € V. Generalize
isso quando p(T) =n < dim V. '
82) Seja V um espaco vetorial sobre Z,, de dimensdo n. Para cada m < n, mostre que o
namero de subespagos de V de dimensao m coincide com o nimero de subespagos de V'
de dimensao n — m.
83) Seja V um espago vetorial sobre F' e u,v € V com u # 0. Mostre que {u}° C {v}°
se, e somente se, {u,v} é 1.d.
84) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', ambos de dimenséo finita e T' € L(V, W).
Prove que:

i) Se T é injetora entdo T™* é sobrejetora;

ii) °[ (Ker T)°] = Ker T}

iii) Se U <V, entdao °(U°) =U,
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iv) °(Ker T*) =Im T.
85) Sejam V' e W espagos vetoriais sobre F', ambos de dimensao finita e T € L(V,W).
Se dim pW = 12 e n(T*) = 4, determine p(T).
86) Sejam a,b € R e considere T € P(R)* definido por

T(p) = / p(t)dt.

Se S : P(R) — P(R) ¢ dada por S(p) = p, calcule S*(T).
87) Sejam U e V espagos vetoriais sobre F', ambos de dimensao finita e T € L(U,V).
Prove que:

1) T é sobrejetora se, e somente se, T* é injetora,

ii) T é injetora se, e somente se, T* é sobrejetora.
88) Sejam F um corpo, V = Mp.(F) e M € V. Seja T € L(V) dado por T(A) =
AB — BA. Se f é a funcgao trago, o que é T*(f)?
89) Sejam U e V espagos vetoriais sobre F' e considere a aplicagdo ¢ : L(U,V) —
L(V* U*) dada por ¢(T) = T*. Mostre que

1) Y e L(L(U, V), L(V*,U)),

ii) Se V' tem dimensao finita entao v é injetora.
90) Sejam U, V' e W espagos vetoriais sobre F, T € L(U,V) e S € L(V,W). Prove que
(SoT)y =T*0 5"
91) Sejam V um espago vetorial sobre F'e T, S € V*. Verifique que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

i) T = a5, para algum a € F;

i) Ker S C Ker T.
92) Sejam V um espacgo vetorial e T,T1,...,T, € V*. Prove que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

)T e[{T,. .., Tu};

i) N7, Ker T; C Ker T'.
93) Sejam V um espaco vetorial, W um subespago de V' de dimensao finita e {T3,...,T,}
uma base de W°. Demonstre que W = Ker Ty N - - - N Ker T,.
94) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e {T},...,T,} C V*. Prove

que:
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i) dimp(Ker Ty N ---NKer T,,) > dim gV — m;

ii) Vale a igualdade em i) se, e somente se, {Ty,...,T,} é L.i.
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Capitulo 4

Operadores Lineares

4.1 Projecoes
Nesta segao, vamos estudar um tipo especial de operador linear, as projegoes.

Definigao 4.1.1 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e P € L(V'). Dizemos que P é
uma projecio de V quando P?> = P.

Teorema 4.1.2 Sejam V um espago vetorial sobre F e P uma projecao de V. Entao
i)ImP={veV:Pw)=uv},
1) Iy — P ¢é projecdo de V';
it1) Im P = Ker (Iy — P) e Im (Iy — P) = Ker P.

Demonstracdo. i) Se v € Im P entdo u = P(v), para algum v € V. Dai, P(u) =
P(P(v)) = P*(v) = u, isto é, u € {v € V : P(v) = v}. Isto mostraque Im P C {v € V :
P(v) = v}. A outra inclusdo é ébvia.

ii) Segue das igualdades
(Iyv-P¥=Iy-P-P+P=I,-P-P+P=1I,-P.
iii) Usando a parte i) temos que
ImP={veV:P)=v}={veV:(Iy - P)v) =0} =Ker (Iy — P).
Usando esta relacao para a proje¢ao Iy — P obtemos
Im (Iy — P) = Ker (Iy — (Iy — P)) = Ker P,
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concluindo a demonstragao. O

Exemplo 4.1.3 Seja F' um corpo qualquer. O operador P € L{F*) dado por
P(ala Qg, (3, a4) = (alx Qo, 07 0)
é uma projecao de F*.

Teorema 4.1.4 Sejam V um espago vetorial sobre F e P € L(V) wma projecao de V.
Valem as seguintes afirmagoes: '
1)V =1Im P&® Ker P;

it) Se dim gV = n, entao existe uma base B de V tal que
pPf =

onde r = p(P).

Demonstragao. i) Inicialmente, se v € Im P N Ker P entao, pelo teorema anterior,
v = P(v) = 0. Segue que Im PN Ker P = {0}. Se v € V entdo v = P(v) + (Iy — P)(v),
onde P(v) € Im P e (Iy — P)(v) € Im (Iy — P) = Ker P. Logo, v € Im P + Ker P.
Concluimos que V = Im P + Ker P. Portanto, V =Im P & Ker P.

ii) E uma conseqiiéncia do Teorema 3.3.15. O

Observagao 4.1.5 1) A decomposigao v = P(v) + (Iy — P)(v) de um elemento de V'
como soma de um elemento de Im P com um elemento de Ker P ¢ unica.

2) Se um espago vetorial V' é soma direta de dois subespagos W; e W, entdo existe uma
unica projecao P de V tal que Im P = W; e Ker P = W,. Tal projegao é dada pela
expressao P(w; + we) = wy, w; € W;, © = 1,2. Esse operador P é costumeiramente

chamado de operador projegao de V sobre W, (segundo W,).

Exercicio 4.1.6 1) Determine uma projecao de R? sobre o subespago W; = [{(—2,2)}]
segundo W, = [{(-2,4)}].
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Veremos a seguir que as projegoes podem ser usadas para descrever decomposicgoes de

um espago vetorial V em somas diretas de subespagos.

Teorema 4.1.7 Sejam V um espago vetorial sobre F' e Wy, ..., W, subespacos de V
satisfazendo V =W, @ --- @ W,,. Entao ezxistem Py, ..., P, em L(V) tais que

1) P, é proje¢cio de V,1=1,...,n;

i) Im Po=W,;,i=1,...,n;

1) PoPj=0,1#j;

w) Iy =P+ -+ Py
Demonstragao. i) Cada elemento v de V' escreve-se de maneira tnica na forma

V=wy o+ o+ Wy, w,-GWi, 121,,n

Definamos entdo P, : V — V por P;(v) = w;, ¢ = 1,...,n. Obviamente, P; € L(V) e
P?=P,i=1,...,n
ii) Seja v € Im P; e adotemos a representagdo dada em i). Entao, v = P;(v) = w; € W,.
Segue que Im P; C W;. A outra inclusdo é ébvia.
iii) Se i # 4,

P, o By(v) = P(Py(wy + - +wn) = Pi(w;) = 0.

Portanto, iii) segue.

iv) Temos que
(Po+--+P)w)=PW+ -+ P(v)=w+- - tw,=v=Iyv), veV

Portanto, P, +---+ P, = Iv. a

Vamos colocar agora a reciproca desse resultado.

Teorema 4.1.8 Seja V um espago vetorial sobre F. Assuma que existam projegies
Pi,..., P, de V satisfazendo P;oP; = 0,1 # j, ely = P+ ---+ P,. EntéoV =
ImP, & ---&®ImP,.

Demonstragao. Se v € V entao a hipdtese sobre Iy, garante que
v=Iy(w)=(P+ -+ P)v)=P{v)+---+P(v)€Im P, +---+Im P,.
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Logo, V. =1Im P, + --- + Im P,. Seja agora v um elemento de
Im P,n{Im P, +---+Im Py +Im Pj,, +---+Im B,).
Entao
v=Pj(v) = Pi(ni)+ -+ Pj_1(vj—1) + Pis1(vjs1) + - -+ Polvn), v1,...,v, € V.
Dal, a outra hipétese implica que

v = Pi(P(v) + -+ Pja(vj1) + Pia(vin) + -+ Pa(va))
= (PjoP)(v) + -+ (Pjo Piy)(vj_1) + (Pjo Piy)(via) + - + (Py o Po)(vn)
= 0

Assim, Im P,N(Im Py +---+1Im P,y +Im Pj1+---+Im P,) = {0}. Concluimos ento
que V=ImP,® ---®Im P,. |

Teorema 4.1.9 Sejam V um espago vetorial sobre F' e P e Q projecoes de V. Assuma
que P\o Q = Qo P. Entdao

1) PoQ € uma projegio de V, Im PoQ=Im PNIm Q e Ker Po@Q = Ker P +
Ker Q;

i) P+Q — PoQ é uma projegao de V, Im (P+Q —PoQ)=ImP+ImQ e
Ker (P+Q—-PoQ) = Ker PN Ker Q.

Demonstragao. i) Que P o @ é uma projecio segue do seguinte calculo
(Po@)?=Po(QoP)oQ=Po(PoQ)oQ=(PoP)o(QoQ)=PoQ.

Sev € Im PoQ entdo P(Q(v)) = v e, conseqiientemente, v € Im P. Como Po@Q = Qo P
entdo v = Q(P(v)) ev € Im Q. Logo, Im PoQ CIm PNIm Q. Sev € Im PNiIm Q
entdo v = P(v) = Q(v). Dai, P(Q(v)) = P(v) = v, ou seja, v € Im P o Q. Logo,
Im PNIm Q CIm Po@. Sewv € Ker PoQ entdo P(Q(v)) =0, ou seja, Q(v) € Ker P.
Como v = Q(v) + (v — Q(v)) e Qv — Q(v)) = Q(v) — Q*(v) = 0, concluimos que
v € Ker P + Ker . Logo, Ker Po @@ C Ker P+ Ker . Se v € Ker P + Ker Q entao
v =1, + vy com P(v;) =0 e Q(vy) = 0. Dal,

(Po@)(v) = P(Q(v1)) + P(Q(v2)) = Q(P(v1)) + P(Q(v2)) = Q(0) + P(0) =0,
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ou seja, v € Ker Po Q. Logo, Ker P+ Ker Q C Ker Po Q.

ii) Usando as hipdteses temos que

(P+Q—POQ)2 = P+PoQ—-PoQ+QoP+Q—-QoP—-—PoQQ—PoQ+PoQ

Logo, P+ @Q — P o Q é uma projecao de V. Se v € Im (P 4+ Q — P o ()) entdo
v=(P+Q—-PoQ)(v)=Pv—-QW)+Q(v) €Im P+Im Q.

Logo,Im (P4+ Q@ —PoQ)CImP+Im Q. Sev € Im P+ Im Q entdo v = u + w onde
v € ImPew € Im Q. Como P e @ sido projegdes, P(u) = u e Q(w) = w e, entdo,
v = P(u) + Q(w). Dali,

(P+Q—-PoQ)(v) = (P+Q—-PoQ)(u)+(P+Q— PoQ)w)
= P(u)+Qu) - P(Q(u)) + P(w) + Q(w) — P(Q(w))
= v+ Qu) - Q(P(u)) + P(w) + w — P(Q(w))
= u+Qu) - Qu) + P(w) + w — P(w)
= utw=v

ousea, v € Im(P+Q@—-—PoQ). Segueque ImnP+ImQ C Im(P+Q — PoQ).
Finalmente, se v € Ker (P + Q — P o Q), entdo P(v) + Q(v) — P(Q(v)) = 0. Dai,

P(v) = P*(v) = P(P(Q(v)) — Q(v)) = P(Q(v)) — P(Q(v)) = 0.

Similarmente, Q(v) = 0. Segue que v € Ker PNKer Q e, portanto, Ker (P+Q— PoQ) C
Ker PN Ker Q. A inclusio restante é dbvia. 0

Observagao 4.1.10 A hipétese Po@Q) = Qo P no teorema anterior nao pode ser retirada.
De fato, as projecdes de R? dadas por P(z,y) = (z + 3,0) e Q(z,y) = (0, y) satisfazem
Po@ # Qo P. Ainda, Qo P é projegao, mas PoQ nao é. O leitor também pode verificar
através de exemplos que, quando P o () é uma projecao de V, a soma Ker Po Q =

Ker P + Ker Q nao é necessariamente uma soma direta.

Corolario 4.1.11 Sejam F um corpo de caracteristica # 2, V um espago vetorial sobre F

e P e Q) projegoes de V. Entao P+Q € projegio de V se, e somente se, PoQ) = QoP = 0.
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Demonstragao. Se PoQ) = QQoP = 0 entao, pelo teorema anterior, P+Q = P+Q—PoQ

é uma projecao de V. Suponhamos agora que P + () seja projecao de V. Entéo
(P+Q)P =P +PoQ+QoP+@*=P+0Q,

isto ¢, Po@Q+ Qo P =0. Segue que PoQ +PoQoP=0ePoQoP+QoP=0.
Portanto, PoQ = QoP. Assim, 0 = Po@Q+QoP = 2(Po(@). Como F tem caracteristica
#2,Po@Q=0. O

Observagao 4.1.12 Se, nas condigoes do corolario, P + ) for uma projegao de V entao
asomaIm (P+@Q) = Im P+Im Q é necessariamente direta. De fato, se v € Im PNIm Q
entdo v = P(v) = Q(v) e, portanto, v = P(v) = P(Q(v)) = 0. Logo, Im PNIm Q = {0}.

Exercicios 4.1.13 2) Sejam V um espago vetorial e P e @ proje¢oes de V. Verifique
que as seguintes afirmagdes sao equivalentes:

) PoQ=QoP =g

WIm(Ily —P)CIm (Iy — Q) e Im Q C Im P.
3) Sejam F' um corpo de caracteristica # 2 e V um espago vetorial sobre F', de dimensao
finita. Seja ainda T € £(V) satisfazendo T? = Iy. Mostre que:

i) Algum multiplo de T + Iy é projegao de V;

ii) Existe uma base de V em relacdo a qual a matriz A = (a;;) que representa T
satisfaz a;; =0set# jea; =1, ou —1.
4) Sejam V um espago vetorial, v € V e v* € V*.

i) Encontre condig¢bes para que T € L(V) dado por T(u) = v*(u)v seja uma

projecao de V; ‘

i1} Assumindo que T é projecao de V, descreva Im T e Ker T
5) Seja V' um espago vetorial sobre F, de dimensao finita. Se T € L(V), mostre que existe
S € L(V) tal que SoT é projegdo de V. Existe R € L(V) tal que T o R é projecdo de V?
6) Sejam V um espago vetorial sobre F' e P uma projecdo de V. O operador Iy + P é
um isomorfismo?
7) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e P uma proje¢do de V. Mostre que P* é uma
projecao de V*, Im P* = (Ker P)° e Ker P* = (Im P)°.

8) Sejam F' um corpo de caracteristica # 2 e V um espago vetorial sobre F. Mostre que a
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correspondéncia P — 2P -y define uma fungao bijetora entre o conjunto das projegoes
de V e o conjunto {T € L(V) : T* =1Iv}.

9) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo n e Ty,...,7, € L(V) tais que
Iy =T, + ---+T,. Mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1) Ty, ..., T, sao projegoes de V;

i) T,0T; =0, ¢ # 3;

i) p(T3) + - + p(Ta) = .

10) Seja V' um espaco vetorial sobre F. Mostre que:

i) Se P,Q € L(V) sao projecoes de V, entdo Im P = Im @ se, e somente se,
Po@Q=QeQoP=P;

ii) Se P,,...,P, € L(V) sdo projecdes de V satisfazendo Im P, = --- = Im P,,
or,...,on € Feay+--+a, =1, entdo oy P, + - -+ + o, P, € uma projecao de V e
Im (a1 P+ -+ a,P,) = Im Py

ili) A hipétese Im P, = --- =Im P, em ii) é essencial?

11) Sejam V um espago vetorial sobre F' e P e () projegdes de V. Assuma que PoQo P =
Q@ o P. Prove que:

1)) P+Q —~PoQ éumaprojegiode Velm (P+Q —~PoQ)=Im P+1Im Q.

ii) Po @ é uma proje¢iode VeIm Po@Q =Im PNIm Q.

iii) O que pode ser dito de Ker Po @ e Ker (P +Q — Po Q)?

4.2 Subespagos Invariantes

Se V' é um espago vetorial sobre F', T' € um operador linear sobre V e W é um subespaco
ndo-trivial de V' tal que T(W) C W, entao algumas informagdes sobre T podem ser
obtidas, estudando-se a restricio de T a W bem como o operador T : VIW —» V/W
dado por T(v+ W) = T(v) + W, j4 que os espagos W e V/W sdo “menores” do que V.

Definigao 4.2.1 Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L(V). Dizemos que um
subespago W de V € T-invariante (ou invariante sob T') quando T(W) C W.

Observagao 4.2.2 Nas condigoes da defini¢ao anterior, é facil ver que W é T-invariante

se, e somente se, T|w € L(W).
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Exemplos 4.2.3 1) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L(V). Entao {0} e V
sao subespacos T-invariantes de V.

2) Nas condicoes do exemplo 1), se V é soma direta de dois subespagos W) e Wy e P é
uma projegao sobre W, segundo W, entao W, e W, sao P-invariantes. Estes subespagos
também sdo S-invariantes onde S(w; + wg) = wy — w, wy € Wy, w, € Wh.

3) Sejam U o subespago de R® formado por todas as fungdes que sdo infinitamente
diferencidveis e T € L(U) dada por T(f) = f . P,(R) é um subespago T-invariante de
U, bem como os espagos gerados pelas funcoes seno e cosseno e o espago gerado pelas

fungoes exp(z) e exp(—z).

Se na defini¢do anterior o espago V' tem dimensao finita, a T-invaridncia de W admite

uma interpretacao simples por meio de matrizes. Vejamos isso.

Teorema 4.2.4 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensgon e T € L(V). Se V
possui um subespaco W de dimensao m que é T'-invariante entdo existe uma base B de
V tal que
Amxm | A1

0 As

Demonstragao. Basta tomar uma base de W e usar o Teorema 2.3.7 para estendé-la a

uma base de V. A base resultante produz a representacao desejada para T'. ]

Corolario 4.2.5 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e T € L(V).
Se Wi, ..., Wi sao subespacos T-invariantes de VeV = Wy b --- d Wy, entdo eriste
uma base B de V' tal que

Ay 0 0
TE — 0 A, 0
0 0 Az
onde cada matriz A;, j =1,2...,k, tem ordem dim pW;.

Teorema 4.2.6 Sejam V um espago vetorial sobre F e T,S € L(V). Se SoT =To §

entdo Ker S e Im S sao subespacos T-invariantes.
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Demonstragao. Seja v € T(Ker S). Entdo v = T(u) com u € KerS.Se SoT =To S
entdo S(v) = S(T(uw)) = T(S(u)) = T(0) = 0, ou seja, v € Ker S. Logo, T(Ker S) C
Ker S. Seja agora v; € T(Im S). Entao, vy = T(S(«;)), onde u; € V.Se SoT =To S,
entdo v; = S(T(u)) € Im S. Logo T(Im S§) C Im S. O

O préximo resultado serd usado com freqiiéncia nas se¢oes seguintes.

Teorema 4.2.7 Sejam V um espago vetorial sobre ', T € L(V) e W um subespago
T-invariante de V. Entdo eziste um tunico T € L(V/W) tal que Toqw =qw o T

Demonstragao. Consideremos a aplicagio T dada por T(v + W) =T(v) + W, v € V.
Sev,v € Vev+W =v +W entiov—v € W. Como W é T-invariante, T(v) — T(v') =
T(v—v') € W. Logo, T(v)+ W =T (') + W, isto é, T(v + W) =T(v' + W). Portanto,

T estad bem definida. Por outro lado,

T((v+W)+ W +W)) = T((v+0)+W)=Tw+v)+ W = (T)+ T )+ W
= (TW)+W)+T@)+W)=T@w+W)+T{ + W),

esea € F,
T(a(w+W)) =T(av+W) = T(aw) + W = (aT(®)) + W = o(T(v) + W) = oT (v + W).
Logo, T € L(V/W). Ainda,

(Toagw)W)=Tw+W)=T{)+W = qw(T®)) = (gw o T)(v), veV.
Finalmente, suponha que exista S € L(V/W) tal que S o gqw = qw o T. Entdo
S(w+W)=(Soqw)(w) = (gwoT)(v) = gw(T(®)) = T(w) + W =T(w+ W), veV,

ouseja, S =T. 0

4.3 Somas Diretas Invariantes

Se um espago vetorial V' é uma soma direta de subespagos invariantes sob um operador

T € L(V), digamos V = W; @ --- @ W, entdo toda a informagdo sobre T estd contida
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nas restricoes de T' aos subespagos W;. De fato, se v € V entdo v = w; + - -- + wy,, onde
w; € Wy, 7=1,...,n. Logo, T(v) =T(w1) + -+ T(wn) = Tlw, (wr) + - - - + Tw, (wn)-
Esta secao contém alguns resultados sobre somas diretas de subespacos invariantes

sob algum operador.

Definigao 4.3.1 Sejam V' um espago vetorial sobre F' e T € L(V). Dizemos que T ¢
semi-simples se cada subespaco T-invariante de V possur um subespago complementar

T-invariante.

Teorema 4.3.2 Sejam V um espago vetorial sobre F, T € L(V) um operador semi-
simples e W um subespago T-invariante de V. Entdo T|w e a aplicacio T do Teorema

4.2.7 sao semi-simples.

Demonstragao. Escrevamos S := T'|w e seja U um subespago S-invariante de W. Entao
U é um subespaco T-invariante de V. Logo, existe um subespaco T-invariante U de V'
talque V =U@U . Dai, W =U @ (WnNU)e WNU éum subespago S-invariante
de W. Portanto, S é semi-simples. Seja agora W' um complementar T-invariante de
W. Pela parte anterior podemos concluir que T'|,+ é semi-simples. Notemos agora que
T = ¢oT|y o, onde ¢ é a restrigao de qu a W'. Como T, é semi-simples, T também

€. 0

O teorema acima sugere que o seguinte procedimento pode ser aplicado a um operador
T semi-simples sobre um espaco vetorial V' de dimensao finita: se Wj é um subespago T-
invariante nao-trivial de V', podemos encontrar um complementar W de W; que também
¢ T-invariante. Se W; possui um subespago W3 que é T-invariante, podemos entao en-
contrar um subespago W, de W, que é T-invariante, pois T'|w, é semi-simples. O mesmo
procedimento aplica-se a W,. Como V' tem dimensao finita este processo é finito. Ao final,
obtém-se uma decomposicdo V = W; & - - - & W, onde cada W; é T-invariante.

O paragrafo acima motiva a seguinte definigao.

Definicao 4.3.3 Sejam V um espago vetorial sobre F' e £ # {0} um subconjunto de
L(V). Dizemos que V € &-irredutivel se V e {0} sao os unicos subespagos de V que sdio

mvariantes sob cada elemento de €.
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Se £ é uma algebra de operadores, isto é, aT +S € EeT oS € £ quando o € F
e S,T € &, temos que V é E-irredutivel se, e somente se, V = {T(v) : T € £}, para
cada v € V' \ {0}. De fato, notemos inicialmente que o conjunto {T'(v) : T € £} é um
subespago de V, invariante por cada elemento de £. Logo, se V' é £-irredutivel, entao este

subespago tem que ser V. A outra implicagao é imediata.

Teorema 4.3.4 Sejam V um espago vetorial sobre F', S € L(V) e & um subconjunto
de L(V). Assuma que V é E-irredutivel. Se SoT =T oS, T €&, entdo S =0 ou S €

byjetora.

Demonstragao. Suponha que SoT =ToS, Te€ €, equeS#0.5eveVeSw)=0
entdo S(T(v)) = T(S(v)) = 0, T € &. Ainda, T(S(V)) = S(T(V)) c S(V), T € £.
Logo, Ker S e Im S sao invariantes sob cada elemento de £. Como V é E-irredutivel,

Ker S = {0} e Im S = V. Portanto, S é bijetora. O

Teorema 4.3.5 Sejam V um espago vetorial sobre F, T € L(V) e Wy,..., W, sub-
espagos de V' satisfazendo V =W, &-.-®&W,,. Sejam Py, ..., P, as proje¢des de V dadas
pelo Teorema 4.1.7. Valem as sequintes afirmacoes:

i) Se T o P; = P; o T para algum j entao W; é T-invariante;

it) Se W; é T-invariante, j=1,...,n, entdo ToP; = PjoT, j=1,...,n.

Demonstragao. i) Seja v € W;. Como W; = Im P;, Pj(v) = v. Se ToP; = PjoT entao
T(v) = T(P(v)) = (T o P})(v) = (P o T)(v) € Im P, = W;,

ou seja, W; é T-invariante.

ii) Seja v € V. Usando as informagdes do Teorema 4.1.7, temos que
v=1Iy(v) = (Pi+ -+ P) W) = P(v) + - - + Pa(v),

e, dai, T(v) = (ToP)(v)+---+(ToF,)(v). Se W; é T-invariante entdo T'(P;(v)) = P;(u)

para algum u € V e, consequientemente,

(PjoT o P;)(v) = (P; 0 F;)(u) = P;(u)
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Ainda, (P,oT o Pj)(v) = 0, ¢ # j. Concluindo, temos que

(BoT)() = P(ToR)w)+ - +(To P)(w))
= (PjoToP)(w)+ -+ (PjoToP,)(v)
= Pi(u) = T(P;(v)) = (T o Fj)(v)

Em outras palavras, PjoT =T o P;. O

Exercicios 4.3.6 12) Considere o subespago V' de R(®U formado pelas fungdes que sio

continuas. Verifique entao quais dos seguintes subespagos de V' sdo T-invariantes, onde

NMM=AUMﬁ,feV

i) W = {plo : p € P(R)};

i) W = {fljoq) : f é diferencidvel em R};

) W={feV:f(1/2) =0}.
13) Dé exemplo de um espago vetorial V' e um operador linear T € L(V) tais que os
uinicos subespacos T-invariantes de V' sao os triviais.
14) Dé exemplo de um espago vetorial V, T' € L£L(V') e um subespaco T-invariante W tais
que W nao possua complementar T-invariante em V.
15) Sejam V um espago vetorial sobre F', T € L(V) e W < V. Mostre que se W é
T-invariante entao W° é T*-invariante.
16) Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao impar. Mostre que para cada operador
T € L(V) \ {0} existe pelo menos um subespago T-invariante préprio de V.
17) Sejam V um espago vetorial sobre F', T € L(V) e W < V. Mostre que:

i) Se P é uma projecdo de Vtalque Im P=W eTo P = PoT o P, entdo W é
T-invariante;

ii) Se W é T-invariante entdo 7o P = P o T o P para toda projecido P de V cuja
imagem é W;

i) Se P é uma projecao de V, comprove que Im P e Ker P sio T-invariantes se, e
somente se, PoT =T o P.
18) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L(V) \ {0}. Suponha que PoT =T o P

para toda projecao P de V' que possul imagem e nucleo P-invariantes. Mostre que:
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)V =ImTe®KerT,

ii) T é um multiplo de uma projegao de V.
19) Sejam V um espago vetorial sobre /' e W um subespaco nao-trivial de V. Mostre que
existe uma projecao P de V tal que W nao é P-invariante.
20) Sejam V um espago vetorial e T € L£(V) tal que T o P = P o T para toda projecao
P de V. Mostre que 7" ¢ um multiplo de Iy.
21) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T' € L(V'). Prove:

i) Im T tem um complementar T-invariante se, e somente se, Ker T' e Im T sdo
subespacos independentes;

i1) Se Im T e Ker T sao independentes entao Ker T' é o unico subespago comple-

mentar de Im T que é T-invariante.

4.4 Autovalores e Autovetores

Os menores subespacos de um espago vetorial V' sobre F que sao invariantes sob um
operador linear T € L(V') sdo unidimensionais. Eles sdo da forma {av : @ € F} onde

v# 0e T(v) = A\v para algum )\ € F.

Definicao 4.4.1 Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L(V). Um elemento A € F
é chamado autovalor de T se existir um vetor v € V' \ {0} tal que T'(v) = Av. Cada vetor

v que satisfaz esta relagao é chamado de autovetor de T' associado a .

Observagao 4.4.2 1) Nas condigbes acima, costuma-se dizer que A é um autovalor
associado a v.
2) Um autovetor tem exatamente um autovalor associado a ele (prove isso!).

3) Um escalar a é um autovalor de T se, e somente se, Ker (T — aly) # {0}.

Exemplos 4.4.3 1) Sejam V um espago vetorial sobre F, a € F e T € L(V) dado por
T(v) = av,v € V. Se 8 € F\{a}, entdo T(v) = Bv se, e somente se, v = 0. Logo, B nao
é autovalor de T. Por outro lado, a é autovalor de T e qualquer v € V' \ {0} é autovetor
de T associado a a.

2) Sejam V = R? e T € L(V) dado por T(z,y) = (y, —z). A equagdo T(z,y) = a(z,y)

corresponde as equagoes y = az € —z = ay. Resolvendo em y, obtemos (1 + a?)y = 0.
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Logo, y = = = 0. Consequentemente, T' ndo possui autovetores.

3) Sejam V = C?> e T € L(V) dado por T(z,w) = (w,—z). Como acima, a equagao
T(z,w) = a(z,w) corresponde a (1 + a®)w = 0. Segue que a = i é autovalor de T e os
autovetores associados sdo os vetores nao-nulos de [{(1,¢)}}. Da mesma forma, o = —1 é
autovalor de T e os autovetores associados sdo os vetores nao-nulos de [{(1, —%)}].

4) Sejam V um espago vetorial sobre F' e P uma projecdo de V. A equagdo P(v) = av,
a € F, equivale a (@ — a®)v = 0. Segue que @ = 0 e @ = 1 sdo autovalores de P. Todo
vetor ndo-nulo de Ker T é autovetor associado a & = 0. Todo vetor nao-nulo de Im P é
autovetor de P associado a a = 1.

5) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L£(V). Assuma que exista um inteiro
positivo k tal que T* = 0, mas T*~* # 0. Se T'(v) = awv, vemos que T?(v) = T(av) = a?v

k

e, consequentemente, T (v) = a™v, m = 1,2.... Em particular, ¢*v = 0. Segue que

a =0 é autovalor de T.

Teorema 4.4.4 Sejam V um espago vetorial sobre F e T € L(V). As seguintes afir-
magoes sao equivalentes:
i) T possui autovalor (e, conseqientemente, autovetor);

it) V possut um subespago T-invariante de dimensdo 1.

Demonstragao. Se a for um autovalor de 7" e v € V é um autovetor associado a o
entdio W = [{v}] é um subespago de V e dim pW = 1. Se w € T(W) entdo w = T(w'),
w' € W. Pela definicio de W, w' = Bv, 8 € F. Logo,

w=T(w)=T(Bv) = BT (v) = Bav € W.

Portanto, W é T-invariante. Reciprocamente, suponha que U = [{u}] seja um subespago
T-invariante de V. Como u # 0 e T(u) € U, entdo T(u) = Au, A € F. Portanto, \ é

autovalor de T e u é um autovetor associado a . O

Definicao 4.4.5 Sejam V um espago vetorial sobre F, T' € L(V) e o € F. O auto-

espago de T associado a o € o subespaco de V' dado por

V(e,T) :={veV:T(w)=av}=Ker (T — aly).
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O auto-espago generalizado de T' associado a a é o conjunto
Vo T) = U (Ker (T — aly)™.

Exercicio 4.4.6 22) Verifique que de fato V(a,T) é um subespago T-invariante de V.

Vale a mesma conclusdo para Vo, (T)?

Teorema 4.4.7 Sejam V um espaco vetorial sobre F, T € L(V) e A € F. As seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

i) A € um autovalor de T';

i) VOO T) # {0},

iii) VA(T) # {0}

Demonstragao. As duas primeiras afirmagoes sao obviamente equivalentes. A inclusdo
V(A T) C Vi(T) revela que ii) implica iii). Para concluir a prova, suponha que v €
Va(T') \ {0}. Existe um menor indice n tal que v € Ker (T' — Aly)". Segue que (T —
My)""Y(v) € Ker (T — Aly). Pela minimalidade de n, (T — AIy)""}(v) # 0. Portanto,

V(A T) # {0}.

Quando o espago é de dimensao finita, duas novas condicées podem ser acrescentadas

ao teorema anterior.

Teorema 4.4.8 Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita, T € L(V) e
A € F. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) A € um autovalor de T;

it) T — AIy nao é um isomorfismo;

ii1) det (TE — M\I,) = 0, qualquer que seja a base B de V.

Demonstragdo. Se A é autovalor de T, entdo V(A,T) # {0}. Logo, T — Ay nao é
injetora. Por outro lado, se T'— Aly nao é um isomorfismo, o Teorema 3.2.7 revela que
T — My nao é injetora. Portanto, V(\, T) # {0} e A é autovalor de T. Assim i) e ii) s@o
equivalentes. Suponhamos agora que T' — Aly é um isomorfismo. Entao existe S € L(V)

tal que (T — AMly)oS = So (T — My) = Iy. Se B é uma base de V, concluimos
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que I, = (So(T - My))E = SE(T — My)5. Em particular, det (T — Av)E # 0.
Logo, iii) implica ii). Finalmente, suponha que det (T — My)E # 0, para alguma base
B = {v,...,v,} de V. Escrevamos R = T — Aly e denotemos por a;j, 1 <1,7 <n,as

entradas da matriz RE. Temos que

R(v;) = Zaijvi, j=1,...,n.
i=1

Seja v € Ker R. Escrevendo v = aqvy + - -+ + Qn¥p, o4, ..., a, € F, temos que
n n n n n

0= R =3 agR(u) = 3 (Z ) S (E ajaij>
j=1 j=1 i=1 i=1 =1

Como B é base de V, segue que

n
E Oljaij:O, 2:1,...,n
=1

Como det (a;;) #0, a; =0,7=1,...,n, isto é , v = 0. Assim, Ker R = {0}. 0

Lema 4.4.9 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Valem
as sequintes propriedades:

i) Se a é um autovalor deT e S € L(V) satisfaz SoT =T o S entao V(a,T) e
Vo (T) sao subespagos S-invariantes; em particular, ambos sdo T-invariantes;

i) Se o é um autovalor de T, entdo a € o dnico autovalor de T |y (1),

1) Se o € um autovalor de T entdo o ndo é um autovalor de T € L(V/V,(T)),
como definido no Teorema 4.2.7;

w) Se aq, ..., 0n sao os autovalores distintos de T, entdo os espagos V(ay,T), . . .,

V(an, T) sao independentes.

Demonstragao. i) A condigdo SoT = ToS revela que ((T'—aly)*oS) = So(T —aly)*,
k=1,2.... Logo, se v estd no nicleo de (T — aly)* entdo o mesmo vale para S(v).
ii) Seja A um autovalor de T'|y(,r) e suponhamos que v € V(a,T) é um autovetor
associado a ele. Entdo, 0 = (T — aly)(v) = (A — a)v. Como v # 0, segue que \ = .
iii) Suponhamos que & é um autovalor de T' e que T(v + V,(T)) = a(v + V4(T)), para
algum v € V'\ {0}. Entao, pela definigio de T', vemos que (T —aly)(v) € V,(T). Portanto,
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existe um inteiro k tal que
(T — aly)*™ (v) = (T - aly)* (T ~ aly) (v)) = 0
Em particular, v € V,(T), ou seja, v + Vo (T') = V,(T).

iv) Suponhamos que v; + - -+ + v, =0, onde v; € V(0;,T), 1 =1,...,n. Entao

0= H(T —ogly) (v + -+ vp) = H(T—aij)vi = (H(ai — aj)> v, t=1,...,n.

j#i g j#i

Segue que v; = 0,1 =1,...,n. : O

Definigao 4.4.10 Sejam V' um espago vetorial sobre F e T € L(V'). O conjunto de todos

os autovalores de T é denominado o espectro de T'.

Definigao 4.4.11 Sejam V um espaco vetorial sobre F', T € L(V) e a um autovalor de

T. A dimensao de V(a,T) é chamada de multiplicidade geométrica de a.

Definicao 4.4.12 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita n e T €

L(V). O polinémio caracteristico de T' é o polinémio de grau n dado por
pr(A) = det (T§ — \1,,)
onde B € uma base qualquer de V.

Observagio 4.4.13 1) O polindmio caracteristico ndo depende da base B. De fato, se
C ¢ uma outra base de V, entdo existe uma matriz A € M,,,(F) tal que T§ = A"'TEA.

Dali,
det (TG — Al,) = det [(AT'TFA) — AL, =det (AT'TFA — AT'ALA)
= det [A7Y(T§ — AL,) A] =det A" det (TF — M,,) det A
det (T§ — AlL,)

0

2) As raizes do polindmio caracteristico de T sao os autovalores de T (Teorema 4.4.8).

Definicao 4.4.14 Um corpo F' ¢ algebricamente fechado se todo elemento de P(F') pos-

sut pelo menos uma raiz em F'.
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Exemplo 4.4.15 R nao é algebricamente fechado; C é algebricamente fechado.

Teorema 4.4.16 Sejam F' um corpo algebricamente fechado, V um espago vetorial sobre

F, de dimensdo finita e T € L(V'). Entao T possui pelo menos um autovalor.

Teorema 4.4.17 Sejam V' um espago vetorial sobre F e T € L(V). Sejam o, ..., 0op
autovalores distintos de T'. Se vy, ..., v, sao autovetores de T associados a «y,. .., an,,

respectivamente, ento {vy,...,v,} € Li.

Demonstragao. Usaremos indugao sobre n. O caso n = 1 é trivial uma vez que todo
autovetor é nao nulo. Suponhamos entdao que o resultado seja verdadeiro para cada con-
junto de n — 1 autovetores de T'. Sejam vy, ..., v, como no enunciado e suponhamos que

Bivi+--+Bv,=0 B,€ F,i=1,... n Entao

0=T0)=T (Z ,ijj> = ZﬂjT(Uj) = Z/@jaﬂ’j
j=1 j=1 Jj=1

Usando a equagao original, obtemos

Bi(ar — ap)vy + - -+ Bu1(0m—1 — o)1 = 0.

Como {vi,...,un_1} é Li., a hipétese de indu¢do implica que B;j(a; — @,) = 0, j =
l,...,n — 1. Como os autovalores sao distintos, 8; = 0, y = 1,...,n — 1. Voltando &
equacio original mais uma vez, obtemos f,v, = 0. Portanto, 3, = 0. Isto mostra que

{'Ul,...,'Un} éll. O

Definicao 4.4.18 Sejam V um espago vetorial sobre F e T € L(V). Dizemos que T €

diagonalizavel quando V possui uma base formada somente por autovetores de T.

Observacgao 4.4.19 Se na definicdo anterior, o espaco V tem dimensio finita, entao
a matriz de T em relagao a base de autovetores é diagonal e sua diagonal principal é

formada pelos autovalores de T’ (com possivelmente algumas repetigdes).

Corolario 4.4.20 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensaon e T € L(V). Se

T possut n autovalores distintos, entao T' é diagonalizdvel.
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Exemplo 4.4.21 Consideremos o espaco R® usual e 7' € £(V') dada por
T(z,y,z2) = (z — 3y + 32,3z — by + 3z, 6 — 6y + 4z2).

E facil ver que o polinémio caracteristico de T' é pr(\) = (A + 2)2(4 — \). Portanto, T'
possui dois autovalores, A = —2 e A = 4. A equagdo T(z,y,z) = —2(z,y,2z) equivale &

equagao escalar z — y + z = 0. Logo,
V(-2,T)={(z,y,2) e R’ :z —y + 2z =0} = [{(1,1,0),(0,1,1)}].
Similarmente,
V(4,T)={(z,y,2) e R’ : 2z = 2y = 2} = [{(1,1,2)}].

Como C = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,2)} é li, segue que C é base de R®. Ainda, T é

diagonalizavel e

-2 0 0
TE=| 0 -2 0
0 0 4

Consideremos agora S € £L(R?) dada por
S(z,y,2) = (=3 — Ty — 62,z + 5y + 62, —z — y — 2z).

Entdo, ps(\) = (A+2)2(4—A), V(=2,S) = [{(1, -1, )} e V(4,S) = [{(~1,1,0)}]. Como

nio existe uma base de R3 formada por autovetores de S, este nao é diagonalizével.

Definigdo 4.4.22 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, T € L(V)
e o um autovalor de T. A multiplicidade algébrica de «, denotada por mr(c), € a mul-

tiplicidade de o como raiz do polinémio caracteristico pr.

Teorema 4.4.23 Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensdo finitan e T € L(V).

Se o é um autovalor de T entao dimpV (a,T) < mr(a).

Demonstragao. Seja {vi,...,v} uma base de V(a,T). Tome base B de V contendo

esta base de V (o, T). E facil ver que T2 é da forma

Ol[k 0

TE =
B o | D
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onde D € M(n~fc)><(n—k)(F)- Dali,
pr(\) = (o — N)fdet (D — M,_) = (= 1)*(A — a)*det (D — A,_y)

Portanto, k < mr(a). O

Observagao 4.4.24 O exemplo anterior mostra que a desigualdade do teorema acima

pode ser estrita.

Teorema 4.4.25 Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, T € L(V) e
ai, ..., o, 08 autovalores distintos de T. As sequintes afirmagées sao equivalentes:

i) T é diagonalizdvel;

W) V=V(,T)+ -+ V(o T) (a soma é na verdade direta);

w) dimpV = dimpV{(a,T)+ -+ dimpV(an, T);

i) pr(A) = (A — 1) - (A — )%, onde dj = dimpV (e;,T), j =1,...,n.

Demonstracao. Se T ¢ diagonalizavel, entao V possui uma base composta inteiramente
de autovetores de T. Logo, V = V(a;, T)+- - -+V(ayn, T). Portanto, i) implica ii). O Lema
4.4.9-iv) revela que os espagos V(a;,T), j = 1,...,n sao independentes. Logo, a condigao
ii) torna-se de fato V =V (a1, T)® - -- ® V(a,, T') (Exercicios 2.2.23). Em particular, ii)
implica iii). Que iil) implica i) segue do fato dos espagos V(ay,T),..., V(a,, T) serem

independentes. Certamente iv) é equivalente as demais. 0O

Corolario 4.4.26 Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).
O operador T € diagonalizdvel se, e somente se, as seguintes condigoes valem:
i) Todas as raizes de pr pertencem a F;

i1) Se a € autovalor de T entdo dimpV (a,T) = mr(a).

Demonstragao. Se as condigdes i) e ii) valem entdo pr decompde-se como no item iv)
do Teorma 4.4.25. Portanto, T' é diagonalizavel. Reciprocamente, se 7' é diagonalizdvel,
a condi¢do 1) acima vale devido a equivaléncia entre as duas primeiras afirmacoes do
Teorema 4.4.25. Finalmente, se  é um autovalor de 7', o Teorema 4.4.23 revela que
dim ¢V (e, T) < mr(a). A condigdo iii) do teorema anterior, mostra entio que a de-

sigualdade acima é na verdade uma igualdade. O
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Corolario 4.4.27 Sejam F um corpo algebricamente fechado, V um espacgo vetorial so-
bre F, de dimensdo finita e T € L(V). O operador T é diagonalizdvel se, e somente se,

dim gV (a, T) = mp(a) para cada autovalor a de T.

Teorema 4.4.28 (Decomposi¢ao Espectral) Sejam V um espaco vetorial sobre F,
de dimensao finita e T € L(V). As segquintes afirmagées sdo equivalentes:

i) T € diagonalizdvel;

1) T = anPy+ -+ a,P,, onde o, ...,a, sao os autovalores distintos de T e

Py, ..., P, sao projecoes de V satisfazendo ProP;=0,t1# j, ely =P, +---+ P,.

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que ii) vale. Pelo Teorema 4.1.8, sabemos
que V. =Im P, &® --- @ Im P,. Para cada 7, seja B; uma base de Im P;. Vamos mostrar

que U, B; é base de V', composta de autovetores de 7T". Notemos que
ToPj=(mPi+ - +o,P)oPj=aj(PjoP))=qajP;, j=1,...,n
Se v; € B; entao
T(vs) = T(Pj(vy)) = (T o Pj)(v) = a;Pj(vj) = eyvy, j=1,...,n.
Logo, v; é autovetor de T associado a ;. Lema 4.4.9-iv) implica que U?_ B; é base de V.
Portanto, i) vale. Reciprocamente, suponhamos que 7" seja diagonalizdvel. Pelo Corolério
4.4.26, todas as raizes de pr estdo em F. Sejam 3, ..., B, as raizes distintas de py. Pelo
Teorema 4.4.25, temos ainda que V = V(6,,T)® --- & V(Bm, T). Pelo Teorema 4.1.7,
existem projegdes Q,...,Qn de V tais que Iy = Q1 + -+ + Qm, Im Q; = V(5;,T),
j=1....,me Q;o0Q; = 0,7 # j. No restante da prova, vamos verificar que T =
B1Q1 + -+ + BmQ@m- Seja entao v € V. Podemos escrever v = v; + --- + v, onde
Vj S V(ﬁ], T), ] = 1, ..,Mm. LOgO,
T(U) - T(vl) + -+ T(vm) = ,BIUI +--+ :Bmvm = IBIQI(UI) + -+ BQO('Um)-
Por outro lado,

Q;(v) = Qij(v1) +- - +Qj(vm) = Q;(Qi(v1))+- - +Q;(Qm(vm)) = Qj(vs), F=1,...,m.

Assim,

T(U) = IBIQI(UI)+' : '+/BQO(vm) = IBIQI(U)+' : -+ﬁQO(’U) = (B1Q1+ . +BQO)(v)

Isto tudo mostra que ii) vale. O
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Definicao 4.4.29 Uma decomposi¢cao do operador linear T como descrita no Teorema

{.4.28-1) é chamada de decomposigao espectral de 7'

Exercicios 4.4.30 23) Seja V o subespago de R® formado pelas fungées que sao continuas.
Determine os autovalores do operador T € L(V) dado por (Tf)(z) = [ f(t)dt.
24) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Mostre que:

i) Se v é autovetor de T', entdao v é autovetor de T, n > 1,

i1} T é isomorfismo se, e somente se, 0 ndo é autovalor de T

1 ¢ autovalor de

iii) Se T' é isomorfismo, entdao o é autovalor de T se, e s6 se, a~
T

iv) Se todo elemento ndo-nulo de V' é autovetor, entao 7' é um miiltiplo da identi-
dade.
25) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e S,T € L(V) tais que SoT =T o .S. Mostre
que se v é autovetor de T e S(v) # 0, entdo S(v) é autovetor de T.
26) Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita e T € L(V). Prove: se T
tem todos os seus autovalores iguais a zero, existe n > 1 tal que T" = 0.
27) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensio n e T € L(V). Defina o trago de
T como sendo o trago de TE, para alguma base B de V. Mostre que:

1) O trago de T estd bem definido, isto é, sua defini¢do independe da base B;

ii) O trago de T é o coeficiente de A"~} na expressao de pr(\);

iii) Se T' é projecao de V entao seu trago é igual a dim gIm T,

iv) Se F' é algebricamente fechado entao o trago de T é a soma de todos os auto-
valores de T, contando-se as possiveis repetigoes.
28) Sejam V' um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita, T € £L(V') e P uma projegio
de V. Mostre que PoT e T o P tém o mesmo polinémio caracteristico.
29) Sejam V um espago vetorial sobre F', p € P(F), p # constante e T' € L(V). Prove
que:

i) Se a é autovalor de T entdo p(a) é autovalor de p(7T);

ii) Se F' é algebricamente fechado e A é autovalor de p(T') entdo A = p(a) para
algum autovalor o de T

iii) A hipétese sobre F' em ii) é essencial.

30) Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T', S € L(V'). Mostre que:
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i)Se ToS = SoT eV tem uma base formada por autovetores de T' e uma base
formada por autovetores de S entao V tem uma base formada por autovetores de ambos,
TeS.

ii) Se V tem uma base formada por autovetores de ambos T e S, entdo ToS = ToS.
31) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e T € L(V'). Mostre que o
espectro de T coincide com o espectro de T*. Decida se a hipétese “dimensao finita“ é
essencial.
32) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € £(V'). Mostre que se
T é diagonalizavel entao T o T' é diagonalizavel.
33) Sejam V um espago vetorial sobre F' e T, S € L(V). Mostre que se [y — T o S é
um isomorfismo entdo Iyy — S o T também é. Conclua que 7o S e S oT tém os mesmos
autovalores.
34) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V). Prove que:

i) Se F tem caracteristica # 2 e T? = Iy entao T é diagonalizavel;

ii) Se F' é algebricamente fechado e T" = Iy,para algum n positivo e n nao é
divisivel pela caracteristica de F', entao T é diagonalizavel.
35) Sejam T, S € L{C™) com pelo menos um deles sendo um isomorfismo. Mostre que se
T o S é diagonalizdvel entao S o T' é diagonalizavel.
36) Exiba isomorfismos 7" e S sobre um mesmo espaco vetorial tais que T o S nao seja
diagonalizavel.
37) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensdo finita e T, S € L(V). Dada uma
decomposicao espectral T = oy Py + -+ + o, P, de T, prove que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

i) SoT =ToS;

i) SoPj=P;joS, 1<j5<r;

iii) V(a;, T) é S-invariante para 1 < j <.
38) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensio finita e T € L(V). Assuma
que T = oy P, + --- + o, P, seja uma decomposigao espectral de T e que o; # 0 para
todo j. Prove que T' é um isomorfismo e que 7! tem decomposi¢io espectral dada por
Tl =ao{'Pi+--+aP,.

39) Mostre que um operador linear sobre um espaco vetorial de dimensao finita possui
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uma unica decomposigao espectral.
40) Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, W <V e T € L(V) um
isomorfismo. Prove: se W é T-invariante entao W é T~ !-invariante.
41) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimenséo finita, 7' € L(V'} e W um subespaco
T-invariante de V. Prove que pr é o produto do polinémio caracteristico de 7’|y pelo
polinémio caracteristico da aplicagio T definida no Teorema 4.2.7.
42) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita, T € £(V') e W um subespaco
T-invariante de V. Assuma que T é diagonalizavel. Prove que:
1)SeV =V(a;, T)® - &V (an, T)entdo W = (WNV (e, T))D: - - d(WNV(axn,, T));
i1) W possui um complementar T-invariante;
iti) T)w e T sao diagonalizaveis.
43) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensio finita ¢ F uma familia de £(V)
com a seguinte propriedade: se S, T € F entdo SoT =T o S. Se cada elemento de F é
diagonalizavel, prove que existe uma base B de V tal que a matriz de qualquer elemento
de F em relagdo a B é diagonal.
44) Sejam V um espaco vetorial sobre F, de dimensao finita e T € L(V). Se todas as
raizes de py estdo em F', prove que existe uma base de V' em relagao a qual a matriz de T é
tri-diagonal (isto é, todos os elementos abaixo da diagonal principal da matriz sio iguais
a 0).
45) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensio finita e F uma familia de £(V)
com a seguinte propriedade: se S,T € F entdo SoT =T o 5. Se cada elemento de F é
tri-diagonalizivel, como descrito no exercicio anterior, prove que existe uma base B de
V tal que a matriz de qualquer elemento de F em relagao a B € tri-diagonal.
46) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimenséo finita, e T € £(V) um operador
diagonalizavel. Prove que V =Im T @ Ker T.
47) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdao n e T' € L(V) um operador
diagonalizavel. Se pr(A) = A" + ey A"t + - 4+ a1 A + ap, prove que p(T) = max{j :
a; # 0}
48) Sejam F' um corpo algebricamente fechado, V um espago vetorial sobre F', de di-
mensao 2 e T € L(V). Prove que as seguintes afirmacbes sdo equivalentes:

i) T é diagonalizavel;
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i) T é um multiplo de Iy ou 7T possui dois autovalores.
49) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Prove: se A é
um subconjunto l.i. de V formado por autovetores de T' entao existe uma base B de V
composta inteiramente de autovetores de T' que contém A.
50) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e T € L(V).

i) Se o é um autovalor de T', encontre condi¢bes para que « seja o unico autovalor
de Ty, (7).

i) Se ay, ..., a, sao os autovalores distintos de T', é sempre verdade que os espagos

Vo (T), ..., Va,(T') sdo independentes?

4.5 O Polindomio Minimal

Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita. Se 7' € £(V') nao é diagonalizivel,
qual é a representacao matricial mais simples desse operador?
Se pr tem todas as suas raizes em F', mostraremos que é possivel encontrar uma base

B de V tal que TE é “quase”’uma matriz diagonal.

Definigao 4.5.1 Sejam V um espago vetorial sobre F', T € L(V) ep € P(F). Se p(z) =

ag+az+---+anx™, aq; € F,1=0,...,n, entdo
p(T) :=aoly + a1 T+ -+ + a,T"

Observagao 4.5.2 Sejam V um espago vetorial sobre F e T € L(V). Se dimgV =n
entdo existe pelo menos um polinémio p € P(F)\ {0} tal que p(T') = 0. De fato, se T = 0
a afirmacdo é 6bvia. Se T # 0, notemos que o conjunto {Iy,T,...,T™} é 1.d. uma vez

que dim r£(V'} = n®. Logo, existem ay, ..., &, € F', ndo todos nulos, tais que
aoly + T + -+ a2 T™ = 0.

Segue que

p(x) = ap + 1T + - - + @z € P(F)\ {0}

e p(T) =0.
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O resultado a seguir é o famoso Teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 4.5.3 Sejam V' um espaco vetorial sobre F, de dimensao finita e T € L(V).
Entao pr(T) = 0.

Demonstragao. Faremos a prova somente no caso em que F' é algebricamente fechado.
Para uma prova sem essa hipotese adicional, o leitor pode consultar alguns textos mais
completos como por exemplo [12]. A prova serd por indugao sobre n =: dim gV. Obvia-
mente, o resultado vale para espagos vetoriais unidimensionais. Suponhamos entdo que
o resultado valha para espagos vetoriais de dimensao n — 1 e seja V' um espago vetorial

sobre F' de dimensdo n. Fixemos um autovalor o € F de T e consideremos uma base

B := {v;,v2,...,v,} de V, onde v; é autovetor associado ao autovalor . Olhando-se para
TE vemos que pr(A) = (a — A)p1(A) onde pi(A) = det (A — A1), A € Min_1)x(n—1)(F)-
Definamos agora W = [{v,}] e observemos que o conjunto By, = {vy + W,... v, + W}

¢ uma base de V/W. Como W é T-invariante, o Teorema 4.2.7 garante a existéncia de
T € L(V/W) tal que T o qw = qw o T. Obviamente, Tgi = A e, conseqiientemente,
py = p1- Pela hipétese de indugao, p(T) = p1(T) = 0. Dai, 0 = py(T) ogw = qw o p1(T),
revelando que py(7T)(v) € W, v € V. Finalmente, se v € V e p1(T)(v) = Bv1, B € F,

entao

pr(T)(v) = ((alv = T) op1(T)) (v) = (aly — T)(Bv1) = B (av; — T(v1)) = B0 = 0.
Em outras palavras, pr(7T) = 0. O
Definicao 4.5.4 Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensdo finita e T € L(V).

O polindémio minimal de T' é um elemento p € P(F'), ménico (o coeficiente do termo de

mator grau € igual a 1) e de grau minimo que satisfaz p(T) = 0.
Coletamos as propriedades basicas do polindmio minimal na seguinte proposigao.

Proposicao 4.5.5 Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).
1) O polinémio minimal de T existe e € unico;
i) Se p € P(F) satisfaz p(T) = 0, entdo p € divistvel pelo polinémio minimal de T';

4t) As raizes do polinémio caracteristico de T coincidem com as Taizes do polinémio
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minimal de T';
iv) Se a € uma raiz de multiplicedade r do polinémio minimal de T entao Vo(T) =

Ker (T — aly)".

Demonstragao. i) Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que existe um polinémio
p € P(F) tal que p(T) = 0. Logo, existe(m) aquele(s) de grau minimo. Se p; e p,
sdo dois polinémios de grau minimo com p;(T) = 0, 7 = 1,2, entdo podemos escrever
p1 = qp2 + r onde q,r € P(F'), com o grau de r menor do que o grau de p,. Como
7(T) = p1(T) — q(T') o po(T) = 0, concluimos que r = 0. Portanto, p; é divisivel por p,.
O fato do polinémio minimal ser ménico, garante entao sua unicidade.

ii) E similar & prova de i).

iii) Se A é um autovalor de T, T'(v) = Av para algum v € V' \ {0}. Dai, se m é o polinémio
minimal de T, entdao 0 = m(T)(v) = m(A)v. Segue que m(A) = 0. Portanto, toda raiz de
pr é raiz de m. A reciproca segue de ii).

iv) J4 sabemos que Ker (T — aly)" C V,(T). Suponhamos entdo que exista v € V,(T) \
Ker (T — aly)". Existe um menor indice n, n > 7, tal que v € Ker (T — aly)”. Como
a é raiz do polindmio minimal m de T, podemos escrever m(A) = g(A)(A — )", onde
q € P(F)en=dimpV. Como q e (A — @)"" ndo possuem divisores comuns diferentes

de 1, podemos encontrar q;,gs € P(F) tais que
n1(A)g(A) + A)(A — )" = 1.

Logo, se w = (T — aly)"(v), temos que
w = q(T)q(T)(w) + 2(T)(T — adv)" " (w) = q(T)m(T)(v) + q2(T)NT — adv)"(v) =0,
uma contradicao. a
Exemplos 4.5.6 1) Sejam F' um corpo, a € F e V = F™. As aplicacdes Ty,T> € L(V)
dadas por Ty (v) = av,ve Ve

To(on,...,om) = (a0 + 02, ..., 001 + Op,0p), o €F, j=1,...,n

tém o mesmo polindémio caracteristico: (a — A)". Entretanto, o polinémio minimal de T}

éx—aeodeTy é (A—a)™
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Teorema 4.5.7 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).
As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) T € diagonalizdvel;

it) O polinémio minimal de T € da forma (A—ay)---(A—ay,), onde oy, ..., 0p € F

sao dois a dois distintos.

Demonstragao. Sejam m o polinémio minimal de T'. Se T' é diagonalizivel, podemos

usar a decomposicao espectral de T' dada no Teorema 4.4.28, para escrever
m(T) = m(a1) P+ -+ + m(an) P,

onde ay, ..., a, sao os autovalores distintos de T" e P,,... P, sao projecoes de V satis-
fazendo P, o P; = 0, i # j. Como m(T) = 0, segue que m(e;) = 0, 5 = 1,...,n. A
minimalidade de m revela entao que este deve ter a forma descrita em ii). Reciproca-
mente, suponhamos que m seja da forma descrita em ii). Se n = 1 observemos que T ji

é diagonalizdvel. Se n > 1, consideremos os polindmios m; de P(F') dados por

mi(\) = [[(s =) '(A - ), j=1,...,n
i£]

E facil ver que m;(o) =0,1# jemj(aj) =1, j=1,...,n Além disso,

p= plaj)m;, pE PaF)

i=1

Escolhendo p =1 e p = A, obtemos
l=my+-+m, e A=amA)+- - +a,m,()
Definamos agora P; = m;(T), j = 1,...n. Segue que
Iy=P+---+P, ¢ T=o P+ -+ o0,P,

Se 1 # j entdo m;m; é divisivel por m. Logo, P;o P; = 0, i # j. Isto implica que cada P; é
uma projecao de V. Finalmente, a minimalidade de m garante que P; #0, 5 =1,...,n.

Assim, T é diagonalizavel pelo Teorema 4.4.28.
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Exercicios 4.5.8 51) Use o teorema de Cayley-Hamilton para encontrar a inversa do

operador T' € L(R*) cuja matriz em relacio a alguma base é

-4 3 3 -6
3 -1 0 3
3 0 -1 3
6 3 -3 8

52) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Prove que
A € F' é um autovalor de T se, e somente se, A é uma raiz do polindmio minimal de T.
53) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V). Prove:

1) T e T* tem o mesmo polinémio minimal;

ii) T é um isomorfismo se, e somente se, seu polindmio minimal tem o termo
constante diferente de zero;
54) Sejam V um espago vetorial sobre F'. Assuma que V = W; @ W, onde dim oW, = r;
e dim W, = ry. Se P é a projecao de V sobre W, determine o polinémio minimal de P.
Se T' € L(V) é dada por T(w; +w2) = w1 — w2, w; € Wj, j = 1,2, determine o polinémio
minimal de 7.
55) Sejam V um espago vetorial sobre F’, de dimensao finita e T', S € L(V'). Se para algu-
ma base B de V, T8 e SE sao semelhantes, prove que os polindmios minimais de T e S
coincidem. Dé um exemplo para mostrar que a reciproca é falsa.
56) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V). Prove: T é um
multiplo da identidade se, e somente se, o polindémio minimal de T tem grau 1.
57) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Prove que as
seguintes afirmacdes sao equivalentes:

i) Os tnicos subespagos T-invariantes de V sdo os triviais;

ii) pr nao pode ser escrito como um produto de dois polinémios de P(F'), ambos
com grau inferior ao grau de pr.
58) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', ambos de dimensdo finita, T € L(V) e
S e L(W). Prove:

1) Se existir R € L(V, W) sobrejetora e satisfazendo RoT = So R entdo o polinémio
minimal de S divide o polindmio minimal de T'; vale a reciproca?

ii) Se existir R € L(W, V) injetora e satisfazendo Ro S =T o R entdo o polinémio
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minimal de S divide o polinémio minimal de T'; vale a reciproca?
iii) Valem os itens 1) e ii) quando as conclusées referem-se aos polinémios carac-

teristicos dos operadores envolvidos.

4.6 A Forma Canonica de Jordan

Iniciamos esta se¢ao introduzindo os subespagos ciclicos de um espaco vetorial.

Definigao 4.6.1 Sejam V um espago vetorial sobre F', T € L(V) ev € V. O subespago
T-ciclico gerado por v, denotado por Z(v,T), é o menor subespago T-invariante de V

que contém {v}. Um subespago W de V é T-ciclico se W = Z(v,T) para algum v de V.

Teorema 4.6.2 Sejam V um espago vetorial sobre F, T € L(V) e v € V. Entdo:
i) 2(0,T) = [{0, T(), T*(v), .. }] = {p(T)(v) : p € P(F)};
i) v é um autovetor de T se, somente se, dimpZ(v,T) =1;
i) Se dimpV < oo entdo {v,T(v),T%(v),...,T* (v)} € base de Z(v,T), para

algum wnteiro positivo k.

Demonstragao. 1) [{v,T(v),T?(v),...}] é um subespago T-invariante de V que contém
{v}. Logo, Z(v,T) C [{v,T(v),T?*(v),...}]. Como [{v,T(v), T*(v),...,}] é um subcon-
junto de qualquer subespago T-invariante de V' que contém {v}, a outra inclusdo também
vale. A segunda igualdade é 6bvia.

ii) Exercicio

iii) Exercicio. - a

A seguir, formalizamos uma defini¢ao introduzida implicitamente em exercicios

anteriores.

Definicao 4.6.3 Sejam V um espago vetorial sobre F' e T € L(V) \ {0}. Dizemos que
T ¢ nilpotente quando ezxiste um inteiro positivo k tal que T* = 0. O menor k com essa

propriedade é denominado indice (de nilpoténcia) de T

Exercicios 4.6.4 59) Sejam V' um espago vetorial sobre F'e T € L(V). Se u,v € V e
v € Z(u,T) prove que Z(v,T) C Z(u,T).
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60) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e T € L£(V) um operador nilpotente de indice
de nilpoténcia k. Se v € V é tal que T*}(v) #0 e u € V é tal que T*(u) € Z(v,T), para
algum 7 < k, prove que existe w € V tal que w —u € Z(v,T) e T*{w) = 0.

Teorema 4.6.5 Sejam V um espaco vetorial sobre F e T € L(V). Se T € nilpotente de
indice k e T*~Y(v) # 0 para algum v € V entao {v,T(v),...,T*}(v)} € base de Z(v,T).

Demonstracao. Obvia. 0

Observagao 4.6.6 Nas notagoes do teorema anterior, vemos que a matriz de T|z(, 1)

em relagio a base {v, T(v),...,T* 1 (v)} é da forma
(o] o] ] 0o} o)
1 0 0 0
0 1 . 0 0

o o] {10,

Em particular, T'|z(,,7) é nilpotente de indice k — 1.

Teorema 4.6.7 Sejam V # {0} um espago vetorial sobre F, de dimensdo finita e T €

L(V) um operador nilpotente. Entdo existem vetores nao-nulos vy, ..., v, em V tais que
V=2ZuT)&- &Zv,T).

Demonstragao. Por inducao sobre dimzV. Se dimpV =1,V = Z(v,T), qualquer que
seja v € V \ {0}. Assuma entdao que o resultado vale para espagos de dimensao < n e
suponha que dim gV = n. Seja k o indice de nilpoténcia de T e escolha v; € V tal que
T*1(vy) # 0. Defina W = Z(v,,T) e ny = dimpW. Se V = W, nada a demonstrar.
Suponhamos entdo que V # W. O Teorema 4.2.7 garante a existéncia de T € L(V/W)
tal que T o qw = qw o T. Dai,

Tw+W) =T "aw@@) =T “'T@)+ W)= =T*@)+ W =W, veV,

e, conseqilentemente, T é nilpotente, com indice de nilpoténcia < k. Pela hipétese de

indugado, existem vetores vq,...,v, € V tais que
VIW = Z(va+W,T)® - & Z(v, + W, T).
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Escreva n; = dim pZ(v; + W, T), i = 2, ..., 7. Pelo Exercicio 60 acima, existe u; € V tal

que v; —u; € W e T™(u;) = 0. Logo,
VIW = Z(us + W, T)® - ® Z(u, + W,T)
com T™(u;) =0, ¢ = 2,...,r. Afirmamos agora que
V=W&Z(u,T)® - ® Z(u,,T).
De fato, escrevendo-se B; = {u;, T(w;), ..., T" *(u;)}, ¢ = 1,...,r, basta mostrar que
B :={wn,T(n),...,T"(vn)}UBU---UB,

é uma base de V. Se v € V, o fato de v+ W € V/W e a decomposi¢io de V/W em soma
direta descrita acima, permite concluir que v é uma combinacao linear de elementos
de B. Logo, V = [B]. Se uma combina¢do linear de elementos de B é o vetor nulo,
ent3o o correspondente espaco afim gerado por W coincide com W. Dai, inserindo T'
nesta equagao, concluimos que todos os coeficientes da combinacao linear, menos aqueles
correspondentes aos elementos de {vy,T(vy),...,T™ (v;)}, sdo nulos. Assim, obtemos o
vetor nulo como uma combinagao linear de elementos da base de Z(v;,T). Portanto, os

coeficientes restantes sao nulos também. Assim, B é 11i. g

Observagao 4.6.8 Se ordenarmos a soma direta do enunciado do teorema anterior na

ordem crescente da dimensao dos subespagos envolvidos, entdo T é da forma

o | O | 0

0 | Jo,| | O
Tp =

0| 0| .| Jn,

onde n; = dim p Z(v;, T) € Jp, € Mp,xn,(F') é dada por

(o] o ] o] o)

1| o] of o0

Jo=| 0] 1 0] 0
0] 0 1] 0 )
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Exemplo 4.6.9 Seja T € £(R®) dado por
T(aha2>a3)a4»a5) = (CM,Otz + a3z —as5,0,0,0, — 065), oy, ag, 03, g, a5 € R.

A matriz de T em relagao A base canénica de R é da forma

(0001 0
0110 -1
0000 O
0000 O
\ o100 -1

Como T?® = 0 e T? # 0, vemos que T é nilpotente de indice 3. Escolhendo v; =
(0,0,1,0,0), temos que T(v;) = (0,1,0,0,0) e T%(v;) = (0,1,0,0,1). Segue que
{v1,T(v,), T*(v1)} é uma base de Z(v;,T). Escolhendo v, = (0,0,0,1,0), segue que
B = {v1, T(v1), T?(v;),v2, T(v2)} é base de R® e

T(’Ul) = 0’01 =+ 1T(’U1) + 0T2('U1) + 0’U2 + OT(’Uz),

T(T(v1)) = 0v; + 0T (v1) + 1T?(v;) + 0vg + 0T (v3),
T(T?*(vy)) = 0vy + 0T (vy) + 0T ?(v;) + Ovy + 0T (v3),
T(va) = 0vy + 0T (v1) + 0T%(v1) + Ovy + 1T (v,),
T(T(v2)) = 0vy + 0T (vy) + 0T?(v;) + Ovy + 0T (v3).

Assim, V = Z(v,T)® Z(v2,T) e

(0000 0)
10000
TE=101000
00000
\00010)

Lema 4.6.10 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).
Valem as segquintes afirmagoes:
DImT " CImT" ' e KerT" ' C Ker T", n > 1;

i) Existe um inteiro positivo p (minimo) tal que Im TP = Im TP** k> 1;

101



1) Se p é como em 1) entdo p(TP) = p(TP**) e n(TP) = n(TP*F), k > 1;
w) Se p é como em 11) entao V = Im TP & Ker T?;

v) Os subespagos Im TP e Ker TP do item anterior sGo T-invariantes.

Demonstracao. Os itens i), ii), iil) e iv) compdem o Exercicio 3.3.19-52. O item v) fica

como exercicio adicional. O

Teorema 4.6.11 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).
Entao eristem subespagos Wy e Wy de V' tars que:

i)V =W, d Wy,

it) Wy e Wy sao T-invariantes;

i11) T|w, € um operador nilpotente e Ty, é um isomorfismo.

Demonstracao. O lema anterior garante que V = Im T? & Ker TP, para algum inteiro
positivo p. Além disso, Im TP e Ker T? sao T-invariantes. Definamos entao W, = Ker T?,
Wy =Im TP, Ty = T|w, ¢ T> = T'|w,. Devido ao Lema 4.6.10-1), vemos que T € L(W,).
Por outro lado, se wy € Wy = Im T? = Im TP*!, entdo wy, = TPt (u), u € V. Dali,
we = T(TP(u)), onde T?(u) € Im TP. Segue que wy € Im T> e, conseqiientemente, T, é
sobrejetora. Pelo Teorema 3.2.7, T5 é um isomorfismo de W,. Finalmente, se w; € W,

entao T?(w,) = 0, ou seja, 77 (w;) = 0. Portanto, T} é nilpotente de indice < p. a

Teorema 4.6.12 (Forma Canédnica de Jordan) Seja V' um espago vetorial sobre F,
de dimensdo finita e T € L(V). Assuma que pr decomponha-se em um produto de
polinémios lineares de P(F) e sejam oy, ...,a, as raizes distintas de pr. Entdo exis-
tem subespacos T-invartantes Wy, ..., W, de V tais que

PV =W&-- oW,

i) dimpW; = mp(a;), 5=1,...,p;

1) Tlw, = ajlw, + N;, onde cada N; € L(W;) € nilpotente.

Demonstragao. Definamos T} = T'—on Iy. O teorema anterior garante que V = W @V,
onde W, e V; sao subespacos Ti-invariantes de V', Ti|w, € £L(W;) é nilpotente e Ti|y, €

L(V}) é um isomorfismo. Entao W, e V; sdo T-invariantes. Além disso,
Tlw, = (Ty + only) lw, = Tilw, + ealw,
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tem a forma pedida em 1ii). Vejamos agora que dim W) = mr(a;). Para isso, conside-
remos uma, base B de V na forma B = B; U By, onde B; é uma base de W; e B, é uma

base de V;. Entao TF é da forma

onde A, é a matriz de T'|y, em relacdo a base B; e Ay é a matriz de T|y, em relagio a

base B,. Consequentemente, pr é da forma
pr(A) = det (T,lg3 — /\Iv) = det (A; — Mw,)det (A — Aly,) .

Como Ty, € inversivel e a matriz de T} |y, em relagio & base B, é A, — a, Iy, , concluimos
que det(Ay—a;Iv;) # 0 e portanto A —a; nio divide det(As — oy Iy, ). Logo, (A —a; )mr(e)
divide det(A4; — Alw,), uma vez que 0 = pr(a;) = det(A; — oy Iw, ) det(As — oy 1y,). Segue
que

mr(a;) < grau de det(A; — Ay, ) = dim pW;.

Por outro lado, T1|w, é nilpotente, e como T'|w, = Ti|w, + ailw,, segue que pry,, (A) =
det(A; — Mw,) = (an — A)dM #¥: ¢ consegiientemente, mp () > dim W;. Aplicando o
mesmo procedimento ao operador T'|y,, podemos encontrar dois subespagos T, = (Ty, —
azly, )-invariantes W5 e V; tais que Vi = W, @ V5. Este processo sendo finito, produz uma
decomposi¢ao da forma

V=W& oW, &V,

Como

dim FV = dim le + -+ dlmFW -1+ dim FV;;—I

= mp(a)+ - +mr(ap-1) + mr(ay)

segue que dim pV,_; = mg(ap). Mas V,.y = W, ® V,, onde dim pW,, = mr(a,). Logo
v, = {0}. 0

Observagao 4.6.13 Nas condicoes do teorema anterior, e levando-se em conta a
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Observagao 4.6.8, podemos concluir que existe uma base B de V tal que

ng 0 My - 0
0o 0| | M

onde M; € My (aj)xmr(e;), J = 1,-..,p. Na verdade cada M; é da forma

’]71(aj) 0 0
Mj _ 0 sz‘(aj) L 0
0 0 er(a]')

onde J; (o;) = a;jJy,,, para algum n,.
No exemplo a seguir, explicitamos a representagao mencionada na observagao anterior.

Exemplo 4.6.14 Sejam V = R® e T € £L(V) o operador cuja matriz em relagao a base

canénica B de R® seja
(5 -1 1 1 0 0 )

1 3 -1 -1 0 0
0 0 4 0 1 1
0 0 0 4 -1 —1
o0 0 0 3 1

\o o 0 0 1 3)

O polindmio caracteristico de T’ é pr()\) = (A — 4)5(A — 2). E facil ver que

(0000 0 0 )
0000 0 0
-anyg=| 0000 00
0000 0 0
0000 —4 4
0000 4 —4)
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Segue que Ker (T — 4Iy)* = Ker (T —4Iy)3, k =4,5,.. .. Ainda,

Wl = Ker (T—— 41‘/)3 = {(611---),86) : 55 :,Bﬁ}

e (T — 41v)|w, é nilpotente de indice 3. Existe entao v € W tal que (T — 4Iy)* # 0.

Escolhamos v = (0,0, 1,0,0,0) e notemos que
(T — 4Iy)(v) = (1,-1,0,0,0,0) e (T —4Iy)*(v)=(2,2,0,0,0,0).

Como dim pW; = 5, vamos completar o conjunto {v, (T'— 41y )(v), (T — 4Iy)*(v)} a uma
base de W,. Para tanto vamos escolher w = (0,0,0,0,1,1). Com isso, (T — 4Iy)(w) =
(0,0,2,-2,0,0) e {v, (T — 4Iy)(v), (T — 4Iv)*(v),w, (T — 4Iy)(w)} é uma base de W;.

Finalmente, se u é um autovetor qualquer de T associado a A = 2, temos que

C = {v, (T — 4Iy)(v), (T — 41y )*(v), w, (T — 4Iy)(w), u}

é basede V e
(40000 0)
140000
014000
TE =
00040
000140
\000002}

Exercicios 4.6.15 61) Sejam V' um espago vetorial sobre Fe T € L(V).SeV = Z(v,T?)
para algum v € V entdo V = Z(w,T) para algum w € V. Vale a reciproca?
62) Sejam F um corpo e T € L(F?). Prove:

i) Se v € F?\ {0} nao é autovetor de T entdo F?> = Z(v,T);

i1) Se T ndo é um muiiltiplo de Ipz entdo F? = Z(v,T) para algum v € F2.
63) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V'). Prove que as
seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1) V=2Z(v,T) para algum v € V;

i) T tem exatamente dim rV autovalores distintos.
64) Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita, T € L(V) um operador

nilpotente de indice k e v € V' \ {0}. Prove:
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i) dim pT™(Z(v,T)) =k —m, m <k;

1) Se V tem duas decomposi¢coes V = V@ --- @V, = W, & --- & W, onde
Vi=2(v;,T),1 <3 <r,W;=2(w;,T),1<i<s,dimgV; =n;edimgW; = m;, entao
r=sen; =m; paral <3 <.

65) Existe um operador nilpotente de indice 3 sobre um espago vetorial de dimensao 27
66) Sejam V um espaco vetorial sobre F, de dimensio finita e T € L£(V') nilpotente de
indice k. Mostre que n(T7+) + n(T77 1) < 2n(T7),1 < j <k —1.

67) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao 3, T, S € L(V') operadores nilpo-
tentes e B uma base de V. Mostre que T e SE sdao semelhantes se, e somente se, T e S
tém o mesmo indice de nilpoténcia. Isto vale se dim V = 47

68) Sejam V um espago vetorial sobre C, de dimensao finita e T € L(V). Mostre que T
nao ¢ diagonalizavel se, e somente se, existirem um autovalor a de 7' e v € V tais que
(T - aly)*(v) =0 # (T — aly)(v).

69) Encontre a forma de Jordan dos seguintes operadores T' € L(R®) representados por

cada uma das seguintes matrizes:

(21 1 1 0) (5 -1 -3 2 —5 )
02 0 0 0 0 2 0 0 0
A=|o0 0 2 1 0 B=|10 1 1 -2
0 0 0 1 1 0 -1 0 3 1
\0—1—1—10) \1 -1 -1 1 1

70) Sejam F' um corpo algebricamente fechado, V' um espago vetorial sobre F, de di-
mensio finita e T € L£(V'). Mostre que para qualquer base B de V, TS e sua transposta
sao matrizes semelhantes.
71) Sejam F um corpo e T, S € L(F™). Verifique quais das seguintes condigbes sao sufi-
cientes para que 7o S e S o T tenham a mesma forma de Jordan.

1) T e S sdo isomorfismos;

ii) T é isomorfismo, mas S nao é.
No(s) caso(s) afirmativos verifique se a condigao é necessaria.
72) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita e T' € L(V). Se p(T) = 1,
prove que T' é diagonalizdvel ou T é nilpotente. T' pode ser simultaneamente diagonalizavel

e nilpotente?
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73) Seja V um espago vetorial sobre F, T € L(V) e p € P(F). Assuma que p = p, ... s,
onde {p1,...,px} é um subconjunto relativamente primo de P(F') (isto significa que 1 é
o polindmio de P(F') de maior grau que divide cada p;).

1) Prove que Ker p(T) = Ker ;3 (T) @ - - - @ Ker pi(7T);

it) Se p = pr, o que diz a conclusdo do item i)?
74) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita n e T € L(V'). Denotemos
por ay, ..., a os autovalores distintos de 7' em F'. Prove que as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

DV =V (T)+ -+ Vo (T),

ii) Existe uma base B de V tal que T tem a forma descrita na Observacio 4.6.13;

iii) Existe uma base C de V tal que T é triangular superior;

iv) Se Wi, ..., W, _, sdo subespagos de V, dois a dois distintos e satisfazendo W, C
Wy C --- C W,y entao W, é T-invariante, j=1,...,n—1;

v) T tem exatamente n autovalores (contando-se as repeticoes);

vi) pr escreve-se como um produto de polindémios lineares de P(F).
75) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finitan e T € L(V). Assuma que
T possui exatamente n autovalores em F (contando-se multiplicidades). Prove que:

1) (Decomposicdo Aditiva de Jordan) Existem D, N € L(V) (tinicos) tais que T' =
D + N, D é diagonalizavel, N é nilpotente e Do N = N o D;

i) (Decomposi¢ao Multiplicativa de Jordan) Existem D, N € L£(V) (tinicos) tais
que T = Do N, D é diagonalizavel, N — I, é nilpotente e Do N = No D.
76) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L(V).

i) Prove que se T ¢ nilpotente entdo o trago de 7%, k = 1,2, ..., é zero.

ii) Prove que se F' tem caracteristica 0 e o traco de T* é zero, k = 1,2, ..., entdo T
é nilpotente.

77) Calcule A'® (produto de A por ela mesma 100 vezes) nos seguintes casos:

1 1 01 4 0 -2 0 20 0 O

0 200 04 0 O 4 6 -7 1
A= A= A=

-11 21 00 2 O 4 4 -5 -1

-1 10 3 10 0 2 3 3 -3 -1

78) Sejam V um espago vetorial sobre F, de dimensao finitan e T € £(V). Assuma que
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T possui n autovalores em F (contando multiplicidades) e que T**! = T, para algum
inteiro positivo k. Prove que T' ¢ diagonalizavel.
79) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensio n e T € L(V). Prove que T — Iy
é nilpotente se, e somente se, 1 é um autovalor de multiplicidade n de T'.
80) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo n e T € L(V). Suponha que
existam S € L£(V) inversivel e um inteiro positivo k tal que 7% = S o T o S~1. Prove que
T — Iy é nilpotente.
81) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e T € L£(V). Assuma que
T = D + N seja a decomposicao aditiva de Jordan de T'. Prove:
i) B € L(V) satisfaz BoT = ToB se, e somente se, DoB = BoD e NoB = BoN;
ii) Se p € P(F) e p(T) = D; + N; é a decomposicao aditiva de Jordan de p(T),
entdo Dy = p(D).
82) Dé exemplo de um espago vetorial V', uma base B de V e T,S € L(V) tais que

p(T) = p(S) e pr = ps, mas TE e SE ndo sdo semelhantes.
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Capitulo 5
Espacos com Produto Interno

Nos capitulos anteriores, introduzimos a nogdo de espaco vetorial e estudamos pro-
priedades “afins” referentes a eles. Neste capitulo, estudaremos as propriedades “métricas”
de um espaco vetorial. A motivagdo para tal estudo reside nos espacos usuais R™ e C".
Neste capitulo, vamos assumir que o corpo de escalares dos espagos vetoriais envolvidos

é sempre R ou C.

5.1 Produto Interno

Sejam {u, v} um subconjunto l.i. do espago R? usual e 6 o angulo entre os vetores u e v.

O produto escalar de u por v é dado por u-v = ||u|| ||v|| cos 8. Se B é a base canénica
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de R®, up = (z1,91,21) € vp = (T2, Y2, 22) entdo
UV =T1T2 + Y1Y2 + 2122.

Esta 1déia de produto escalar é generalizada no seguinte conceito.

Definigao 5.1.1 Seja V um espago vetorial sobre F'. Um produto interno sobre V' € uma

fungdo (v1,v2) € V2 — (v1,v2) € F que satisfaz:
PI1. (vy + va,v3) = (v1,v3) + (v2,v3), v; €V, =123
PI2. {(avy,v;) = a{vy,v2), a €F, v,v, €V,
PIS. (vy,v3) = (v, v1), w1, v3 € V;
PI{. (v,v) >0, veV, v#0.

Observacao 5.1.2 Quando F' = R, a conjugacao no item PI3 é supérflua. Se F = C, a

conjugagao faz-se necessiria uma vez que, se (v, v2) = (v3,v1), v1,v2 € V, entdo
0 < (iv,w) =ii(v,v) = —(v,v) <0, wveV\{0},

uma contradigao.

As condigoes PI1, PI2 e PI3 implicam que

(vi,avy +wv3) = (avy +vs,vp)

= (awvy,v1) + (v3,vq)

= a<v27vl> + <'U3,'U1>

= (v, va) + (v,v3), a€F, wv,v,vzEV.
Exemplos 5.1.3 1) No espago F" usual,
<(a’1)'"yan))(bl)"‘)bn)> = a’lb—1+”'+anE

¢ denominado o produto interno usual.
2) A expressdo
(A, B) :=trago (B*A), A,B € Mpun(F)

define um produto interno em M, x.(F). Aqui, B* denota a matriz adjunta de B.

3) Seja C([0,1], F) o subespago de FI®! formado pelas fungdes que sdo continuas. A

expressao

(fr) = / F(Og@dt,  f.g € C((0,1], F)
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define um produto interno em C([0, 1], F).
4) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F, (-,-),,, um produto interno sobre W e T €

L(V, W) injetora. Entao a aplicagdo (-,-),, : V x V — F dada por

<U1,U2>v = <T(U1)7T(Uz)>w) v, €V

é um produto interno sobre V.

5) Consideremos o espago vetorial e o produto interno do exemplo 3 e seja T €
L{(C([0,1], F)) dada por T(f)(z) = zf(z), z € [0,1], f € C([0,1],F). Como T ¢ in-
jetora, o exemplo anterior implica que

(s Deoar = /0 L ()E g (Ddt = / 2FOg@Ddt,  fg€ C(0,1], F)

0
é um produto interno em C([0, 1}, F).

Definicao 5.1.4 Um espaco com produto interno € um espacgo vetorial munido de um

produto interno. Um espago com produto interno € euclidiano, quando F' = R e, unitario,
quando F = C.

Definicdo 5.1.5 Seja V um espago com produto interno {-,-). A norma de um vetor v
de V, denotada por ||v||, é o nimero real positivo (v, v)"/*. Um vetor v € V ¢ unitério

quando ||v|| = 1.
Coletamos algumas propriedades de norma no seguinte teorema.

Teorema 5.1.6 Seja V um espago com produto interno {-,-). Valem as propriedades:
i) llvr £ val|?2 = ||nl|? £ 2Re (v1, v2) + [|v2l|?, vi,v2 € V;
) (v1 + vz, v1 — va2) = ||v1]]2 — 2¢Im (v, va) — ||va]|?, v1,v2 € V;
1) (Identidade do paralelogramo) ||vy +val|® + |Jvr — val|? = 2||v1||? +2||v2||?, v1,v2 €
V.
w) (Identidade de polarizagdo) ||vy +val|? — llvs — w22 +i(J|v1 +ive]|? — |Ju1 — iv2||?) =
4(vq,v2), V1,02 € V.
Demonstragao. i) Exercicio;
ii) Exercicio;
iii) & conseqiiéncia de i);

iv) Lembrando que Im (v, v2) = Re (—i(v1,v2)) = Re (v, ivs), iv) segue de i). a

111



Observagao 5.1.7 O leitor deve ratificar que as propriedades acima tornam-se mais

simples no caso em que o espaco é euclidiano.
O proéximo resultado apresenta algumas identidades adicionais.

Teorema 5.1.8 Seja V' um espago com produto interno. Valem as sequintes propriedades:
i) |lv]| = 0 se, e somente se, v =0,
i) [lavl| = |al|lv|l, c € F,veV;
i) (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) [(vy, v2)| < v ||v2|], vi,v2 € V;
w) (Desigualdade triangular) |jvy + va]| < |Joaf] + Yvzll, vi,v2 € V.

Demonstracao. i) Exercicio;
it) Exercicio;

iii) Se v; = 0 ou v, = 0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz segue de i) e de PI2.

Suponhamos que v; # 0 e vy # 0. Seja t = ||va]|72(vy, v2) e definamos vz = v; — tv,.
Ui U3
tvy Us
Entao
lusll? = (w1 — tvg, v — tvg)

= <'l)1,1_11> — t—<’l)1,’l)2> — t('UQ,'U1> + tt—<'U2,’U2>

{v1,v2) {v1, v2) (vi,v2) ——
“111”2 - (v1,v2) — (v, v1) + (1, v2)
o2 * vl flozlf2 *
|<'U1:U2>12
=l - 20T
[|v2]|2

Como ||vz|| > 0, temos que |[11]|? > ||va||72|(v1, v2)|?. A desigualdade de Cauchy-Schwarz

segue.

iv) A desigualdade triangular é conseqiiéncia da desigualdade

[lvr + U2||2 = (v1 +v2,v1 + v2)

= (1}1, ’U1>+<’U1, ’U2>+<’U2, 'U1>+<’U2, ’Uz)
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I

v ll? + (v1, va) + (v1,v2) + |Jva)?

loll* + lloa]l* + 2 Re (v, v2)

Il

< loll? + Jlwall® + 2 Ky, v2)
< ) 4 llvall® + 2 o] o2l

(Hloall + el )7,

Il

mediante extragao de raiz quadrada de ambos os membros. O

O resultado a seguir, complementa a Observagao 3.4.4 e o Teorema 3.4.5. »

Teorema 5.1.9 Seja V' um espago vetorial sobre F', com produto interno (-,-). Valem
as sequintes pfoprz’edades:
i) SeweV,T,:V — F dada por T,,(v) = (v,w), v € V, é um elemento de V*;
it) A aplicagao ¢ : V — V* dada por o(w) =T,, w € V, € injetora;
11) Se dimpV < 0o entdo ¢ ¢é bijetora;

w) Se V é um espago euclidiano e dim gV < oo entdo ¢ é um isomorfismo.
Demonstragao. i) Segue das igualdades

Tw(v1 + v2) = (v1 + v, w) = (vy, w)+{va, w) = Tyy(v1) + T(v2), v1,v2 €V

Tw(av) = (av,w) = a(v,w) =aT,(v), veV, a€F
ii) Sejam wy, we € V tais que p(w;) = p(w2). Entdo, Ty, = Tu,, ou seja, Ty, (v) = Ty, (v),
v € V. Logo, (v, w1) = (v,wsy), v € V, isto é, (v,w; — wy) = 0, v € V. Em particular,
no caso em que v = w; — wz, obtemos ||w; — wyf|* = (wy — we, wy — wz) = 0, ou seja,
wy; — wy = 0. Portanto, ¢ é injetora.
iii) Assuma que dim V' < co e seja B = {w, ..., w,} uma base de V. A Observacio 3.4.4
revela que dim pV = dim gV*. Para concluirmos a prova, vamos mostrar inicialmente que

{p(w1), ..., p(ws)} é Li. Suponhamos que
arp(wr) + -+ opp(wp) =0, o; €F, j=1,...,n
Segue que a1 Ty, + - - + oy Ty, = 0 e, conseqiientemente,
a1 Ty, (v) +---+a, T, (v)=0, veV
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Dai,
<v7a—1wl+"'+a—r:wn>:01 'UEV,

e, por conseguinte, aqw; + -+ + &,w, = 0. Como B é basede V,a; =0,5 =1,... n,

ou seja, a; = 0, 3 = 1,...,n. Portanto, dim pIm ¢ > n. A seguir, vamos verificar que
) J J g q

Im ¢ < V*. De fato, se Ty,,, T, € Im ¢ entao
(T, + T, ) (V) = Ty (V) + T, (v) = (v, w1)+(v, wa) = (v, w1 +w) = (T, 4w,)(V), vVEYV,
ou seja, Ty, + Ty, = Ty 4w, € Im p. Ainda,

(aTy,)(v) = aTy, (v) = alv,wy) = (v, awy) = Taw, (v), v EYV,

isto é, aTy, = Taw, € Im . Portanto, dim pIm ¢ < n = dim gV*, ou seja, dimIm ¢ =
dim V*. Assim, Im ¢ = V* e, portanto, ¢ ¢é bijetora.

iv) No caso em que F = R, p é linear. Portanto, ¢ é um isomorfismo. O

Corolario 5.1.10 (Teorema da Representacao de Riesz) Sejam V um espago ve-
torial sobre F, de dimensao finita, com produto interno {-,-) e T € V*. Entdao eziste um

inico w € V tal que T(v) = (v,w), v € V.

Observagao 5.1.11 Nas condigdes do Teorema 5.1.9-ii1), a expressao [Ty, Ty] := (v, w),

v,w € V, é um produto interno sobre V*, quando F' = R.

Exemplos 5.1.12 1) Seja T € (R®)* dada por T'(z,y,2z) = 2z +y + 2. Se B é a base
usual de R® entdao T = T, onde wg = (2,1,1).

2) Sejam V' = P(C), munido do produto interno

wa)= [ p(@)i@)dr, paeV,

e T € V* dada por T(p) = p(3), p € V. Como P(C) nao tem dimensao finita, nio
podemos garantir a existéncia de ¢ € P(C) com T = T,. Suponhamos que exista um tal

q. Escolhendo p € V' \ {0} tal que p(3) =0 e p(z) # 0, z € {0, 1], temos

T(ppq) = (pP9)(3) = p(3)P(3)q(3) = 0.
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Por outro lado,
1 L 1
T(v50) = T,(p50) = | P @a(e)ale)ds = [ Ip(o)Plae)Pde
0 0
Dai, |p(z)|%|q(z)|? = 0, = € [0,1], ou seja, p(z)g(z) = 0, = € [0,1]. Portanto, ¢ = 0 e,

consequentemente, 7' = T, = 0, uma contradigao.
Exercicios 5.1.13 1) Encontre condicoes sobre a,b,¢,d € C de modo que a expressio
((z1, 22), (w1, w2)) = azyWy + bzoWy + c2,W3 + dztWy

defina um produto interno em C2.

2) Mostre que a expressao

(f,9) = F(0)g(0) + / F(6)g (1)t

define um produto interno no subespaco de RI®! formado pelas funcdes que sio diferen-
ciaveis.
3) Seja V o subespago de FR formado pelas fungdes que sao continuas e W o subespago

formado por aquelas que s3o polinomiais. Se a < b, verifique que a expressio

b
(f9) = / f (gt

define um produto interno em W, mas nao em V.
4) Sejam V e W espagos vetoriais sobre F, com produtos internos (-,-)y e (-,*)y,

respectivamente. Mostre que a expressao
(v, w1), (v2, w2)) = (v1,v2)y + (W1, W2)yy, V1,02 €V, wy,w €W

define um produto interno em V x W.

5) Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno {-,-) ¢ T € £(V). Encontre
condigdes sobre T' de modo que a expressao (vy,va] = (T'(v;), v2), v1,v2 € V, defina um
produto interno sobre V. Idem para a expressao [v1,v2] = (T'(v1), T(v2)), v1,v2 € V.

6) Sejam V um espago com produto interno e u,v € V. Prove que |(u, v)| = ||u]|||v]| se,
e somente se, {u,v} é 1.d.

7) Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz para mostrar o seguinte resultado: se {a,} é
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uma sequéncia de nimeros reais , ¢, > 0e > > a, < 0o entdo Yy oo \/a/n < co.
8) Sejam V um espago vetorial sobre C e J: V' — V uma conjugagao sobre V, ou seja,
Ju+v)=Ju)+ JW),u,v eV, J(au) =aJ(u), a € C,u € V e J? = Iy. Prove que:

) W:={veV:Jv)=uv} com as operagdes de V' é um espago vetorial sobre R;

ii) Se u € V, existem wy, w, € W tais que u = wy + two;

iii) A representacao do item ii) é tnica.
9) Sejam V um espago vetorial sobre C e W C V satisfazendo:

a) W, com as operagdes de V, é um espago vetorial sobre R,

b) Se v € V, existe um tnico par de vetores wy, ws € W tais que v = wy + twy.
Mostre que:

i) A equagao J(v) = J(wy + twy) = wy — tws,, wy, w, € W, define uma conjugacao
sobre V;

i) J(v) = v se, e somente se, v € W;

iii) J é a unica conjugagdo sobre V' com a propriedade descrita em ii).
10) Determine todas as conjugagdes sobre os espagos usuais C e C2.
11) Sejam V um espago vetorial sobre C, J uma conjugagio sobre V, W := {v € V :
J(v) = v} e (-,-), um produto interno sobre W. Prove:

1) Existe um tunico produto interno (-,-) sobre V' que satisfaz (wy, wz) = (wy, w2),,
wy, wy € W,

ii) Se (-,-) é como em i), (J(u), J(v)) = (v,u), u,v € V;

iii) Interprete i) quando V =C" e W = R".

12) Sejam V um espago Euclideano e u,v,w € V. Prove a desigualdade de Ptolomeu:
llu — viifwll < llv = wlillu]l + fw - ul o]

Quando vale a igualdade na relagao acima?

13) Sejam V um espago euclidiano. Mostre que se u,v € V' \ {0} entdo existe um tinico
numero § € [0, 7] tal que (u,v) = ||u|| ||v|| cos 6. Este niimero 8 é chamado de dngulo entre
uev.

14) Seja V o espago com produto interno da Observagao 5.1.3—3) com F' = R. Determine

o angulo entre f(t) =t + e’ e g(t) = t* — cost.
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5.2 Ortogonalidade

Na se¢ao anterior, introduzimos a nogao de norma de um vetor, uma extensao natural do
conceito de médulo de um numero real ou complexo. A seguir, vamos estender a nogao

de angulo.

Definigao 5.2.1 Seja V um espago com produto interno {-,-). Dois elementos v; e v
de V sao ortogonais quando (vy,v2) = 0. Um subconjunto nao-vazio A de V' ¢é ortogonal
quando quaisquer dois vetores distintos de A sao ortogonais. O complemento ortogonal
de A € o conjunto

At ={veV:(vw)=0, we A}.

Exemplos 5.2.2 1) Consideremos o espago R® com produto interno usual e seja B a
base usual deste espago. Os vetores u e v dados por ug = (1,1,2) e vg = (0, -2, 1) sao
ortogonais. Se A é um plano passando pela origem entdo A’ é uma reta perpendicular a
A passando pela origem.

2) Seja F' um corpo e consideremos o subespaco V de F'*°, formado por todas as sequéncias

que sdo limitadas. A expressao

u;v;
(u,’u)zz ;2], u = (uy,us,...), v=(v,vq...),

o —_—

J=1
define um produto interno em V. Se U é o subespaco de V formado pelas sequéncias de
V que possuem somente um ntmero finito de termos nao-nulos entdo U+ = {0}.

3) Em um espag¢o V com produto interno, dois vetores u e w sdo ortogonais se, e somente

se, u € Ker Tp,.
Aqui estdo algumas propriedades do complemento ortogonal de um conjunto.

Teorema 5.2.3 Sejam V um espago com produto interno (-,-) e A e B subconjuntos de
V. Valem as propriedades:

i) A* é um subespaco de V;

i) Se A C B entdo B+ C A*;

i1i) Se A e B sdo subespagos de V entdo (A+ B)t = At N B*;

w) AN At ={0}, AC [A] C (A1)t := AL e (A+L)E = AL = (AH)LHL,
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Demonstragao. 1) Exercicio.

i) Se um elemento de V' é ortogonal a todos os elementos de B e A C B, entao esse
elemento é ortogonal a todos os elementos de A.

iii) Como A, B C A+ B, a parte i1) revela que (A+ B)! C At, B! e, conseqiientemente,
(A+ B)t c At n B*. A outra inclusio é imediata.

iv) Se u € AN At entdo u é ortogonal a si mesmo. Logo, |jul] = (u, u)/?
An At = {0}. As inclusdes A C A1t e A+ C (A1L)L sdo triviais. Além disso, por ii),
(AtH)+ C A+, ou seja, (A+1)t = AL, A igualdade restante fica a cargo do leitor. 0

= 0. Portanto,

Teorema 5.2.4 Sejam V um espago vetorial com produto interno (-,-) e W um subespago
de V. Valem as seguintes propriedades:

i)V =WaeWH se, e somente se, existe T € L(V) tal que ImT =W, Ker T = W+
eT|lw = Iw;

ii) Se dim pW < oo entdgo V=W @ W;

i) Se V=W @ W entio W = Wit

Demonstragao. i) Uma implicagdo é conseqiiéncia da Observagdo 4.1.5. Reciproca-
mente, se existir uma 7' como indicado, temos a decomposigao v = T(v) + (v — T(v)),
veEV,onde T(wv) €eImT =W eT(v—T(v)) =T —T(Tw) =T(v) - T(v) =0.
Logo, V =Im T + Ker T'= W + W+. Pelo Teorema 5.2.3-iv), a soma é direta.

ii) Basta mostrar que V = W + W<. Seja v € V e consideremos a restrigio S de T,
a W. Como dimgW < o0, o Teorema 5.1.9 garante a existéncia de w € W tal que
S(u) = Tw(u), u € W, isto é, (u,v) = (u,w), u € W. Segue que, v — w € W. Portanto,
v=w+(v—w),ondew e Wev—weW

iii) Exercicio. |

Definigao 5.2.5 Qualquer aplicagcio T como descrito no item i) acima € denominada
projecdo ortogonal de V sobre W. Notemos que, de fato, uma proje¢do ortogonal é uma

projecdo de V (Observacdo 4.1.5).

Corolario 5.2.6 Se V é um espago vetorial sobre F', de dimensao finita, com produto

interno e W é um subespaco de V, entdo Wit =W.
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Defini¢ao 5.2.7 Seja V um espago vetorial com produto interno (-,-). Um subconjunto

A de V é ortonormal quando A € ortogonal e ||v|| =1, v € A.

Exemplos 5.2.8 1) Seja V = F™ com o produto interno usual. A base usual de F™ é
um conjunto ortonormal.

2) Sejam V = M, ,,(F) e (A, B) = trago (B*A). A base usual de M,x,(F") é um conjunto
ortonormal.

3) Seja V = C([0, 1], F) munido do produto interno definido na Observagao 5.1.3-3. O
conjunto

A=1{1, V2 cos 2rz, V2 sen2rz, V2 cos 4z, v/2 sendnz, . . 3

é ortonormal.

Teorema 5.2.9 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno (-, ) e A um

subconjunto de V. Se 0 € A e A é ortogonal entgo A € l.i.

Demonstragao. Sejam v,,...,v, € A e suponhamos que oyvy+---+apv, =0, a; € F,

j=1,...,n. Entao
0 = (0101 + - - + AnUn, vj) = V1, vj) + - - - + anfvn, v;) = af{v;,v5), j=1,...,n

Como (v;,v;) # 0, segue que a; = 0. O

O préximo resultado descreve o conhecido método de ortonormalizacio de Gram-

Schmidt.

Teorema 5.2.10 Sejam V' um espago vetorial sobre F, com produto interno (-, ), W

um subespago de V' e {wy,...,w,} uma base de W. Valem as seguintes propriedades:

i) Eziste uma base ortonormal {vy,...,v,} de W tal que [{wy, ..., wi}] = [{v1,-- -,
wt, k=1,...,n;

it) Se {vq,...,vn} € uma base ortonormal de W, a aplicagao P : V — V dada por

Pw) = (v,v)v1 + -+ (v,0)v,, vEYV,

é uma projecao ortogonal de V sobre W.
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Demonstragao. i) Definimos v; = {|wi||~'w;. Assumiremos que vy,...,v; jad foram

construidos e construiremos vy ,1. Definamos

k
Ukl = Wi41 — z <wk+1>vj>'uj7 € Vg = |!uk+1“—1uk+l-
j=1
()
U2
! wh
Notemos inicialmente que, como {wy, ..., wxy1} € L1, vgyy # 0. Por outro lado,
k k
(uk+1, vi) = (Wesr, v1) — Z (W1, U7) (v, v) = (Weir, 1) — z (Wr41,5)650 =0
j=1 j=1
Il =1,...,k Logo, vgy1 € ortogonal a v;, 7 < k. Portanto, devido ao Teorema 5.2.9,
{v1,...,vk41} € Li. O leitor pode verificar sem muita dificuldade que [{v,...,ve11}] =

{wi, - weer }-
ii) Se w = oqwy + - - - + oW, entdo

n n

P(w) - Z Za,w,,wj w; = ZZQ;(’U}[,U)j)’LUj = ZO[]"LUJ' = w.
j=1

i=1 =1 j=1 I=1

Logo, Plw = Iw. Como Im P C W, na verdade Im P = W. Finalmente, w € Ker P se,

e somente se, (w,w;) =0, j =1,...,n, ou seja, se, e somente se, w = 0. ]

Observagao 5.2.11 O método de Gram-Schmidt pode ser aplicado em bases contendo

infinitos elementos (enumeréveis).

Exercicios 5.2.12 15) Sejam V um espago euclidiano e u,v € V. Mostre que:
i) u e v sdo ortogonais se, e somente se, ||u + v||? = ||u||® + ||]v]|?;
ii) A equivaléncia do item i) ndo vale quando o espago é unitério;
iii) Se ||u}| = ||v|| entdo u + v e u — v sdo ortogonais;
iv) O {tem nao vale quando o espago ¢ unitario.

16) Sejam V um espago euclidiano e u,v € V. Prove que u e v sdo ortogonais se, e
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somente se, ||u + av|| > ||ul|, « € R.
17) Sejam V um espago unitdrio e u,v € V. Mostre que u e v sdo ortogonais se, e somente
se, |lau + Bvl[* = ||aul® + ||Bv]]%, «, B € C.
18) Seja V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, com produto interno. Se o
conjunto {vy,...,v,} é basede V e ay,...,a, € F, prove que existe um dnico v € V tal
que (v,v;) =aj, 7 =1,...,n.
19) Sejam V um espago com produto interno, v € V, W < V e u € W. Prove que as
seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1) [lv—ull = infyew ||v — wi];

i) v — u é ortogonal a todos os elementos de W.
20) Sejam V um espago euclidiano, W um subespago de V satisfazendo V=W @ W' e
P a projecdo ortogonal de V sobre W. Se v € V|, prove que P(v) é o tinico elemento u
de W satisfazendo as condigdes i) e ii) do exercicio anterior.
21) No espago R?® usual, determine o vetor do subespago [{(0,1, —1), (1,0, —1)}] que estd
mais proximo de (1,1,1).
22) Considere o subespago de C=11! formado pelas fungdes que sio continuas, munido

do produto interno
1 B e
(1.9 = [ @@, g€V,
-1

e seja W = [{1,t,%,t*}]. Encontre o elemento de W que estd mais préximo de exp(t).

23) No espago R~ munido do produto interno

(f.q) = / e, LV,

determine W+ nos seguintes casos:
HWW={feV:féimpar},
i) W={feV: floy =0}
i) W = {f € V. f é diferencidvel};
iv) W= {f € V: fépolinomial}.
24) No espago P3(R) usual, determine {p € P3(R) : tp/(t) = p(t), t € R}+.
25) Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e V; e V,
subespagos de V. Prove que
i) (Vi N V)t = Vit + Vi
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ii) A hipdtese “dimensao finita” é essencial?
26) Sejam V um espago euclidiano e u,v € V. Prove: u e v s2o ortogonais se, e somente
se, v é o unico elemento do conjunto {v +au:a € F}N{w e V : ||w| = |v||}.
27) No espago vetorial do Exercicio 22, aplique o método de Gram-Schmidt ao conjunto
{2,1+1¢,t%}.
28) No espaco usual C*, encontre uma base ortonormal de W = [{(1,2,1 —4),(1,¢,0)}].
Estenda esta base a uma base ortonormal de C3.
29) No espago C* usual, encontre uma base ortonormal de W = [{(0, 2, 0,1), (1,0,4, —1)}].
Estenda esta base a uma base ortonormal de C*.
30) Usando a notagio do Teorema 5.2.10, deduza as seguintes férmulas:

i) (Bquagao de Bessel) fJv — P(o)||? = [Joll* — 0, (v, v;)[2, v € V;

ii) (Desigualdade de Bessel) 37, {(v,v;)|*> < [[v]|?, v € V.
31) Sejam {vy,...,v,} um conjunto ortonormal em um espaco V', com produto interno e
v € V. Prove que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

yve[{v,. ..,

i) (Identidade de Parseval) ||v||> = >°7_; v, v;)|%;

iii) v =37 (v, vj)vs;

iv) Se w € V entdo (v,w) = Y_7_, (v, v;){vj, w).

5.3 Operadores que Preservam Produto Interno
Inicialmente, vamos formalizar a definicao de operadores que preservam norma.

Definicao 5.3.1 Sejam V e W espagos vetoriais, com produto interno e T € L(V,W).

Dizemos que T é uma isometria quando ||T'(v)|| = ||v||, ve V.

Exemplo 5.3.2 Sejam V =W = C([0, 1], R), o primeiro munido do produto interno

(f ) = /0 2 f(2)g(z)dz, frg€V,

e o segundo do produto interno

e /0 f(@)o(z)dz, f.geW
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O operador T' € L(V) dado por T(f)(z) = zf(z), z € [0,1], f € V, é uma isometria pois

1
ITHI* = [T, T(H)] = / zf(z)zf(z)dz = (f, /) =fI*, feV.
0
O leitor pode verificar como exercicio que 7" nao é um isomorfismo.
Os operadores que preservam produto interno sao introduzidos a seguir.

Definicao 5.3.3 Sejam V um espago vetorial com produto interno (-,-) e T € L(V).

Dizemos que T preserva produto interno quando
(T(w), T(v)) =(u,v), wveV.

Dizemos que T € unitario (resp. ortogonal) quando V € unitdrio (resp. euclidiano), T é

um isomorfismo e preserva produto interno.

Observagao 5.3.4 1) Todo operador unitario ou ortogonal é uma isometria, mas a
reciproca nao vale.

2) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno (-,-) e T' € L(V).
Se T preserva produto interno ou norma entdo 7 ja é um isomorfismo. De fato, se
v € Ker T entao ||[v||? = (v,v) = (T(v),T(v)) =0, isto é, v = 0. Logo, Ker T" = {0} e,
portanto, T' é isomorfismo devido ao Teorema 3.2.7.

3) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno (-, e T € L(V).
Se B = {v1,...,v,} € C = {ws,...,wn} sdo bases ortonormais de V e T(v;) = wj,
j=1,...,n, entdo T é unitario (ortogonal). De fato,se u = 3 7, ajv;ev =3 ¢, B v,

a;,B; € F,j=1,...,n, entdo

(T(u), T(v)) = <Z Qj Wy, Zﬁk wk> = Za,ﬂ_j = (u, v).
j=1 k=1 j=1

O exemplo anterior mostra que T é um isomorfismo.
Operadores unitarios e ortogonais preservam norma.

Teorema 5.3.5 Sejam V um espago vetorial, com produto interno (-,-) e T € L(V). As
sequintes afirmagées sao equivalentes:

i) T preserva produto interno,

w) T preserva norma;

ii1) Se B € base ortonormal de V' entao {T'(v) : v € B} também é.
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Demonstragao. Obviamente i) implica ii). A identidade de polarizagdo revela que ii)
implica i). Se T preserva norma e produto interno entio ele leva base ortonormal de V' em
base ortonormal de V. Portanto, ii) implica iii). A implicagao restante fica como exercicio

para o leitor. a

Exercicios 5.3.6 32) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita n, com
produto interno (-, -} e vy € V unitario. Defina T € VV por T(v) = v — 2(v, vp)vg, v € V.
Mostre que:

1) T(v)—ve H,veVeT(w)+ve H,veV,onde H é o hiperplano ortogonal
a Vg,

i) T é ortogonal;

iii) 1 e —1 sado autovalores de T

iv) T é diagonalizavel.
33) Sejam V' um espago vetorial sobre R, de dimensao finita n, com produto interno (-, -).
Se S € L(V) é ortogonal, 1 é um autovalor de S e V(1,S) é um hiperplano, prove que
S(w)=v—2(v,u)u,veV,ondeuecVelul|=1
34) Aplicagbes do tipo introduzido no exercicio 32) sdo chamadas de reflexdes em relagao
a H. Determine uma matriz da reflexao em relacio a H nocasoem que V =R*e H é o
hiperplano dado por H = {(z,y,2z,w) € R* : 2z — y + 22 — w = 0}.
35) Seja V um espago euclidiano, de dimensao finita, T' € £(V) um operador ortogonal
e W um subespaco T-invariante de V. Prove que T(W) =W e que T(W+) = WL
36) Seja V' um espago vetorial com produto interno de dimensao 2 e {v;, v} base ortonor-

mal de V. Existe T € £(V') que preserva produto interno e satisfaz T(v;) = (vy + v2)/27

5.4 A Transformacgao Adjunta

Vamos estudar agora operadores lineares sobre espagos com produto interno, que preser-
vam algum tipo de estrutura relativa aos produtos internos dos espagos.

O teorema a seguir introduz o principal conceito das se¢bes futuras.

Teorema 5.4.1 Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', com produtos internos (-, -),

e (-, )w, respectivamente, e T € L(V,W). Assuma que dim gV < co. Eziste um tinico
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T € L(W,V) tal que
W T @)y = (T(w), by, wveV.

Demonstragao. Seja w € W. A aplicagdo ¢ : V — F dada por 9(u) = (T'(u), w)y,

u € V, é linear. Pelo Teorema 5.1.9, existe um tinico v = v(w) € V tal que ¥ = T,. Logo,
(T(u), w)y =P(u) =To(u) = (w,v)y, veV
Definimos entdo T : W — V por T*(w) = v, w € W. Se wy,w, € W entao
('u,T*(wl +ws))y = (T(u),wy +wsz)y
= (T(u), wi)y + (T(u), w2}y

- <ua T*(wl»v + <u>T*(w2)>V
= (u,T"(w1) + T"(w2))y, uwe€V.

Logo, (u, T*(wy+w2) —T*(w1) —T*(w2))y = 0, u € V e, portanto, T*(w; +ws) = T*(w;)+
T*(ws). Analogamente, T*(aw) = aT*(w), a € F, w € W. Portanto, T* € L(W, V).
Suponhamos agora que existe 7' € L(W, V) tal que (u,T'(w))y, = (T(u), w)y,, u € V,
w € W. Entao
(w,(T* =T)(w))y = (T (w)-T'(w))y
= (o, T"(w))y — (u, T"(w))y
= (T(u),w)y — (T(u),w)y, =0, weV, weW.

Segue que (T* — T")(w) = 0, w € W. Portanto, T* = T". ]

Exemplo 5.4.2 Seja T € L(R?) dada por T(z,y) = (z + y,z — 2y). Temos que

<T(£L‘,y), (271, yl)) = <(:L‘ +y,z - Zy)) ($1, y1)>
= zi{z+y)+wn(z—2y)
= zzy + 2y +yT1 — 2yn

= ((x;y)) (-’131 + Y, Ty — 2y1)>1 r,Y, T, € R.
Assim, T*(z1,y1) = (z1 + y1, 21 — 2W1), (21, 71) € R%
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Definicao 5.4.3 Sejam V e W espagos vetoriais com produtos internos (-, ), e (-, )y,
respectivamente, e T € L(V,W). Se existir T* € LW, V) satisfazendo (T (v),w),, =
(v, T (w))y, v € V, w € W, dizemos que T possui uma adjunta e que T* ¢é a

transformagao adjunta de T'.

Observacao 5.4.4 1) Nao é mera coincidéncia que a notagdo para a transformagao
adjunta introduzida acima coincide com a notagao para a transposta apresentada na
Secao 3.6. De fato, se S é a transposta de T entdo S(f) = foT, f € W*. Como cada

 f € W* escreve-se na forma f(-) = (-, w)y,, w € W entdo

S((whw) = (why o T = (T(), why-

Por outro lado, S((-,w)y,) é um elemento de V*. Logo, S({-, w)y,) = (-,v)y, Para um

tnico vy = vp(w) € V. Portanto,
(T(v),w)y, = (v,v)y, vEV, weW

Assim, a fungdo w € W — vy(w) € V é precisamente T
2) Se a adjunta de uma transformagdo linear existe, entdo ela é dnica, mesmo que as

dimensoes dos espagos envolvidos nao sejam finitas.

Exemplo 5.4.5 Seja V = P(C) com o produto interno

(p,q) = /0 p(z)q(z)dz, p,geV.

Seja T' € L(V) dado por T'(p) = p’. Vamos mostrar que T ndo possui adjunta. De fato,
suponhamos que exista T* € L(V) tal que (p,T*(q)) = (T(p), q), p,q € V. Dai,

(p,T*(q)) = /O p'(z)q(z)dz
= p(1)q(1) - p(0)g(0) — /0 p(z)q (z)dz

= p(1)q(1) — p(0)q(0) ~ (p,T(q)), P,g€V.

ou seja, (p, T*(q) + T(q)) = p(1)q(1) — p(0)g(0), p,q € V. Em particular, escolhendo

q € V tal que g(1) # 0 e ¢(0) = 0 podemos escrever (p,(T* + T)(q)) = p(1)q(1), p € V.
Logo, (p, (T* + T)(q/q(1))) = p(1), p € V. Esta igualdade revela que o funcional linear
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@ € V* dado por ¢(p) = p(1) é da forma ¢(p) = (p, py), para algum p, € V. Entretanto,
usando-se um argumento similar aquele utilizado na Observagdo 5.1.12-ii), concluimos
que ¢ nao pode ser escrito nesta forma, a menos que ¢ = 0. Por conseguinte, ¢ = 0. Dai,

p(1) =0, p € V. Em particular, ¢(1) = 0, uma contradigao.

Nos préximos teoremas, apresentamos algumas propriedades relacionadas com o con-

ceito de adjunta.

Teorema 5.4.6 Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', com produtos internos (-,-), e
(-, )w, respectivamente, e T € L(V,W). Assuma que T tem adjunta. Valem as seguintes
propriedades:

i) Se S € L(V,W) e S tem adjunta entdo T + S tem adjunta e (T +S)* =T* + S*;

it) Se a € F entdao aT tem adjunta e (aT)* = aT*;

i) T* tem adjunta e (T*)* =T,

i) Se U é um espago com produto interno (-,-),, S € L(U,V) e S tem adjunta
entao T o S tem adjunta e (T'o S)* = S* o T*;

v) Se T ¢ inversivel e T~ tem adjunta entio (T~')* = (T*)~1.
Demonstragao. i) Segue das igualdades
(T +S5)(v), wyy = (T@)+S(),w)y
= (T(v), why + (S(v), w)w
= (0, T (w))y + (v, 5% (w))y
= (v,T"(w) + 5" (w))y
= (U, ([T +8)w)y, vEV, weW.
ii) Exercicio.

iii) Segue de

(T*(w),v)y = (v, T*(w))y = (T(W), Wy = (W, T())y, veEV, weW.
iv) Basta usar as igualdades

(ToS)(u),wy = (T(S(u), w)w = (S(u), T"(w))y
= (u, SYT*(W))y = (u, (S o T*)(v))y, u€U, weW.

v) E conseqiiéncia de iv). a
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Teorema 5.4.7 Sejam V e W espagos vetoriats sobre F', com produtos internos (-,-),,
e (-, )w, respectivamente, e T € L(V,W). Assuma que T possui adjunta. Valem as
sequintes propriedades:

i) Ker T* = (ImT)* e (Im T*)* = Ker T;

it) Se dimpV < oo entio V=ImT*® Ker T;

i11) Se dimpW < oo entao W =Im T & Ker T*;

w) Se V=W eU ¢é um subespaco T-invariante de V entgo UL € T*-invariante;

v) Se V=W e dimpV < oo entdo vale a reciproca de iv);

vi) Ker T*oT = Ker T;

vit) Se dimpV < oo entdo ImT*oT = Im T*;

Demonstragao. i) Seja w € W. Entao w € (Im T)* se, e somente se, (T'(v),w),, = 0,
v € V, isto é, se, e somente se, (v,T*(w)),, = 0, v € V. Isto equivale a dizer que
T*(w) = 0, ou seja, que w € Ker T*.

A outra igualdade é obtida aplicando-se a primeira para 7™ e lembrando-se que T** = T'.
ii) Basta combinar o Teorema 5.2.4, o Corolario 5.2.6 e a segunda igualdade em i).

iii) Exercicio.

iv) Sejam U um subespago T-invariante de V e w € U+. Entao
<T*(’LU),'U,>V = (’LU,T(U))W = 0) RS U.

Segue que T*(w) € U+. Portanto, U+ é T*-invariante.
v) Basta usar iv) e o Corolério 5.2.6.
vi) Obviamente Ker T C Ker T* o T. Se v € Ker T* o T entao

0= (v,0)y = (v, T(T(¥)))y = (T (), T(V))w = IT()II",

ou seja, v € Ker T. A primeira igualdade segue.

vii) Observemos inicialmente que, devido a ii) e vi) temos que

dimpIm T* = dim g(Ker T)* = dim zV — dim gKer T
= dimpV —dimp(Ker T* o T) = dimplm T* o T.

Como obviamente Im T o T' C Im T”, a igualdade segue. 0O
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Teorema 5.4.8 Sejam V e W espacos vetoriais sobre F', ambos de dimensao finita, com
produtos internos (-,-), e (-, ")y, respectivamente, e T € L(V,W). Valem as sequintes
propriedades:

i) Se B = {v1,...,un} e C = {wy,...,wy} sdo bases ortonormais de V e W,
respectivamente, entdo (T*)2 = _fl:gt,'

i) Se V=W e a é um autovalor de T* entdo & é um autovalor de T' (de mesma
multiplicidade algébrica);

i) Se V =W, u é autovetor de T associado ao autovalor a, v € autovetor de T*

associado ao autovalor B e a # [ entao u e v sao ortogonais.

Demonstragao. i) Escreva T§ = (a;) e (T*)8 = (By;). Entdo T(v)) = 3 po, arws,

=1,...,neT*(wj) =37, Brjvk, J = 1,..., m. Segue que
aj = (T(v), wj)y = (v, T"(w;))y = _ﬁ_l;, j=1,....,m, l=1,...,n

ii) Basta computar o polindmio caracteristico de T™*:

___"‘—"t — —
pr-(A) = det ((T*)E — ML) = det (TS — M,.) = det (TS — A,) = pr(N).

A conjugacdo de pr()) na expressio acima significa conjugagao dos coeficientes de pr(X).

ili) Temos que
alu,v) = {au,v) = (T(u),v) = (u, T*(v)) = (u, Bv) = B{u,v).
Como a # 8, (u,v) = 0. a
Terminamos esta secao apresentando uma caracterizagao para operadores unitarios e
ortogonais.

Teorema 5.4.9 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno e T € L(V).
Valem as sequintes propriedades:
i) Se T € unitdrio entdo T tem adjunta e T* o T =T o T* = Iy;

i) Se dimpV < oo eT*oT = Iy entdo T € unitdrio.
Demonstracao. i) Se T é unitario entao
(T(u),v) = (T(u), T(T7'(v)) = (u,T"'(v)), wveV.
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Logo, T* existe e T* =T~ 1.
ii) Se T* o T = Iy entdo

(T(w), T()) = u,T(T())) = (w,v), wveV.

Como dim gV < oo, T' é isomorfismo. Logo, T' € unitario. a

Exercicios 5.4.10 37) Sejam V um espaco vetorial sobre F', com produto interno e
T € L(V). Se T possui adjunto e T* = AT para algum X € F', prove que |A| = 1.
38) Sejam V um espago euclidiano, de dimensao finita, B = {v;,...,v,} base ortonormal
de VeT € L(V)\ {0} satisfazendo a seguinte propriedade: se u,v € V e (u,v) = 0,
entao (T(u),T(v)) = 0. Prove:

i) Sew,v € Ve ||ul| = ||v]], entdo |[T(u)l| = |T(v)[};

ii) Se 7 := ||T(v1)||, entdo T* o T = r2Iy;

ii1) Se 7 é como em ii), entdo r~*T é um operador ortogonal;

iv) T é um multiplo de um operador ortogonal.
39) Considere o espago C?® usual. Seja T € £L(C?) o operador cuja matriz em relagio 3
base candnica é da forma Aj; = #**, j, k = 1,2,3. Determine uma base para Ker T*.
40) Considere V = M+, (C) munido do produto interno (A, B) = tracoAB’, A,B€ V.
Seja X um elemento inversivel de V. Defina Tx € V por Tx(A) = X 'AX, A e V.
Determinar o operador T .
41) Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno. Dois operadores T, S €
L(V) sao congruentes quando existe um isomorfismo R € £L(V), que possui adjunta, tal
que T = R* o S o R. Prove que:

i) Congruéncia é uma relagio de equivaléncia;

ii) Se T e S possuem adjuntas e T e S sdo congruentes entdo T* e S* sdo congruentes;

iii) Se a € F, existe T € L(V) congruente a aly tal que T # aly?

iv) Existem T, S € £(V) tais que T e S sdo congruentes, mas T2 e S? nao sao?

v)SeT,S € L(V) sdo isomorfismos, mostre que T e S sdo congruentes se, e somente
se, T~ e §~1 sao congruentes.

42) Sejam U e V espagos euclidianos, ambos de dimensdo finita. Mostre que a expressao
(T, S) =trago(S*oT), S,TeL(UYV)
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define um produto interno em L(U,V).

5.5 Operadores Autoadjuntos

Definigao 5.5.1 Sejam V um espago com produto interno {-,-) e T € L(V). Assuma que
T tem adjunta. Dizemos que T € autoadjunto quando T'=T" e anti-autoadjunto quando

T = -T.

Exemplo 5.5.2 1) Sejam P(C) munido do produto interno

(p,q) = /0 p(z)q(z)dz, p,q€ P(C)

e T € L(P(C)) dada por T'(p)(z) = zp(z), z € C, p € P(C). Entao

(T(),q) = / T(p)(z) 2(z) dx = / 2 p(z) 9(2) dz

1
~ [ p@za@ds = (.7, g€ PO).
0
Portanto, T* = T, isto é, T é autoadjunto. O operador T é anti-autoadjunto.
2) O tnico operador linear sobre um espaco com produto interno que é autoadjunto e

anti-autoadjunto simultaneamente é o operador nulo.
Exemplos adicionais sdo fornecidos pelos dois teoremas abaixo.

Teorema 5.5.3 Sejam V um espago vetorial sobre F, com produto interno (-,-) e T €
L(V). Valem as seguintes propriedades:

i) Se T tem adjunto entado T*oT e T +T* sao autoadjuntos, enquanto que T — T*
é anti-autoadjunto;

i) Se F = C entdo T é autoadjunto se, e somente se, iT é anti-autoadjunto.

Demonstracao. i) Usando o Teorema 5.4.6, vemos que (T*oT)* =T*o(T*)* =T*oT,
(T+T* ) =T*+(T*) =T4+T =T+T*e(T-T*)*=T*"—(T*)* =T*-T = —(T-T*).
i) Se T* = T entdao (:T)* = iT* = —iT. Reciprocamente, se (iT)* = —iT entdo
—1T* = —1T,ouseja, T =T". d
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Teorema 5.5.4 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno (-,-) e T €
L(V). Valem as sequintes propriedades:

1) Se T # 0 € autoadjunto e o € F entao aT ¢ autoadjunto se, e somente se,
a€eR;

i) Se T € isomorfismo entdo T é autoadjunto se, e somente se, T~ é autoadjunto.

Demonstragao. i) Assuma que T # 0 e que T ¢ autoadjunto. Se a € R, o Teorema
5.4.6 garante que (aT)* = aT* = aT. Logo, aT é autoadjunto. Reciprocamente, se
aT é autoadjunto, aT = (aT)* = aT* = aT, ou seja, (a« — &)T = 0. Em particular,
(a—a)T(v)=0,veV\KerT. ComoT # 0, a —a=0, ou seja, @ € R.

ii) Assuma que 7 é um isomorfismo. Se T' = T*, sejam u,v € V e escreva v = T'(w),

w € V. Entao
(T (u),v) = (T7'(u), T(w)) = (T (u), T*(w))
= (T(T7(u)),w) = (u,w) = (u, T~(v)).

Portanto, (T7!)* existe e (T"!)* = T~1. Reciprocamente, se T~! é autoadjunto entdo

(T~1)~7! = T ¢ autoadjunto pelo acima descrito. a

Teorema 5.5.5 Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno,
B = {vi,...,v,} um base ortonormal de V e T € L(V). Entao T € autoadjunto se, e

somente se, TE é uma matriz hermitiana.

Demonstragio. Seja T§ = (aj;). Entdo j4 sabemos que a;; = (T'(w),v;), 5,0 =1,...,n.

Se T' é autoadjunto entao
aj = (T(w),v;) = (w, T"(v3)) = (v, T(v5)) = (T(v;),w) = @;.
Logo, T£ é uma matriz hermitiana. Reciprocamente, se TF é hermitiana,
(T(w),v;) = ag = a5 = (T(vg),w) = (v, T(v;)), G,l=1,...,m

Portanto, segue que T = T™. O

Teorema 5.5.6 Sejam V' um espago com produto interno e T € L(V). Assuma que T

tenha adjunta. Entao
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t) T escreve-se, de maneira unica, na forma T = R+ S, onde R,S € L(V), R é
eutoadjunto e S é anti-autoadjunto;
1) Se V € unitdrio, T escreve-se, de maneira unica, na formaT = R +1S, onde

R,S € L(V) sdo autoadjuntos.

Demonstracao. i) Basta definir
L
2
SeT =R+S =R +S5 comR=R"R =(R), 5 =-5e(5) = -5 entao
R—R = 5'—8 é, simultaneamente, autoadjunto e anti-autoadjunto. Logo, pelo Exemplo
552, R—R' =8 —-S=0,0ouseja, R=R' eS=5".

ii) T j& possui uma representacao como em i). Dai, T = R+ S = R+1i(—iS) e (-1 S)* =

R=ST+T" e S:%(T—T*).

1.5* =4(=8) = —1 S, isto é, —2 .S é autoadjunto. A unicidade da representacio é 6bvia.
) P -

a

Teorema 5.5.7 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno e T € L(V)
autoadjunto. Entao,
i) Todo autovalor de T € real;

it) Autovetores de T associados a autovalores distintos sdo ortogonais.
Demonstracao. i) Se T'(v) = av, onde v € V' \ {0} e & € F entao
a{v,v) = (av,v) = (T(v),v) = (v,T(v)) = (v, av) = (v, v).

Logo, (o — @){v,v) = 0, ou seja, a = @.

ii) Se T'(v) = av e T(w) = fw, onde v,w € V \ {0} e o, B8 € R entdo
a(v,w) = (av,w) = (T(v),w) = (v, T(w)) = (v, fw) = B{v,w).

Se a # 3, segue que v e w sao ortogonais. O

O teorema a seguir completa as informagoes sobre os autovalores de um operador

autoadjunto.

Teorema 5.5.8 Sejam V um espago vetorial sobre C, de dimensao finita, com produto

interno e T € L(V) autoadjunto. Entdo todas as raizes de pr sdo reais.
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Demonstragao. Sejam n = dim¢ V' e B uma base ortonormal de V. O polinémio ca-
racteristico é dado por pr(A) = det(T§ — Al,) € Py 1(F). O Teorema 5.5.5 revela
que T8 = T—gt. Consideremos o espago M,x;(C) munido do produto interno [X,Y] =
Y'X e definamos S € L£(M,y1(C)) por S(X) = TBX, X € Myuy1(C). O operador S 6

autoadjunto ja que

t

1S(X), Y] =Y'S(X) =Y'TEX = (TEY) X = (S(Y))' X = [X,S(Y)], X,Y € Mpy1(C).

Como C é algebricamente fechado, pr tem n raizes complexas. Seja a uma destas raizes.
Como TE — a I, ndo é inversivel, existe X € M,,;(C) \ {0} tal que (T§ —al,)X = 0.
Segue que S(X) =TEZX = a X, ou seja, @ é um autovalor de S. Como S é autoadjunto,

a € R pelo Teorema 5.5.7. O

O exemplo a seguir exibe um operador autoadjunto que nao possui autovalores.

Exemplo 5.5.9 Consideremos o espago C([0, 1], R) munido do produto interno

(fg) = / f(Het)dt, f,9 € C(0,1,R)

e T € L(C([0,1],R)) dado por T(f)(z) = zf(z), z € [0,1], f € C([0,1],R). T é
claramente autoadjunto. Se T(f) = a f, onde f € C([0,1],R) \ {0} e @ € R entdo
(z—a)f(z) =0, z € {0,1]. Logo, f(z) =0, z € [0,1]\{a}. Como f é continua, f(a) =0

e, conseqlientemente, f = 0. Isto é uma contradigzo.

Exercicios 5.5.10 43) Enuncie e prove uma versdo do Teorema 5.5.7 para operadores
anti-autoadjuntos.
44) Sejam V um espago vetorial com produto interno e T, S € L(V') autoadjuntos. Mostre
que T o S é autoadjunto se, e somente se, T oS =S5o0T.
45) Sejam V um espago vetorial sobre F, com produto interno e T, S € £L(V). Mostre
que:

i) Se T é autoadjunto e S possui adjunta entdo S* o T o S é autoadjunto;

ii) Se S é isomorfismo, S e T possuem adjunta e S* o T o S é autoadjunto, entdo T
¢ autoadjunto;

1) A hipétese “S é isomorfismo” é essencial?

46) Considere o espago vetorial V = P,(C).

134



i) Mostre que a expressdo (p, q) = >_7_p(j/n)a(j/n), p,q € V, define um produto
interno em V;

ii) Verifique se o operador T € L(V') dado por (T'(p))(t) = tp'(t), p € V, é autoad-
junto;

iii) Faga o mesmo para o operador S dado por S(p) =p', p€ V;

iv) Responda os itens 1i) e iii) no caso em que produto interno de V' é o usual.
47) Sejam V um espacgo vetorial com produto interno e T, S € L(V).

i) Prove que se T e S sdo autoadjuntos, entdo SoT'+T oS é autoadjuntoe SoT—ToS
¢ anti-autoadjunto;

2) As conclusées do item i) ainda valem quando T e S sdo anti-autoadjuntos?

3) O que acontece se um deles é autoadjunto e o outro é anti-autoadjunto?
48) Sejam V um espago unitdrio e T € L£L{V) um operador que tem adjunto. Prove que
T é autoadjunto se, e somente se, (T'(v),v) € R, v e V.
49) Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e P uma
projecao de V. Mostre que P é autoadjunto se, e somente se, Po P* = P*o P.
50) Sejam V um espago com produto interno, de dimensao finita e 7,5 € L(V). Se T é
autoadjunto e S é anti-autoadjunto, verifique se trago (T o S) = 0.
51) Sejam V um espago euclidiano, de dimenséo finita e ¢ € VY. Assuma que ¢(0) = 0
e que ||¢(v) — ¢(w)|] = |lv — w||, v,w € V. Mostre que ¢ é um operador ortogonal.
52) Sejam V' um espago vetorial, de dimens3o finita e (-,-); e (:,-), produtos internos
sobre V. Mostre que:

1) Existe T € L(V) autoadjunto em relacdo ao produto interno (-,-), tal que
(v, w)y = (T(v), w),, v,w € V;

ii) Existe uma base B de V que é um conjunto ortogonal em relagdo aos produtos
internos dados.
53) No espago P(C), munido do produto interno do Exemplo 5.5.2, verifique se o operador
T dado por (T(p))(t) = p(—t), p € P(C) preserva produto interno. Ele é autoadjunto?
54) Sejam V um espago vetorial com produto interno e T' € L£(V). Prove que:

i) Se T' é autoadjunto e preserva produto interno entao T2 = Iy;

ii) Se T é autoadjunto e 7% = Iy entdo T preserva produto interno;

iii) Se T preserva produto interno e T? = Iy entdo T é autoadjunto.
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55) Seja V um espago vetorial unitario de dimensao finita. Prove:

1) Se T € L(V) é anti-autoadjunto entdo T + I, é um isomorfismo;

it) Se T € L(V) é anti-autoadjunto entdao S := (T — Iy)(T + Iy)~! é unitério;

iii) Se S é como em ii) entdo S + Iy é um isomorfismo;

iv) Se R € L(V) preserva produto interno e R — [y é isomorfismo entdo o operador
(R+ Iv)(R — Iy)™! é anti-autoadjunto.
56) Sejam V' um espago unitdrio e T,S € L£(V). Assuma que S é autoadjunto e que T' é
anti-autoadjunto. Prove que Iy — T — 1S é inversivel e que (Iy + T +1S)(ly — T —15)7!
é unitario.
57) Sejam V um espago euclidiano e T,S € L(V). Assuma que T é autoadjunto, S é
anti-autoadjunto e que ToS = SoT. Prove que T — S é inversivel e que (T +S)(T — S)?
é ortogonal.
58) Sejam V um espago unitdrio e T' € L£(V') satisfazendo T* o T = —T. Mostre que

i) T é autoadjunto;

i1) Assumindo que dim¢ V' < oo, mostre que os tnicos autovalores de T sdo 0 e —1.
59) Sejam V um espago euclidiano, de dimensao finita e T' € L(V). Prove que as seguintes
afirmacodes sdo equivalentes:

i) Se p € P(R) e p(T) = 0 entao p(—~T) = 0,

ii) O polinémio minimal de T é par.

60) Considere o espago V = C([0, 1], R) usual. Seja T € L(V) dado por

T(f)=/0 cyfy)dy, z€01], feV

i) Verifique que T é autoadjunto;

i) Se n é um inteiro positivo entdo f,(z) = 2" — (2/(n + 2)), z € [0,1], é um
autovetor de T associado ao autovalor 0;

iii) Use o método de Gram-Schmidt para encontrar dois autovetores de T' associados
ao autovalor 0, que sao ortogonais;

iv) Encontre o tnico autovalor ndo nulo de T' e os autovetores correspondentes.
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5.6 Projecoes Ortogonais

Projecbes ortogonais foram introduzidas na Definicao 5.2.5 e investigadas superficial-
mente na Se¢ao 5.2 . Coletamos no teorema abaixo as duas maneiras mais simples de

construgao de tais projegoes.

Teorema 5.6.1 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno e W um
subespaco de V', de dimensao finita.

i) Se {wy,...,w,} € base ortonormal de W entao P € L(V) dada por P(v) =
Z?=1 (v,wj)w;, v € V é uma projegao ortogonal de V sobre W,

i) Se V =W@W entio P € L(V) dada por P(w, +w,) = wy, wy, € W, wy € W+

€ uma proje¢ao ortogonal de V sobre W.
Uma terceira maneira é dada a seguir.

Teorema 5.6.2 Sejam V um espago com produto interno e P uma projecao de V. Valem
as propriedades:

1) P é uma projegdo ortogonal se, e somente se, P = P*;

11) Se P é projegdo ortogonal de V' sobre W entao Iy — P € projecao ortogonal de
V sobre W+;

ii1) Se P € projegao ortogonal entao ||P(v)|| < ||v||, v € V.

Demonstragao. i) Suponhamos que P é uma projecdo ortogonal sobre W. Vamos
mostrar que P é autoadjunta. Sejam u,v € V. Usando a decomposigio V = W & W,
garantida pelo Teorema 5.2.4, podemos escrever u = w; + ws, v = w3 + wy, onde

wy, w3 € W e wy, wy € W. Segue que
(P(u),v) = <’U)1,’w3 +’LU4) = (wl,wg) = (w1 +’QU2,’LU3> = (u,P(v))

Assim, P = P*. Reciprocamente, suponhamos que P = P? = P*. Sew € Im P e
u € Ker P entao
(w,u) = (P(w),u) = (w, P(u)) = (w,0) = 0.

Segue que Ker P = (Im P)*. Portanto, P ¢ projegao ortogonal de V sobre Im P.
ii) J4 sabemos que @ = Iy — P é uma proje¢ido de V, e que Im Q = Ker P = W+. Se
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u € Ker (Iy — P) e v € Ker P entdo (u,v) = (P(u),v) = (u, P(v)) = (u,0) = 0. Logo,
Ker Q = (Ker P)t. Claramente, Q|+ = Iyy1. Portanto, Q é uma projecio ortogonal de
V sobre W+,

iii) Inicialmente notemos que se P é projegao ortogonal entao
(v, P(v)) = (v, P(P(v))) = (P(v), P(v)) = ||[P(v)||” >0, weV.

Usando este resultado para Iy — P e a relagao

[l = IP@)I*F = (v,v) = (P(v), P(v)) = {v,v) = (v, P(P(v)))

= <’U,’U> - (U,P(’U)) = (1),2) - P(”)) = <v> (IV - P)(U)>, vE V>

concluimos a prova. 0O

Em espagos de dimensio finita, a reciproca do Teorema 5.6.2-iii) vale.

Teorema 5.6.3 Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno

e P uma projegao de V. Se ||P(v)|| < ||v|], v € V, entdo P €é uma projecao ortogonal.

Demonstrac¢do. Seja W = Im P. Vamos mostrar que se ||P(v)|| < ||v||, v € V, entdo
Ker P = W+, Devido ao Corolario 5.2.6, basta mostrar que (Ker P)* = W. Se u €
(Ker P)*, como v := P(u) —u € Ker P, temos que P(u) = v+u, onde (u,v) = 0. Ainda,

ull® 2 (1 P@)I* = llu+ olf* = llul® + llo]* > l|ull®.

Portanto v = 0, ou seja, P(u) = u. Segue que (Ker P)1 C W. Reciprocamente, se w € W,

o Teorema 5.2.4 permite-nos escrever, w = w; + ws, w; € Ker P e wy € (Ker P)*. Dai,
w = P(w) = P(wy + wa) = P(w;) + P(w2) = P(w;) = w,

pois wy € (Ker P)1 C W. Portanto, w € (Ker P)*. Logo, W C (Ker P)*. O

Teorema 5.6.4 Sejam V um espago com produto interno e P, ..., P, proje¢ées orto-

gonais de V. Sao equivalentes:

i) P= P, +---+ P, € uma projegao ortogonal;
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Demonstragao. Se Pjo P, =0, 7 # k, entdo, uma extensao 6bvia do Corolério 4.1.11,

garante que P é uma projecao de V. Por outro lado,
P*:(P1+"'+Pn)*:P1*+"'+P::Pl+"'+Pn:P'

Portanto, P é projegao ortogonal. Reciprocamente, assuma que P é uma projegao orto-

gonal. Se v € Im FPj, para algum j, entao, pelo Teorema 5.6.2,

lvll* = [IP@)I* = (P(v), P(v))
= (P*(v),v) = (P(v),v)
= (P(v)+-+ Fu(v),v)
(Pi(v),v) + - + (Pu(v),v)

IPL)I” + -+ | Palo)l®
> NP = |l

Logo, |y (v)||? + -+ + ||Pa(v)|I* = ||Pj(v)||* e, conseqiientemente, Pi(v) = 0, k # j.
Portanto, Im P; C Ker Py, k # j, isto é, Poo P; =0, k # j. O

A seguir, mostraremos que um operador autoadjunto sobre um espago de dimensao

finita é diagonalizdvel.

Lema 5.6.5 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, com produto in-

terno e T € L(V) autoadjunto. Se o é autovalor de T entdo dimpV (a,T) = mp(a).

Demonstragao. Seja « um autovalor de 7. Usando o Teorema 5.4.7-iv), vemos que
V(a, T)* é T-invariante. Como V = V(a,T) ® V(a,T)*, segue que pr = pr, pr,, onde
Ty = Tly(a1) € T2 = T|v (o)L - Sendo « o tnico autovalor de T, pr, (A) = (A — )™, para
algum m < dim gV (e, T). Como T; é autoadjunto, pr, tem dim pV(a,T) raizes reais

(Teorema 5.5.8), ou seja, m = dim rV (e, T). Como pr,(a) # 0, o resultado segue. ]

Teorema 5.6.6 (Decomposicdo espectral para operadores autoadjuntos) Sejam V um es-
pago vetorial sobre F, de dimensdo finita, com produto interno e T € L(V) autoadjunto.
Entao existem numeros reais distintos oy, ...,a, e projecoes ortogonais Py, ..., P, tais

que
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i) PjoP,=0,j#k, eP;#0,7=1,...,r;
W) Iy =P+ + P,
Z'LZ)T:(11P1++OZTPT

Demonstragao. 1) Sejam aj,...,a, os autovalores distintos de T" e P; a projecao or-
togonal de V sobre V(a;,T), 7 =1,...,r. Cada o; é real devido ao Teorema 5.5.7. Ob-
viamente, P; #0, 7 =1,...,7. Se u,v € V, entdo Py(u) € V(ou,T) e Pj(v) € V(e;,T).
Pelo Teorema 5.5.7 novamente, (Pi(u), Pj(v)) = 0, 7 # k. Dai, ((P; o P)(u),v) =
(Pi(u), Pj(v)) =0, j # k. Segue que, Pjo P, =0, 7 # k.

ii) Pelo Teorema 5.6.4, temos que P := P, + --- + P, é proje¢ao ortogonal. Lembrando

que Im P=1Im P, & ---®Im P,, o Lema 5.6.5 garante que

dim plm P = Z dim plm P; = Z dimpV(;,T) =n = dim V.

j=1 7j=1
Portanto, P = Iy.
iii) E 6bvio que T(P;(v)) = a;Pj(v), j = 1,...,7, v € V. Logo,

Tw)=TFPi(w)+- -+P () = PA(v)+-- -+ P (v) = (e P+ -+, P)(v), veV.

Portanto, T = oy Py + - - + o, P,. a

Corolario 5.6.7 Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno

e T € L(V) autoadjunto. Entao T € diagonalizdvel.

Observacgao 5.6.8 Se V é um espago vetorial sobre R, de dimensao finita, com produto
interno e T' € L(V), entdo V possui uma base ortonormal formada por autovetores de T’

se, e somente se, T é autoadjunto.

Exercicios 5.6.9 61) Encontre todas as projegdes do espago C? usual que sio ortogo-
nais.

62) Sejam V um espago vetorial com produto interno e T € L(V). Prove que T é uma
projecao ortogonal se, e somente se, S := 2T — Iy preserva produto interno e satisfaz
S2=1y.

63) Sejam V um espago euclidiano, de dimensdo finita. Denotemos por py a projecio
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ortogonal de V' sobre o subespaco W de V. Prove que se pw, © pw, = pw, © pw, entdo
Pw, © Pw, = PwinW,-

64) Nas notagoes do exercicio 63), conclua que se pw, opw, = 0 entao pw, +pw, = Pw,+w,-
65) Ainda nas notagaoes do exercicio 63), prove que as seguintes afirmacgdes sdo equiva-

lentes:

i) (pwi (v), v) < (pw,(v),v), v € V;

i) llpw, (W) < llpw, (W)], v € V5

iii) pw, o pw, = Pw, © Pw, = Pwy;

iv) Wy C Wy

V) pw, — Pw, € uma projecao ortogonal.
66) Sejam V' e W espagos euclidianos, de dimensao finita e T € L(V, W). Prove:

1) Existe uma tnica T+ € LW, V) tal que To Tt oT =T, TtoT o Tt =Tt e
TtoT eToTt sio autoadjuntas;

ii) Ker T* =Ker T e Im Tt = Im T

) T*oToTt=TtoToT*=T%

iv) Se v € W, T*(v) é o tinico elemento de V, de norma minima, que minimiza o
conjunto {||T(u) — w|| : w € W};

v) (T4)* =T e (T¥)" = (T*);

vi) Se T é inversivel entao Tt = T},

vii) Se T* o T é inversivel entdo Tt = (T* o T)" ! o T*;

ix) Se T o T™* é inversivel entdo Tt =T*o (T o T*)!

5.7 Operadores Positivos Definidos

A motivagdo para esta segdo reside no seguinte lema.

Lema 5.7.1 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno (-,-) e T € L(V).
Se a fungdo ¢ : V2 — F dada por ¢(u,v) = (T'(u),v) é um produto interno sobre V entio
T € autoadjunto e (T'(v),v) >0, ve V \ {0}.

Demonstragdo. Como ¢(u,v) = ¢(v,u), u,v € V, segue que (T(u),v) = (T(v),u),
u,v € V, ou seja, (T'(u),v) = (u,T(v)), u,v € V. Portanto, T é autoadjunto. A outra

desigualdade é simplesmente ¢(v,v) >0, v € V. a
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Definicao 5.7.2 Sejam V um espago com produto interno (-,-) e T € L(V). Dizemos
que T' ¢é positivo definido quando T € autoadjunto e (T'(v),v) >0, v € V \ {0}.

Observagao 5.7.3 Se na definigdo acima, trocarmos a ultima condigdo por (T'(v),v) >

0, v € V, entdo dizemos que T é nao-negativo definido.

O teorema a seguir revela que todo produto interno sobre um espaco de dimensao

finita é produzido por um tnico operador positivo.

Teorema 5.7.4 Seja V um espago vetorial sobre F, de dimensao finita, com produto

interno (-,-). Se ¢ : V2 — F é um produto interno sobre V, entdo eriste um 1nico
T € L(V) positivo definido tal que ¢p(u,v) = (T'(u),v), uv,v € V.

Demonstragao. Fixemos v € V. A funcio u € V — ¢(u,v) € F é um elemento de V*.
Pelo Teorema 5.1.9, existe um tnico w = w(v) € V tal que ¢(u,v) = T,(u) = (u,w),

u € V. Definamos entdo T € VY por T(v) = w, v € V. Certamente T € £(V). Ainda,

(u, T(v)) = ¢(u,v) = 8(v,u) = (v, T(v)) = (T(u),v), w,veV

Logo, T é autoadjunto e, devido ao lema anterior, positivo definido. Para completar a
prova, suponhamos que ¢(u, v) = (T"(u),v), u,v € V, paraalgum T" € £(V) autoadjunto
e positivo definido. Entdo (T(u),v) = (T"(u),v), u,v € V, isto é, (T — T")(u),v) = 0,
u,v € V. Segue que T' =T. O

Exemplos 5.7.5 1) Consideremos o espago R® usual. Se B é a base usual de R® e

T € L(R?) é dado por T'(z,y, z) = (z, 2y, 3z), z,y, z € R, entdo
1 00
TE=]0 20
00 3
Pelo Teorema 5.5.5, T' é autoadjunto. Além disso,

(T(z,y,2), (z,v,2)) = {(z,2y,32), (z,9,2)) = 2° + 2>+ 32* >0, (z,9,2) # (0,0,0).

Portanto, T' é positivo definido.

Se S € L(R3) é dado por S(z,y,2) = (0,y,2), z,¥, z € R, entdo
(S(z,y,2),(z,9,2)) = (0,9, 2), (z,9,2)) =y +2° >0, z,y,z€R.
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Logo, T é nao-negativo definido. Notemos que S nao é positivo definido.

2) Sejam V um espago com produto interno e P € £(V) uma proje¢io ortogonal. Entdo
(P(v),v) = (P*(v),v) = (P(v), P(v)) = |P(v)||* >0, weEV.

Se ||P(v)|] = 0 entdo P(v) = 0 e, portanto, v € Ker P. Assim, P é nao-negativo definido.
Ainda, P é positivo definido se, e somente se, Ker P = {0}, ou seja, se, e somente se,

P=1y.

Teorema 5.7.6 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita, com produto
interno (-,-) e T € L(V). Sao equivalentes:

i) T € ndo-negativo definido;

it) T = T* e os autovalores de T sdo nao-negativos;

wi) Eziste R € L(V), R ndo-negativo definido tal que T = R?;

w) Eziste S € L(V) tal que S*o S =T.

Demonstragao. Assuma que 7T é nao-negativo definido. Se a € um autovalor de T entao

a € R, uma vez que T ¢ autoadjunto. No entanto, se T(v) = av, v € V' \ {0} entdo
0 < (T (v),v) = {av,v) = afv,v) = a|jo|*.

Segue que o > 0. Portanto, i) implica ii).

Se ii) vale, podemos usar o Coroldrio 5.6.7 € o método de Gram-Schmidt para escolher
uma base ortonormal {v;,...,v,} de V formada por autovetores de T'. Seja a; € F um
autovalor de vj, 7 = 1,...,n. Como a; > 0, podemos definir 3; := ajl-/z. Dai, R € L(V)
dado por R(v;) = Bjv;, j = 1,...,n, tem a propriedade exigida em ii.). De fato, se

u=0vi+ - +0U, e V=704 -+ Vol 0;,7 €F,j=1,...,n, entdo

(R(u),v) = (0R(v1)+- +6R(va), o1+ + Yn¥n)
= (6151v1 + -+ 6 BrVn, U1 + - - F YnUn)
= b+ + 0nlnTn
= (01v1 + - + 6n¥n, Binvi + - + BaYnvn)
= (u, R(v))
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ou seja, R é autoadjunto. Similarmente,

<R(U),’U> = (71/61”1 + -+ 'Ynﬂnvm’)’l'vl +---+ 'Yn'Un> = /31|71|2 +o +Bnl’7n|2 Z 0,

ou seja, R é nao-negativo definido. Além disso,
(T — R*)(v;) = T(v;) — R(R(v))) = ajv; — Brv; =0, j=1,...,m,

e, conseqiientemente, T = RZ?. Assim, iii) vale. iv) segue de iii), tomando-se S = R.

Finalmente, se iv) vale temos que T* = (S* 0 S)* =S* 0 S5* =S*o0S=Te
(T(v),0) = ((S* 0. 8)(v),v) = (S(v),S(v)) = IS(W)|I* 20, veV

Portanto, 7' é nao-negativo definido. a

Observagao 5.7.7 O leitor deve enunciar e provar um teorema andlogo para operadores

positivos definidos.

Exercicios 5.7.8 67) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto
interno e u,v € V. Prove que {u,v) > 0 se, e somente se, existir um operador positivo
definido T' € L(V) tal que T'(u) = v.
68) Sejam V um espago com produto interno e T' € L(V') nao-negativo definido. Prove:
1) (T (u), v)|* < (T(w), u){T(v),v), w,v € V;
ii) Se (T'(v),v) =0,v € V,entdo T = 0.
69) Sejam V e W espagos vetoriais, de dimens3o finita, com produto interno, T' € L(V, W)
e w € V. Prove: min,ey{||T(u) —w||} = ||T(v) — w|| se, e somente se, T*(T'(v)) = T*(w).
70) Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensao finita n, com produto interno, B
uma base ortonormal de V e T € L(V'). Prove que T é positivo definido se, e somente se,
TE := (ajx) é uma matriz positiva definida no seguinte sentido: dados vetores distintos

v1,...,V, de V e escalares cy, ..., c,, ndo todos nulos, vale a desigualdade
n n
Z Z cjaa]-k > 0.
j=1 k=1
71) Sejam V um espaco vetorial, de dimensao finita, com produto interno e R,T,S €

L(V).
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1) Verifique que é impossivel ter-se T'—S e S—T positivos definidos simultaneamente;

i1) Se R — S e S — T sao positivos definidos conclua que R — T ¢é positivo definido;

i) Se R — S e T sao positivos definidos entao T o R — T o S € positivo definido?
72) Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e P € L(V)
uma projecao ortogonal.

i} Prove que se @ € R, a > 0, entao aly + P é positiva definida;

ii) Se T € L(V) é autoadjunto e satisfaz T? = Iy + P, expresse T como combinagao
linear de Iy e P.
73) Dé exemplo de operadores lineares positivos definidos cuja composi¢io nao é um
operador positivo definido.
74) Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno, T' € L(V)
nao-negativo definido e v € V. Prove que v € Ker T se, e somente se, (T'(v),v) = 0.
75) Sejam V' um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno e 7,5 € L(V)
nao-negativos definidos. Prove que T 0.S é nao negativo definido se, e somente se, T oS =
SoT.
76) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno e T € L(V)
autoadjunto. Se n é um inteiro impar positivo, prove que existe um tnico S € L(V)
autoadjunto tal que S* =T
77) Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e P,Q €
L(V) projecdes ortogonais de V sobre W, e W, respectivamente. Prove que as seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

i) Q — P é nao-negativo definido;

i) [P}l <[l QM) v e V;

i) Wy C W,.
78) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto internoe R, S, T € L(V)
autoadjuntos. Prove: se R—S e T sao nao-negativos definidos, ToR = RoT e ToS = SoT
entdo Ro T — S oT é nao-negativo definido.
79) Sejam V um espago unitdrio, de dimensao finita e T, .S € L(V). Prove:

i) Se T é nao negativo definido e R € L(V) satisfaz R2 =T entdoIm T =Im R e
Ker T = Ker R,

ii) Se ambos T e S sdo nao-negativos definidos e T+ S =0 entdo S =T = 0.
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5.8 Operadores Normais

Nesta secao, vamos explorar uma classe mais geral de operadores sobre espagos com
produto interno: vamos estudar os espagos que admitem uma base ortonormal formada

por autovetores do operador.

Definigao 5.8.1 Sejam V um espago com produto interno e T € L(V'). Dizemos que T

¢ um operador normal quando T oT* =T*oT.

Exemplos 5.8.2 1) Todo operador autoadjunto é normal.

2) Todo operador unitario (resp. ortogonal) é normal (Teorema 5.4.9).
3) Seja T' € L(C) dado por T'(z) = az, z € C, onde a € C\ R. Entéo

(T(2),w) =(az,w) = (z,aw), zweC.
Logo, T*(z) = @z, z € C. Portanto, T n3o é autoadjunto. No entanto,
(T*oT)(2) =T*(az) =aT*(z) =aaz=|a|’z2 = (ToT*)(z2), zcC.

ou seja, T' é normal.

4) Se T é normal entdo 7" é normal.

Observacgao 5.8.3 Um operador normal sobre um espago euclidiano pode nao ter

autovalores. De fato, seja T € L(R?) dada por

cos § —senf x
T(x,y): s x,yER,
senf cos @ Y
onde 8 # kx. Entéo,
cos 8 sen@ x
T*(z,y) = T,y €R
—senf cos 0 7,

Além disso,

(T*oT)(z,y) = (cos’fz — cos fsenBy + sen®dx + sen b cos 0y,y)

= (z,y), z,yeR
Portanto, T' é ortogonal. Logo, T' é normal e (obviamente) nao possui autovalores.
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A seguir, apresentamos uma, importante caracterizagao de operadores normais. Antes,

porém, apresentamos um lema técnico.

Lema 5.8.4 Sejam V' um espaco vetorial sobre F', com produto interno e T € L(V).
Valem as sequintes propriedades:

i) Se F' = C entao (T(v),v) =0, v € V se, e somente se, T = 0;

ii) Se F = R e T tem adjunto, entao (T'(v),v) =0, v € V se, e somente se, T é

anti-autoadjunto.
Demonstragao. i) Basta notar que para u,v € V vale a igualdade:
4T(u),v) = (T(u+v),u+v) —(T(u—v),u—v)+ (T (u+w),u+iv) — (T (u—1v), u—1iv).

Logo, se (T'(v),v) =0, v € V, entdo (T(u),v) =0, u,v € V. Portanto, T = 0.
i) Se T* = —T entdo

(T(v),v) = (v,T*) = (v, =T (v)) = ~(T(v),v), veV.
Segue que (T'(v),v) = 0, v € V. Reciprocamente, se a ultima igualdade valer,

(T+T)(w),v) = (T(v),v)+ (u,T(v))
= (T(u),v) + (T(v), )
= (T(v),u) +(T(u),v) + (T(v),u) + (T (v),v)
= (Tu+v),u+v)=0, u,veV.

Logo, T + T* = 0 e T é anti-autoadjunto. O
Teorema 5.8.5 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno e T € L(V).
Se T tem adjunto, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) T € normal;

ii) (T(u), T(v)) = (T*(w), T*(v)), w,v € V;
wi) | T()| = IT* (), ve V.

Demonstragao. Se i) vale, podemos usar o Teorema 5.4.6-iii) para obter
(T(w),T(v)) = (u, T(T(v))) = (u, T(T*(v))) = (u, T"T*(v))) = (T*(w), T*(v)), w,v € V.
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Logo, ii) vale. Certamente ii) implica iii). Provemos entao que iii) implica i). Definamos

S=T*oT —-ToT* Entao
(§(v),v) = (T*(T(v)),v) = (T(T*(v)),v) = (T(v), T(v)) = (T"(v), T"(v)), veV

Logo, se iii) vale, (S(v),v) =0, v € V. Se F = C, o Lema 5.8.4-1) implica que S = 0. Se
F = R, o Lema 5.8.4-ii) implica que S é anti-autoajunto. Entretanto, a definicao de S
revela que ele é autoadjunto. Portanto, S = 0. Assim, em qualquer caso, S = 0, ou seja,

T é normal. 0

Aqui estao algumas propriedades interessantes dos operadores normais.

Teorema 5.8.6 Sejam V um espago vetorial sobre F', com produto interno e T € L(V)
normal. Valem as sequintes propriedades:

i) Ker T = Ker T*;

i1) Se dimpV < oo entao V=KerT®ImT = Ker T* ® Im T*;

i) Se dim gV < oo entdo Ker T* = Ker T, k=1,2,. ...

Demonstragao. i) Segue do Teorema 5.8.5-iii).

ii) Segue do Teorema 5.4.7-1i), iii) e da parte 1).

iii) Vamos provar que Ker T' = Ker T?. As outras igualdades sao justificadas de maneira
andloga. Obviamente, Ker T' C Ker T?. Para a outra inclusdo, notemos que se 7?%(v) = 0

entdo T(v) € Ker TN Im T. Logo, T(v) = 0, pela primeira igualdade do {tem ii). O

Observagao 5.8.7 A soma direta do item ii) acima é ortogonal no seguinte sentido:

(u,v) =0, u€ImT,veKerT.

Os trés proximos resultados implicam que um operador normal sobre um espago

unitario de dimensao finita é diagonalizavel.

Lema 5.8.8 Sejam V um espaco com produto interno (-,-), W, e Wy subespagos de V e
T € L(V) normal. Se V = W; & W, é uma soma direta ortogonal e W; é T-invariante,

i=1,2, entao Wy é T*-invariante e T\|w, é um operador normal.
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Demonstragao. Se V = W; & W, é soma ortogonal e W, é T-invariante, o Teorema
5.4.7-iv) garante que W' é T*-invariante. Logo, W, = W' é T*-invariante. Por outro

lado, temos que
(Tlw,(w2),v2) = (T(w2), v2) = (w2, T"(v2)) = (w2, T"|w,(v2)), w2, v2 € Wo.

Segue que (T'|w,)* existe e (T'|w,)* = T*|w,. Como T é normal, obviamente Ty, é normal.
Se V ¢ um espacgo unitario, a hipétese de W, ser T-invariante nao é necessaria, ver

Exercicio 5.8.21-97. O

Lema 5.8.9 Sejam V' um espago vetorial sobre F, com produto interno (-,-), T € L(V)
normal, v € V ea € F. Entao:

1) T — aly é normal;

i1) T(v) = av se, e somente se, T*(v) = aw;

ii) Ker (T — aly) e (Ker (T — aly))* sdo T-invariantes.
Demonstragao. i)Segue das propriedades listadas no Teorema 5.4.6 que

(T —aly)" =T* - (aly)* =T* —aly, = T* — aly.

Dali,
(T—alv)(T~alv)* = (T—alv)(T* —afv)
= TT*—aT —aT"+ aaly
= T*T—‘a‘T—aT*ﬂ—aa_IV
= (T* -aly)(T - aly)
= (T — aly)*(T — aly).
ii) Basta usar o item i) e o Teorema 5.8.5 para ver que ||(T —aly)(v)|| = |(T* —alv)(v)||,
veV.

ii1) Seja v € Ker (T'—a Iy). Entao T'(T(v)) = T'(aw) = aT(v), ou seja, (T —aly )(T(v)) =
0. Logo, T'(v) € Ker (T — aly). Portanto, Ker (T — aly) é T-invariante. Por outro lado,
se v € Ker (T' — aI) entao

(T — ady)(T*(v)) =T(T*(v)) — aT*(v) =T*(T(v)) — oT*(v) = T*(aw) — aT*(v) = 0,
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isto €, T*(v) € Ker (T — aly). Portanto, Ker (T — aly) é T*-invariante. Pelo Teorema
5.4.7, segue que (Ker (T — aly))* é T-invariante. O

Teorema 5.8.10 Sejam V um espago unitdrio, de dimensdo finita e T € L(V). Entdo

T € normal se, e somente se, V possui uma base ortonormal constituida de autovetores

deT.

Demonstragao. A prova é por indugao sobre a dimensao n do espago. O cason = 1
é trivial. Assuma entdo que n > 2. Como C ¢é algebricamente fechado existem o € C e
v € V' \ {0} tais que T(v) = av. Podemos assumir que ||v|| = 1. Aplicando o Lema 5.8.8
com W, = [{v}], vemos que T'|y. é normal. Como dim rWi < dim gV, a hipétese de
indugao implica que W;- possui uma base ortonormal composta de autovetores de T|W1L

e, portanto, de T'. A uniao desta base com {v} é a base de V desejada. Reciprocamente,

suponha que B = {vq,...,v,} é uma base ortonormal de V, onde T'(v;) = ajv;, j =
—t

1,...,n. Temos, pelo Teorema 5.4.8, que (T*)8 = TZ . Portanto T*(v;) = @jv;, j =

1,...,n. Dai,

T(T*(v)) = T(Bioavi+ -+ Brlinvn)
= Ba@iT(v1) + - - + BnOnT (vn)
= fioioavy + -+ + BplinQntn
= T*(Bronvr + -+ Bnanvy)
= TY(T(v)).

Segue que T*oT =T o T*. 0O

Teorema 5.8.11 Sejam V um espago com produto interno e P € L(V) uma projecio
sobre V. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) P € normal;

it) P € autoadjunto;

wi) P é projecao ortogonal.
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Demonstragdo. Se P é normal entdo ||P(v)|| = ||P*(v)||, v € V. Logo, P(v) = 0 se, e

somente se, P*(v) =0.Sev € V e w = v — P(v) entdo
0= P(w) = P*(w) = P*(v) — P*(P(v)).

Conseqiientemente, P* = P*P. Segue que, P = P** = (P*P)* = P*P = P*, ou seja, i)
implica ii). Para verificarmos que ii) implica iii), basta verificar que se P é autoadjunto
entdo Im P e Ker P sdo ortogonais. Mas a igualdade (P(u),v) = (u, P(v)), u,v € V,
revela que v € (Im P)' se, e somente se, P(v) é ortogonal a todos os elementos de V, isto
€, se, e somente se, v € Ker P. Finalmente, suponha que P seja uma projegao ortogonal.

Entao
(u, P(v) = P*(P(v))) = (u, P(v)) — (P(u), P(v)) = (u— P(u), P(v)) =0, w,veV.
Segue que P = P* o P. Portanto, P é autoadjunto e, por conseguinte, normal. Assim iii)
implica i). a
Vamos concluir esta secao apresentando a decomposicdo espectral de um operador

normal e algumas conseqiiéncias desta. Apresentamos inicialmente alguns lemas técnicos.

Lema 5.8.12 Sejam V um espago vetorial, com produto interno e T € L(V) normal.
Entdéo Im T Y Ker T = {0}.

Demonstracao. Sejav € Im TNKer T. Entao v = T(u), u € Ve T(v) =0. Como T é
normal, T*(v) = 0. Logo, (v,v) = (v, T(u)) = (T*(v),u) =0, ou seja, v =0. m)
Lema 5.8.13 Seja V um espago vetorial, com produto interno e T € L(V) normal. Se
p € P(F) entdo p(T) é normal.

Demonstracgao. Exercicio.

Lema 5.8.14 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensdo finita, com produto

interno e T € L(V') normal. Entdo o polinémio minimal de T ndo possui raizes mailtiplas.

Demonstracao. Seja p o polindmio minimal de 7" e suponha que alguma raiz de p seja

miltipla. Entao p(A\) = (A — a)?¢()), onde o é uma tal raiz e ¢ € P(F). Como p(T) = 0,
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segue que (T — aly)? o q(T) = 0. Notemos agora que o operador T — aly é normal. Por
outro lado, se v € V temos que (T — aly)(¢(T)(v)) € Im (T — aly) N Ker (T — aly).
Pelo Lema 5.8.12, (T — ady)(q(T)(v)) = 0. Segue que (T ~ aly)q(T) = 0, contradizendo

a defini¢ao de polindmio minimal. a

Teorema 5.8.15 (Decomposigao espectral para operadores normais) Sejam V
um espago unitdrio, de dimensao finita e T € L(V') normal. Sejam ay, . . ., a, 0s autova-
lores distintos de T e Py,...,P, as projecées ortogonais de V sobre V(a;,T), 7 =
1,...,n. Entao:

)T =a1 P+ 4+ apPy;

w) Iy =P +---+ Py

i) PjoP, =0, j#k.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, o polindmio minimalde T é p(A\) = (A—ay) --- (A—
an). Definamos entdao mj e P;, 7 = 1,...,n, como na prova do Teorema 4.5.7. As con-
clusdes do teorema seguem daquela prova. Resta portanto verificar que cada P; é ortogonal

e que Im P; = V(o ,T). Se Pj(v) = v, entdo
T() = (@1Py + - + anPa) (B;(0)) = a;B5(v) = ayv,
ou seja v € V(a;,T). Por outro lado, se v € V(a;, T) entdo
arPL(v) + -+ anPa(v) = T(v) = ayv = aj( P (v) + - - - + Py (v)),

ou seja,

(o —o)Py(v) + -+ - + (an — ;) P, (v) = 0.

Segue que Pi(v) = 0, k # j e, portanto, v = P;(v), isto é, v € Im P;. Portanto,
Im P; =V(e;,T), j=1,...,n. Como cada P; = m;(T) e T é normal, P; é normal. Pelo

Teorema 5.8.11, P; é uma projegdo ortogonal. O

Observagao 5.8.16 A decomposicao de T apresentada no teorema anterior é unica
no seguinte sentido: se By, ..., [Bn sdo numeros complexos distintos e @4, ..., Qm sio
projegoes satisfazendo as condigdes i), ii) e iii) do teorema, entdo os f3;’s sdo precisamente

0s
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autovalores distintos de T (em particular m = n) e (J; é a projegdo ortogonal de V

sobre V(53;,T),j =1,...,n.

Corolario 5.8.17 Sejam V um espaco unitdrio, de dimensao finita e T € L(V') normal.

Entao T ¢ diagonalizdavel.

Demonstragao. Adotando as notagoes do teorema anterior, tome base ortonormal B;

de V(a;, T). Entdo By U ---U B, é base ortonormal de V. O

O préximo teorema caracteriza parcialmente alguns operadores normais através de

seus autovalores.

Teorema 5.8.18 Sejam V' um espago unitdrio, de dimensao finita e T € L(V') normal.
Valem as sequintes propriedades:
i) T € autoadjunto se, e somente se, cada autovalor de T € real;
w) T ¢é projegcdo ortogonal se, e somente se, cada autovalor de T € igual a 0 ou I;
wi) T € anti-autoadjunto se, e somente se, cada autovalor de T € imagindrio puro;

w) T € unitdrio se, e somente se, cada autovalor de T tem mdédulo 1.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.8.15, V possui uma base ortonormal B = {v;,...,v,}
composta por autovetores de T. Assuma que T'(v;) = a;v;, aj € C, j = 1,...,n. Se
T* = T, a equagdo T(v;) = T*(v;) corresponde a a;v; = @;vj, ou seja, a a; = a;.
Reciprocamente, se T' é normal e cada autovalor de T ¢ real, a decomposi¢ao de T' dada
pelo Teorema 5.8.15 garante que 7 = T'. Portanto, i) vale. Os demais itens sdo provados

similarmente. |

Aqui estd uma bela aplicagdo da decomposicao espectral de um operador normal.

Teorema 5.8.19 Sejam V' um espago unitdrio, de dimensdo finita e T € L(V) ndo-

negativo definido. Entao eziste um inico R € L(V') nao-negativo definido tal que T = R2.

Demonstragao. A existéncia de um operador R como pedido, segue do Teorema 5.7.6.
De qualquer maneira, uma construcao alternativa é como a seguir. Observemos inicial-

mente que T é normal. Seja entao T = a; P, + - - - + o, P, a decomposi¢ao espectral de
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T. Temos que a; > 0, 7 =1,...,n. O operador

Ri= P+ -+ /@ Py

¢ certamente normal e a expressao a direita é a decomposicao espectral de R. Como

V2 0, 7 =1,...,n, segue que R é nao-negativo definido. Célculo direto revela que

aj -

R? = T. Para completar a prova, suponha que existe um S € £(V) nido-negativo definido
tal que So .S =T. Seja
S=5C1+ -+ BnQm

a decomposigao espectral de S. Entao 8; > 0, 7 = 1; ...,me
T=S80S=p8Q+ - +B:Qm.

Pela unicidade da decomposicao espectral, segue que m = n e, apds uma possivel

reordenagao, @; = Fj, ﬂf =a4,7=1,...,n. Segue que S = R. a

Finalizamos este capitulo com a forma polar de um operador.

Teorema 5.8.20 (Forma Polar) Sejam V' um espago unitdirio e T € L(V). Valem as
seguintes afirmagoes:

i) Se UUR € L(V), U € unitdrio, R é nao-negativo definido e T = U o R entao
RP=T*oT;

i) Se R € L(V) é autoadjunto e satisfaz R? = T* o T entdo ||T(v)]] = ||R(v)||,
veV;

#11) Se dim¢ V' < oo, ezistem U, R € L(V), U unitdrio e R nao-negativo definido
tais que Uo R =T,

i) Se T € inversivel entdo a decomposi¢cdo em iii) é unica.

Demonstragao. i) J4 sabemos que U e R tém adjunta. Como 7' = U o R, temos que
T*=R*oU* = RoU* Dai,

T*oT =(RoU*)o(UoR)=RolyoR =R
it) Temos que
IR()||* = (R(v), R(v)) = (R*(v),v) = ((T"T)(v),v) = (T(v),T(v)) = |[T(w)|>, veV.
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Logo, 1i) segue.
it1) Como T* o T é nao-negativo definido, seja R € L(V) satisfazendo R*> = T* o T.
Definiremos U através da decomposi¢iao V = Im R @ (Im R)*. Precisamente, escrevere-

mos

U(R(v) +u) := Uy (R()) + Us(uw), ve€V, uc(ImR)*,

onde U e U, sdo construidos a seguir. Defina U, € L(Im R, Im T') por U;(R(v)) = T(v),
v € V. Entdo U, estd bem definida pois se R(v,) = R(vz) entao, por ii),

1T (v1) = T(v2)|I* = IT(vy — v2)}|* = | R(v1 — v2)||* = || R(v1) — R(v2)||> = 0,

ou seja, T(v1) = T(vz). Uy é um isomorfismo pois, se U;(R(v)) = T(v) = 0 entao,
por ii) novamente, R(v) = 0. Isto equivale a dizer que Ker U; = {0}. Claramente U, é

sobrejetora. Além disso,

(U(RO)), Ui(RW))) = (T(),T(w)) = (T*(T(v)), w)
= (R*(v),w) = (R(v), R"(w))
~ (R(v),R(w)), vweV,
ou seja, U; preserva produto interno. Assim, U; é unitario. Notemos agora que
dim p(Im R)* = dim p(Im T')*. Com isso, é possivel tomar U, € £{(Im R)*, (Im T)*)
unitaria. Sendo U obviamente linear, vamos agora verificar que U € unitdria. Como
dim¢ V' < oo, basta verificar que U preserva produto interno. Sejam vy,v, € V, v; =
R(vj) + uj, u; € (Im R)*, j =1,2. Entdo
(U(n),U(v2)) = (Ur(B(w1)) + Ua(w1), Ur(R(v2)) + Ua(u2))
= (T(v1) + Us(wy), T(va) + Usz(us))
= (T(n), T(v2)) + (U2(w1), Uz(u2))
= (Ui(R(wn1)), U1(R(v2))) + (Uz(u1), Uz(u2))
= (R(wn1), R(v2)) + (u1, ua)
= (R(v1) + uy, R(v2) + uz)
= (v1,v2).
Portanto, U € unitéria. Finalmente, U(R(v)) = U(R(v) + 0) = Uy (R(v)) + U(0) = T'(v),
veV.
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iv) Se T é inversivel e T = Uo R=U'o R', com U e U’ unitdrias e R e R’ ndo-negativas

definidas, entdo RoU* = (U o R)* = (U' o R')* = R' o U™ e, conseqiientemente,
R?=Ro(U*oU)oR=(R oU")o (U oR)=R o(U*oU')oR = R?

Dai, R = R'. Como R = U!0oT, segue que R ¢ inversivel. Assim, U = U o (Ro R7!) =
ToR?'=U". a

Exercicios 5.8.21 80) Sejam V um espaco euclidiano, de dimenséo 2 e T € L(V). Se
B é uma base de V, determine condigdes sobre as entradas de T de modo que T seja
normal.
81) Seja V um espaco unitario, de dimensao finita e T € L(V'). Mostre que T é normal
se, e somente se, a seguinte condigio vale: Se W < Ve T(W) C W entao T(W+) Cc W+,
82) Seja V um espago unitdrio. Para u,v € V defina T, , € L(V) da seguinte forma:
Tup(w) = (w,v)u, w € V. Prove:

1) Tuyo Ty = ||0|*Tupw, w,v,w € V;

ii) Ty, tem adjunta e Ty, = Ty ;

iii) Se u # 0 # v, Ty, é normal se, e somente se, {u,v} é 1.d,;

iv) Se u # 0 # v, Ty, € autoadjunto se, e somente se, u = av, o € R.
83) Sejam V um espago unitdrio, de dimensdo finita e 77 € L£(V) normal. Prove que
V=ImT®&KerT.
84) Sejam V' um espago unitario, de dimensao finitae T € L(V'). Assuma que T é projegio
e normal. Prove:

1) T é projecao;

i) Im T =Im T

iii) T é uma projegao ortogonal.
85) Sejam V um espago euclidiano, de dimensao finita e T, S € L(V). Prove:

1) Se T e S sdo normais entao trago (S o T) = trago(T o S);

i1) T’ é normal se, e somente se, trago (T2 o (T*)? — (T o T*)?) = 0.
86) Sejam V um espago unitério, de dimensao finita e T € L(V'). Prove que T é normal
se, e somente se, T* = p(T'), para algum p € P(C).
87) Sejam V um espacgo vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e T € L(V)

normal. Prove que se S € L(V) satisfaz SoT =T o S entdo SoT* =T*0 S.
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88) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto internoe 7, S € L(V)
normais. Se T oS = SoT entao T+ S e T o S sao normais.
89) Sejam V um espago unitdrio, de dimensao finita e T' € L(V). Prove que T é normal
se, e somente se, T =T + 1T, onde T} e T3 sao autoadjuntos e Ty 0Ty, = T 0 Ty.
90) Sejam V um espaco unitério, de dimensao finita e T, S € £(V) normais. Assuma que
SoT =ToS. Prove que:

i) Existe R € £(V') normal tal que T = p(R), S = q(R), p,q € P(C);

ii)Se Ry e L(V), RioT=ToR, e RioS=S0R, entio RoR; = Ry o R.
91) Sejam V um espago unitdrio, de dimensao finita e 7, S € L(V) normais. Se SoT =
T o S entdo existe uma base ortonormal B de V tal que TZ e SE sdo diagonais.
92) Sejam V um espago unitdrio, de dimensao finita e T € L(V). Prove que T é diago-
nalizavel se, e somente se, existe S € L£L(V') inversivel tal que S 0T o S é normal.
93) Sejam V' um espago unitério, de dimensao finita, com produto interno e T, S € L(V)
normais. Prove: existe um isomorfismo R € L(V) talque T'= R~ 0 S o R se, e somente
se, T e S possuem o mesmo polindmio caracteristico.
94) Sejam V um espacgo vetorial, de dimensdo finita, com produto interno e T € L(V).
Dizemos que T é uma zsometria parcial quando T* o T é uma projecao ortogonal. Prove
que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

i) T' é uma isometria parcial;

il) T* é uma isometria parcial;

) ToT*oT =T,

iv) IT()Il = |lvll, v € (Ker T)*;

W) IT* @) = [, v € (Ker T*)*-
95) Decida se as afirmagdes abaixo sao verdadeiras. Justifique.

i) Todo operador unitirio é uma isometria parcial;

ii) Toda isometria parcial é um operador unitério;

iii) Toda projec¢do ortogonal é uma isometria parcial;

iv) Toda isometria parcial é uma projegao ortogonal;

v) Todo operador normal sobre um espago unitario é um operador unitario;

vi) Todo operador normal sobre um espago unitdrio é um operador unitario;

vii) Todo operador normal que é uma proje¢io é autoadjunto;
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viii) Todo operador normal nilpotente é nulo;

ix) Todo operador normal T satisfazendo T2 = T3 é uma projegao.
96) Sejam V um espago vetorial, de dimensao finita, com produto interno e T' € L(V).
Prove que se T é normal e uma isometria parcial entao todo autovalor nao nulo de T é
unitario.
97) Sejam V' um espago unitario, de dimensao finita, e T € L(V'). Prove que as afirmagoes
abaixo sao equivalentes:

1) T é normal;

ii) Se W é T-invariante entao W é T*-invariante;

iii) Se W é T-invariante entdo W' é T-invariante;

iv) Se W é T*-invariante entdo W é T-invariante;

v) Se W é T*-invariante entdao W+ é T*-invariante.
98) Sejam V um espaco euclidiano, de dimensdo finita e T € L(V). Prove as seguintes
afirmacodes:

i) Se T ¢ anti-autoadjunto entdo existe uma base ortonormal B de V tal que TE é

diagonal em blocos, onde os elementos da diagonal principal sdo, respectivamente,

0 —Q 0 — Qg

(631 0 Q. 0

onde o; #0,7=1,...k, e 2k = p(T);
ii) Se T é ortogonal entdo existe uma base ortonormal B de V tal que TE é diagonal

em blocos, onde os elementos da diagonal principal sdo, respectivamente,

cosa; — sena; cosqay — Ssen oy
R, e ol B o3 |
sen o cos sen oy COS (g,

onde 77 le; € Z,j=1,... k.
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Capitulo 6

Formas Bilineares

6.1 Definicoes e Exemplos
Vamos neste capitulo final estender o conceito de produto interno.

Definicao 6.1.1 Sejam V e W espagos vetoriais sobre F'. Uma funcao bilinear sobre
V x W € uma fungéo f : V x W — F satisfazendo:

i) flavy + ve,w) = af(vy,w) + f(va,w), a€F, wv,veV, weW;

it) f(v, Bwy +ws) = Bf(v,un) + f(v,ws), BEF, veV, w,w,eW

Quando V = W, dizemos que F' é uma forma bilinear sobre V.

O conjunto B(V, W) das fung¢des bilineares sobre V' x W, munido das operagoes de

soma e produto usuais é um espaco vetorial sobre F'.

Exemplos 6.1.2 1) Se V é um espago euclidiano com produto interno (-, -} entdo f(u,v) =
(u,v), u,v € V, define um elemento de B(V,V).
2) Sejam V' = M, xn(F) e fixemos A € My,xm(F). Entdo a expressio

fa(X,Y) =traco (X*AY), X,Y eV,
define um elemento f4 € B(V, V). De fato,

falaX + Z)Y) = trago((aX + Z)'AY)
= trago ((aX*' + Z')AY)
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= trago (aX'AY + Z'AY)

= atrago (X'AY) + trago(Z'AY)

= afa(X,Y)+ fa(2)Y), a€F, XY, ZecV.
Analogamente, fa(X,8Y +2) =Bfa(X,Y)+ fu(X,2), b€ F, X,)Y,Z€ V.

3) Sejam V o subespago de C®! formado pelas fungdes que sao continuas e K : [0,1] x

[0, 1] — C uma fungao continua. A funcdo ¢ dada por

o(1.9)= [ [ 16K e0dsar, fgev
é um elemento de B(V, V).
4) Sejam F um corpo e V = F2. Se f € B(V,V) entio
fl(ar,02),(B1,82)) = f(ea(1,0) + 2(0,1), 51(1,0) + 52(0,1))
= 016£((1,0),(1,0)) + a1 B2 f((1,0), (0, 1))
+ B102f((0,1),(1,0)) + @282£((0,1),(0,1)), on,0a2,51,82 € F.

Logo, f é determinada pelos escalares

a1 = f((].,O), (1)0))’ 12 = f((I: 0)) (Ow 1))> a1 = f((01 1)1 (1) 0))’ A22 = f((O, 1)) (0) 1))

Precisamente,

f(ag, a2), (B, B2)) = anoafi + anparfe + azazf + azozfs

= (m az) G A , 01,00,01,8; € F.
a1 Q22 Bo

A idéia contida no exemplo anterior ¢ estendida a seguir.

Sejam V e W espago vetoriais sobre F', de dimens3o finita, B = {v;,...,v,} base de
V,C ={w,...,w,} basede We fe BV,W). SeveV,we W, v= z;.’zlajvj e
v =) p, Brwg, temos que

n m n m
- (z - }:ﬂkwk) =35 a8y e)
j=1 k=1 71=1 k=1
Se A = (ajx) = (f(vj, wx)), obtemos

n

Z ajka]-,Bk = XtAY

7=1 k=1

onde X = (ag)mx1 €Y = (Bj)nx1.
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Definicao 6.1.3 A matriz A ezplicitada na construgao acima é denominada a matriz

de f em relacao as bases B e C.

Observagao 6.1.4 Quando V = W, é muito comum usar-se C = B na definigdo an-
terior. Neste caso, a matriz é simplesmente denominada matriz de f em relagao a base

B.
As seguintes propriedades sao de facil verificacao.

Teorema 6.1.5 Sejam V e W espagos vetoriais sobre F', de dimensées finitas, By e B,
bases de V', Cy e Cy bases de W e f € B(V,W). Seja A; a matriz de f em relagdo ds
bases Bj e C;, j = 1,2. Entdo Ay = (Mgf)‘AlMgf.

Observagao 6.1.6 Se V = W, B; = Cy e By = (5, a igualdade matricial do teorema

anterior torna-se Ay = (M gf)tAlM gf, ou seja, A; e Az sdo congruentes.

Teorema 6.1.7 Sejam V e W espacos vetoriais sobre F', de dimensées m e n, respecti-
vamente, e B e C bases de V e W, respectivamente. A funcdo que associa a cada elemento
de B(V,W) sua matriz em relagdo as bases B e C é um isomorfismo entre B(V,W) e

My (F).
A seguir, descrevemos alguns tipos especiais de formas bilineares.

Definigao 6.1.8 Sejam V um espaco vetorial sobre F e f € B(V, V). Entao f é dita ser
i) simétrica quando f(u,v) = f(v,u), u,v € V;
it) anti-simétrica quando f(u,v) = —f(v,u), u,v € V;

i11) alternada quando f(v,v) =0, v e V.

Exemplos 6.1.9 1) No exemplo 6.1.2-1), f é simétrica.
2) Sejam F um corpo, A = (ajix) € Mpxn(F) e f € B(F", F™) dada por

fllaa, .. yom), (Bry- -, Bn)) = (a1 ... o) aj)(Br ... Bn), o;,B;€F, j=1,...,n

Entao f é simétrica se, e somente se, A® = A, anti-simétrica se, e somente se, A* = —A

e alternada se, e somente se, A’ = ~Aea;; =0,5=1,...,n
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Observacao 6.1.10 1) A matriz de uma forma bilinear simétrica em relagao a qualquer
base do espago é simétrica.
2) Se F' tem caracteristica # 2, V' é um espago vetorial sobre F e f € B(V,V) é simétrica

e anti-simétrica entao f = 0.

Teorema 6.1.11 Sejam V um espago vetorial sobre F' e f € B(V, V).
i) Se f € alternada entdo f é anti-simétrica;
it) Se F' tem caracteristica # 2 e f € anti-simétrica entdo f € alternada;
wi) Se F tem caracteristica # 2 entdo f decompée-se de maneira Unica como a

soma de uma forma bilinear simétrica com outra anti-simétrica.

Demonstragio. i) Segue da identidade
f(U,U)+f(U,U) = f(U+U,U+’l)) - f(u,u) - f(vvv)r u,v € V.

ii) Se f é anti-simétrica entdo f(u,u) = —f(u,u), u € V, ou seja, 2f(u,u) =0, v e V.
Dai, se F' ndo tem caracteristica igual a 2, f(u,u) =0,uv € V.

iil) Se a caracteristica de F' ndo ¢é 2, vale a férmula

flu,) = S(f0) + f(,0) + 5(f(w,0) — f@,0), wv eV,

A conclusio segue. A unicidade fica como exercicio para o leitor. a

Observagao 6.1.12 Nas condigbes do teorema acima, B(V,V) é soma direta do sub-
espaco formado pelas formas bilineares simétricas com o subespaco formado pelas formas

bilineares anti-simétricas.

Exercicios 6.1.13 1) Sejam V um espago vetorial, {v1,...,v,} basede Ve {T,...,T,}
base de V*. Se fix(v,w) = T;(v)Ti(w), v,w € V, 5,k =1,...,n, comprove que 0 conjunto
{fix : 5,k =1,...,n} é uma base de B(V, V).
2) Descreva todas as formas bilineares simétricas (anti-simétricas) sobre R3.
3) No espago V' = M,,x,(C) defina f(A, B) = ntrago(AB) — (trago A) (traco B), A, B €
V.

i) Prove que f € B(V,V);

i1) Decida se f é simétrica.
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4) Comprove que f € B(Z, Z,) dada por f(@,B) = aB, @, 3 € Z, é anti-simétrica, mas
nao € alternada.

5) Seja V um espago vetorial sobre C. Assuma que a fungao f : V x V — C é linear
sobre R na primeira varidvel, linear na segunda e satisfaz f(u,v) — f(v,u) € R, u,v € V.
Prove que 2i f = fi1 + f, onde, f, é linear na primeira varidvel e linear conjugada na
segunda varidvel e fo é uma forma bilinear simétrica sobre V. Comprove que f; e f2 sao

determinadas de maneira Gnica por estas condigoes.

6.2 Ortogonalidade

A nogdo de ortogonalidade vista anteriormente pode ser estendida da seguinte forma.

Definigao 6.2.1 Sejam V um espago vetorial sobre F e f € B(V, V). Dois vetores u,v €
V' sa@o ortogonais (em relagdo a f) quando f(u,v) = f(v,u) = 0. Dois subconjuntos A e

B de V sdo ortogonais (em relagdo a f) quando f(u,v) =0, u € A, v € B.

A relagao entre ortogonalidade e os conceitos anteriores é descrita no teorema abaixo.
Dentre outras coisas, o teorema revela que o conceito de ortogonalidade é mais apropriado

quando a forma bilinear é simétrica ou anti-simétrica.

Teorema 6.2.2 Sejam V um espago vetorial sobre F e f € B(V,V). Sao equivalentes:
i) Seu,v €V e f(u,v) =0 entao f(v,u) =0;
it) f € simétrica ou alternada;

wi) f é simétrica ou anti-simétrica.

Demonstragao. Suponha inicialmente que f nao é simétrica nem alternada. Entio
podemos encontrar u,v,w € V satisfazendo f(u,v) # f(v,u) e f(w,w) # 0. Existem
dois casos a considerar:

Caso 1: w = u ou w = v. Sem perda de generalidade assumimos que w = u. Entao,
definindo uy = f(v, u)u~f(u, u)v temos que f(uy,u) = f(u,u)f(v,uv)—f(u,u)f(v,u) =0.
Mas, f(u,u1) = f(u,u)f(v,u) — f(u,u)f(u,v) # 0. Neste caso, a condigdo i) ndo vale.
Caso 2: w # u e w # v. Aqui, podemos supor, adicionalmente, que f(u,u) = f(v,v) =0,

f(u,w) = f(w,u) e f(v,w) = f(w,v). De fato, sendo aplicamos diretamente o caso
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anterior. Se f(u,w) = f(v,w) = 0, definimos v; = f(w,w)u — f(u,v}w e w; = v + w.
Entdo f(vi,w1) = flw,w)f(u,v) — f(w,w)f(u,v) = 0 e flw,n) = flw,w)f(v,u) —
flw,w)f(u,v) # 0, e, novamente, a condi¢ao i) nao vale. Se f(u,w) # 0 ou f(v,w) # 0,
entdo existem o, 8 € F tais que of (u, w)+Bf(v, w) # 0. Definimos entdo v, = au+ Bv+
yw e wy = — f(w, v)u+Lf(w, u)v+w, onde v € F é escolhido de modo que f(vy, wq) = 0.
Dai, notando que f(v2,w2) — flwe,v2) = (f(u,v) — f(v,u))(af(u,w) + Bf(v,w)) # 0,
segue que f(ws,ve) # 0. Mais uma vez, i) ndo vale. Assim, concluimos que i) implica
it). O teorema anterior revela que ii) implica iii), enquanto que a implicagao restante é

imediata. ‘ a

A seguir, estendemos a nogdo de complemento ortogonal.

Definicao 6.2.3 Sejam V um espaco vetorial sobre F', W um subespaco de V e f €

B(V,V) simétrica ou anti-simétrica. Entdo, o ortogonal de W em relagao a f é
Wt={veV:flv,w)=0, weWl={veV: flw,v)=0, we W}

W € isotrépico se W N W+ 3 {0} e é totalmente isotrépico se W < Wi. f ¢ nao
degenerada se V1 = {0} e degenerada, caso conirdrio. O posto de f é a codimensdo de
VL

Observagao 6.2.4 Nas notagdes acima, W é isotrépico se, e somente se, flwxw €

degenerada. Ainda, W é totalmente isotrépico se, e somente se, flwxw = 0.

Exemplos 6.2.5 1) Seja V um espago euclidiano e seja f seu produto escalar. Qualquer
subespago nao trivial de V nao é isotropico.

2) Seja F' um corpo e consideremos f € B(V, V) cuja matriz em relagio 4 base canénica
é A. Entdo f é ndo degenerada se, e somente se, A é inversivel. De fato, se denotarmos

a base canonica de F™ por B = {v1,...,v,} entdo as entradas de A sdo dadas por
sk :v;-Avk:f(vj,vk), j,k:].,...,n.

Portanto, A é nao inversivel se, e somente se, existem escalares aj, 7 = 1,...,n, nao
todos nulos, tais que o vetor v = oyv; + - - - + apv, satisfaz f(v;,v) =0,5=1,...,n. Isto

equivale a dizer que v € V+.
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3) Sejam V' um espago vetorial e f € B(V,V) simétrica ou anti-simétrica. A aplicacio f
dada por
flo+Vhwt VY = f(v,w), v,weV

define um elemento de B(V/V+,V/V*+). Se f é simétrica (resp. anti-simétrica), assim é

f.
4) Sejam V um espago vetorial e f € B(V,V) simétrica ou anti-simétrica. Seja W
satisfazendo V = W @ VL. Entao 7|W><W é nao degenerada. Em particular, W é nao

isotrépico.

Aqui estdo algumas propriedades do ortogonal de um subespaco em relacdo a uma

forma bilinear.

Teorema 6.2.6 Sejam V um espago vetorial e f € B(V, V) simétrica ou anti-simétrica.
Valem as sequintes propriedades:

i) Se UUW <V entdo (U+ W)t =UtnWw;

i) SeU CW <V entio Wt cC UL,

i) Se U <V entdo U C Ut;

w) Se U <V entdo U+ = Ut+t;

v) Se V=VL®W, para algum subespaco W de V entdo W ndo é isotrépico;

vi) Se V= W1 & --- @ W, € uma soma direta formada por subespacos dois a
dois ortogonais, entdo V* = Wit @ --- ® W, onde W3- é em relagao a f; = flw,xw;,

7=1,...,n.

Demonstragao. Provaremos somente o item v). Os demais sdo andlogos a outros que
fizemos no capitulo anterior. Se wy € WNW+* entdo f(wp,w) =0, w € W. Dai,sev €V

entiov =vi4+w, vteVi weWe
f('wo,v)=f(w0,vL)+f(wo,w):0+0:0,

ou seja, wy € V1. Assim, wyg cEVinw = {0}. |

Teorema 6.2.7 Sejam V um espago vetorial, de dimensdo finita e f € B(V, V) simétrica

ou anti-simétrica e nao-degenerada. Valem as seguintes propriedades:
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1) A aplicagao v € V — f(-,v) € V* € um isomorfismo;
i) Se W <V entio Wit =W;
Z’L’L) Se W1 C W2 S Ve W1 7£ W2 entao WIJ" ?é WzJ'.

Demonstragao. i) Basta observar que a aplicagio é linear e injetora. Portanto, é um
isomorfismo.

ii) J4 sabemos que W C W+ pelo Teorema 6.2.6. Se W # W' entdo existe T € V* tal
que T|w = 0e T|wrs # 0. Dai, por i), T = f(-,v), para algum v € V. Portanto, v € W+
mas, v ¢ W+, contradizendo a propriedade iv) do Teorema 6.2.6.

iii) Se W) C W, entao Wit C Wit. Se Wit = Wi, o item ii) garante que W) = Wit =
Wi+ = W,, contradizendo a hipétese. Logo, Wit # Wit. O

Exercicios 6.2.8 6) Sejam V um espaco vetorial sobre F e f € B(V,V) simétrica ou
anti-simétrica. Se Wy, ..., W, sao subespacos totalmente isotropicos de V' e para 7 # k
temos W; C Wy ou Wi C W;, prove que W; e Wy sao ortogonais quando j # k e
Wi + - - - + W, é totalmente isotrdpico.

7) Sejam V' um espago vetorial sobre F' e f € B(V,V) simétrica ou anti-simétrica. Prove
que cada subespaco totalmente isotropico de V' esta contido em algum subespaco total-
mente isotrépico maximal.

8) Sejam V um espaco vetorial sobre F' e f € B(V, V). Considere os seguintes conjuntos:
Vi={veV: flow)=0weV}eV:={veV: flwv)=0we V} Prove
que se dim pV < oo entdo V=V = V. Quais implicagdes este exercicio traz para a
definicao 6.2.37

9) Sejam F' um corpo e considere o subespago V' de F'™ formado pelas sequéncias que

possuem somente um nimero finito de termos nao nulos. Se f € B(V,V) é dada por

f((al,az,...),(,81,62,...)):Za]ﬂjﬂ, aj,,b’j EF, ]—_—1,2,

=1

prove que V* # V51
10) Sejam V um espaco vetorial sobre F', de dimensao finita e f € B(V, V). Prove que f

tem posto 7 se, e somente se, existem {T,...,T,},{S1,...,S-} C V*, ambos Li, tais que
f(u,v) :Tl(u)sl(v)+"'+Tr(u)5r(v)7 u,v € V.
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11) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita, f € B(V,V) simétrica e
ndo-degenerada e a € F'. Assuma que existe v € V' \ {0} tal que f(v,v) = 0. Prove que
existe w € V tal que f(w,w) = a.
12) Considere o espaco e a forma bilinear do exercicio 3).

1) Prove que f é degenerada;

ii) Se W = {A € V : trago A = 0}, provar que f|wxw € ndo degenerada,;

i) SeU ={A €V :tragpA=0e A= —A}, prove que f(A, A) <0, A € U\{0};

iv) Calcule o posto de f.
13) Sejam V' um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e f € B(V, V). Assuma que
V possui um subespago W tal que f|wxw é nao degenerada. Prove que o posto de f é
> dim pW.
14) Sejam V um espago vetorial sobre C, de dimensdo finita, f € B(V,V), S = {f €
B(V,V) :f é simétrica} e A = {f € B(V,V) :f é anti-simétrica}. Mostre que S e A sao
subespagos de B(V, V) e determine suas dimensoes.
15) Determine uma base para o espago das formas bilineares anti-simétricas sobre R*.
16) Sejam f,g € B(C",C") satisfazendo: f simétrica, g é anti-simétrica e f + g = 0.
Prove que f =g = 0.
17) Sejam F' um corpo de caracteristica # 2 e V um espago vetorial sobre F, de dimensao
n. Prove:

i) O operador dado pela expressdo 2P(f)(u,v) = f(u,v) — f(v,u), v,v € V, f €
B(V,V) é uma projecao de B(V,V);

it) O posto de P é n(n —1)/2;

iii) Se T € L(V), a expressdo Rr(f)(u,v) = f(T(v),T(w)), u,v € V, f € B(V,V),
define um operador linear sobre B(V, V),

iv) Se T € L(V), Po Ry = Ry o P.
18) Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensido finita e T7,T> € V*. Prove que
a expressdo f(u,v) = T1(u)T2(v) — T1(v)T2(u), u,v € V, define um forma bilinear anti-
simétrica sobre V. Prove ainda que f = 0 se, e somente se, {T7,T>} é 1.d.
19) Sejam V um espaco vetorial sobre C, de dimensao finita e f € B(V, V') anti-simétrica.
Prove que f tem posto 2 se, e somente se, existe um subconjunto l.i. {77,T>} de V* tal
que f(u,v) = T1(uw)T2(v) — T (v)T2(u), u,v € V.
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6.3 Diagonalizacao de Formas Bilineares

Nesta segao, estudamos representagoes matriciais para alguns tipos especiais de formas

bilineares sobre espagos de dimensao finita. Comegamos com o seguinte resultado técnico.

Teorema 6.3.1 Sejam V um espago vetorial sobre F' e f € B(V,V) simétrica ou anti-
simeétrica.

i) Se W é um subespago de V, de dimensdo finita e nao-isotrépico entao V =
We Wk,

i) Se v1,...,un € V e a matriz (f(vj,vx)) € inversivel entao {vy,...,v,} € Li. e

W = [{vy,...,v,}] satisfaz V=W & W+.

Demonstragao. i) Como W nao é isotrépico, W N W+ = {0}. Seja v € V. Como a
funcio w € W — f(w,v) € F é um elemento de W* e f|lwxw € ndo degenerada, o
Teorema 6.2.7 garante a existéncia de wp € W tal que f(w,v) = f(w,wyp), w € W. Dal,
v —wy € W, ouseja, v = (v—wy) +wp € Wt +W. Isto mostraque V=W +Weo
resto segue.

ii) Exercicio. O

Teorema 6.3.2 Sejam V um espago vetorial sobre F', de dimensao finita e f € B(V,V)
alternada. Valem as seguintes propriedades:
i) Eziste uma base B de V' tal que a matriz de f em relacdo a B €é diagonal em

blocos, onde os elementos da diagonal sao, respectivamente,

0 1 0 1

7T 707"‘10;
-1 0 -1 0

it) Na representagdo do item i), o nimero r de blocos de ordem 2 e o nimero s de ze-

ros dependem exclusivamente de f: s = dimpV?L er = (dimpV —5)/2 = (posto de f)/2.

Demonstragao. i) Podemos assumir que f # 0. Existem entio v,,v; € V tais que
f(vy,v2) # 0. Como f é alternada, {v;, v} é Li. Trocando v, por algum multiplo apro-

priado, podemos supor que f(v1,v3) = 1 = —f(v2,v1). Dai, se W = [{v;}] & [{v2}], 2
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matriz de f|wxw em relacdo a alguma base apropriada tem a forma

0 1
-1 0

Em particular, W é nao isotrépico. Pelo teorema anterior, V = W & W,. Repetindo o
processo para W+, e assim sucessivamente, o resultado segue apés um numero finito de
passos.

if) Se existirem exatamente 7 blocos 2 x 2 do tipo descrito acima na diagonal da matriz
representando f, tal representacdo corresponde a uma decomposicao de V' na forma
V =W --®W,®Wy, onde flw,xw,, j = 1,...,7, é ndo degenerada e f|wyxw, = 0. Isto

implica que V+ = Wy, s = dim pWy = dim gV e, conseqiientemente, dim gV —s = 2r.0

Observacao 6.3.3 O leitor deve observar que duas formas bilineares alternadas que
possuem uma mesma representagido matricial (em rela¢do a bases diferentes do espago)
possuem o mesmo posto. Reciprocamente, se duas formas alternadas possuem o mesmo
posto, entao existem bases do espaco tais que as representagoes matriciais das formas em

relacao a estas bases sao iguais.

No restante desta se¢ao, vamos buscar representacoes matriciais para formas bilineares

simétricas.

Teorema 6.3.4 Sejam F um corpo de caracteristica # 2, V um espago vetorial sobre
F, de dimensdo finita e f € B(V,V) simétrica. Entao eziste uma base {vy,...,v,} de
V tal que a matriz de f em relacdo a ela é diagonal, onde os elementos da diagonal
principal sao, respectivamente, oy, ...,0,,0,...,0, onde a; #0, 3 =1,...,7. O nimero

r € precisamente dim pV — dimpV'L.

Demonstracao. A prova é feita por indugao sobre n = dimgV. Se n = 1, nada a

demonstrar. Suponha que n > 2. Se f(v,v) =0, v € V, entdo
2f(v,w) = f(v+w,v+w)— f(v,v) = flw,w)=0, v,weV,

ou seja, f é identicamente nula. Logo, podemos assumir que f(v,v;) # 0, para algum v, €

V. Entao [{v:}] é um subespago nao isotrépico e, conseqiientemente, V' = [{v; }]®[{v1 }]*

169



pelo Teorema 6.3.1. Aplicando a hipétese de indugao a f|{,}))x[{v,)}, €ncontramos uma
base {vs,...,v,} de [{v1}]* que possui a propriedade desejada. A base {vy,...,v,} é a

base de V' procurada. 0

Corolario 6.3.5 Se no teorema anterior, ainda tivermos que £ € algebricamente fecha-

do, existe uma base de V' tal que a representacao de f em relagdo a ela é da forma

I, 0
0 0

onde r é precisamente o posto de f.

Demonstracdo. Escolha uma base {v1,...,v,} como no teorema anterior. Como F é
algebricamente fechado, existem escalares a; € F \ {0}, 7 = 1,...,n tais que a]? =

f(vj,v;), 3 = 1,...,r. Definimos entdo w; = a;*

4 vj,jzl,...,rewj:vj,j:r+

1,...,n. A matriz de f em relagdo & base {w;, ..., w,} tem a forma desejada. a

Observacgao 6.3.6 A observagao 6.3.3 vale agora para formas bilineares simétricas.

Corolario 6.3.7 Se no teorema anterior F' = R, entao existe uma base de V' tal que a

representacdo de f em relacao a ela é da forma

I, 0 O

0 -1, 0

0 0 O
Demonstragao. Escolha base {v1,...,v,} como no teorema anterior. Defina entdo w; =
|f(v;,v;)|"V?v;, 3 = 1,...,7 e w; = v;, caso contrdrio. A base procurada é entdo uma
reordenacgao de {wy, ..., wn}. 0

Mostraremos a seguir que os nimeros p e ¢ do corolario acima sao tinicos e dependem

exclusivamente da forma bilinear f. Para tanto, introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 6.3.8 Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita e f € B(V,V)

simétrica. Uma decomposicao formal de V' relativa a f é uma decomposigao da forma
V= V_}_@V_@Ifo, onde f(’U,’U) > 07 CAS V+\{0}: f('l),'l)) < Oz CAS V-\{O}: flVoXVo =0

e cada dots subespagos da decomposicao sao ortogonais.
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Teorema 6.3.9 Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita, f € B(V,V)
simétrica e V =V, ®V_ @ Vy uma decomposigao formal de V em relagao a f. Valem as
seguintes propriedades:

i) Vo =V4;

1) Vy € mazimal, isto €, se V. CW <V e f(v,v) >0, v € W\ {0} entao V, =W,

i) V_ é mazimal, isto €, se V- C W <V e f(v,v) <0,v e W\{0} entao V_ = W.

Demonstragao. i) Como Vj é ortogonal a V', V; C V+. Por outro lado, pelo Teorema
6.2.6.-1) vemos que V!t =V nVinVit c Vit =VpnVL Logo, V& C V4.

ii) Assuma que existe W < V tal que V, ¢ W # V, com f(v,v) > 0, v € W \ {0}.
Obviamente, V = W + V_ + V4. Dali,

dimp(WNn(V_®d V) = dimpW +dimp(V- @ V) — dim pV
= dim W — dim gV, > 0.

Logo, W N (V_ @ V,) # {0}. Isto é uma contradigao ji que f(v,v) >0, v e W\ {0} e
f(v,v) <0, veV_aV,.

iit) Exercicio. O

Teorema 6.3.10 Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensdo finita, f € B(V,V)
stmétrica e U um subespago de V. Se U é maximal como descrito no Teorema 6.3.9-i1)

entdo eziste uma decomposicio formal de V na formaV =U® V. VL, para algum V..

Demonstragao. Assuma que U é maximal. Pelo Teorema 6.3.1, V = U @ U'.
Obviamente, V- C U*. Se f(v,v) > 0 para algum v € U' entdo U & [{v}] contradiz
a maximalidade de U. Logo, f(v,v) < 0, v € UL. Notando agora que —f|yLyys é um
produto interno sobre U' e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz vemos que
—f(v,w) < f(v,v)f(w,w), v,w € UL. Dai, se f(uo,up) = 0 para algum uy € U entdo
flug,w) =0, w € UL. Conseqiientemente, f(ug,v) =0, v € V, isto é, ug € V. Portanto,
se W é um complementar de V+ em U, concluimos que f(w,w) < 0, w € W. Assim,

Ud W @ V1 é uma decomposi¢ao formal de V. 0

Observacao 6.3.11 Vale resultado analogo para um subespago maximal como descrito

no Teorema 6.3.9-iii).
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Teorema 6.3.12 Sejam V' um espago vetorial sobre R, de dimensdo finita, f € B(V,V)
simétrica e W um subespago de V. Se V =V, @V_@ V'L = V; ®V. & VL sio duas de-

’

composigoes formais de V relativas a f entao dimg V, = dimg Vfr e dimg V. = dimg V.
Demonstragao. Certamente V, N (V. @ V+) = {0}. Logo,

dimg V, = dimg(Vy+ V. +V1) —dimg(V. @ V')
< dimg V — dimg(V. ® V1)

dimR V_;

As outras desigualdades seguem de maneira analoga. O

Observagao 6.3.13 E facil ver agora que, nas condi¢bes acima, dois subespagos de V

que sdo maximais como no Teorema 6.3.9-ii) ou iii), tém mesma dimensao.

A definigdo abaixo é o dltimo ingrediente necessario para uma classificagao mais pre-

cisa das forma bilineares simétricas.

Definigao 6.3.14 Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita e f € B(V,V)
stmétrica. Seja p a dimensao de qualquer subespaco mazimal como descrito no Teorema
6.3.9-i1) e q a dimensdo de qualquer subespago mazimal como descrito no Teorema 6.3.9-
i1). Seja ainda, s = dimg V+. O indice de f € a terna (p,q,s) e a assinatura de f é o

numero p — q.

Teorema 6.3.15 Seja V um espaco vetorial sobre R, de dimensdo finita. Valem as
sequintes propriedades:

i) Toda forma bilinear simétrica sobre V tem uma representacao matricial como
descrita no Coroldrio 6.3.7. A tripla (p,q, s) € ezatamente o indice da forma;

it) Duas formas bilineares simétricas possuem uma mesma representagdo matricial
se, e somente se, elas possuem o mesmo indice;

1) Duas formas bilineares simétricas possuem uma mesma representacdo matricial

se, e somente se, possuem 0 mesmo posto e a mesma assinatura.

Demonstracao. Exercicio.
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Concluimos este capitulo refinando os resultados no caso em que o espago envolvido

tem produto interno.

Teorema 6.3.16 Sejam V um espago euclidiano, de dimensdo finita n e f € B(V,V)
simétrica. Valem as sequintes propriedades:

i) Eziste uma base ortonormal {v,,...,v,} de V tal que a representagao matricial
de f em relagao a ela é diagonal;

it) (Lei da Inércia de Sylvester) Os escalares ay,...,an na diagonal principal da
representacdo do item i) dependem exclusivamente de f e sao unicos no sequinte sentido:
se a representacao de f em relagao a alguma outra base ortonormal de V é diagonal, entao
a diagonal principal desta matriz é formada pelos mesmos o;’s, dispostos possivelmente
em uma ordem diferente;

i) Se (p,q,s) € o indice de f entdo p = ndmero de o;’s que sdo positivos, ¢ =

niumero de o;’s que sao negativos e s = numero de o;’s que sao nulos.

Demonstragio. i) Seja {wy,...,w,} uma base ortonormal de V. A matriz A de f em
relagdo a esta base é simétrica. Logo, sendo A a matriz de um operador ortogonal sobre
V' em relagdo aquela base, e sendo tal operador diagonalizavel, podemos encontrar uma
outra base ortonormal {vy,...,v,} de V tal que a matriz deste operador em relagao a
esta nova base é diagonal (a diagonal principal dela contém os autovalores do operador).
Segue que a representacao matricial de f em relacio a esta base é diagonal.

i1) Exercicio.

ii1) Exercicio. O

Exercicios 6.3.17 20) Sejam V um espago vetorial sobre C, de dimensdo finita e f €
B(V,V) anti-simétrica. Mostre que o posto de f é par e que existe uma base de V em
relacao a qual a matriz de f é diagonal em blocos, onde os elementos da diagonal sio,

respectivamente,
0 1 0 1

0,...,0,
-1 0 -1 0

21) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensdo finita e f € B(V,V) tal que
f(v,v) > 0, v € V \ {0}. Prove que existe uma base de V tal que a representagio de
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f em relagao a ela é diagonal em blocos, onde as entradas na diagonal principal sio,

respectivamente,

onde o; € R\ {0}, 7=1,... k.
22) Seja V = M,«n(R) e defina f € B(V, V) pela seguinte férmula: f(A, B) = traco (AB),
A, B € V. Prove que:

1) f(A,A) >0, Ae {AeV: A= A},

ii) f(A,A) <0, Aec {AeV: A=A},

iii) Os conjuntos {A € V : A* = A} e {A € V : A' = — A} sédo ortogonais;

iv) A assinatura de f é n.
23) Sejam V' um espago vetorial sobre R, de dimensao finita e defina f € B(L(V), L(V))
por f(T,S) =traco(T o S), T,S € L(V). Prove que a assinatura de f é dimg V.
24) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita e defina f € B(L(V), L(V))
por f(T,S) = trago (T oS) —trago (T)trago(n), T, S € L(V). Ache o posto e a assinatura
de f.
25) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensio finita, W um subespago de V e
f € B(V,V) simétrica de indice (p, g, s). Prove que:

i) Se W é isotrépico e maximal entdo dimg W = s + min{p, ¢};

ii) Se W é maximal e f(w,w) # 0, w € W \ {0} entdo dimg W = s + min{p, q}.
26) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita > 3 e f € B(V, V) simétrica
e T € L(V). Prove que se T oS = SoT, para todo S € L(V) satisfazendo f(u,v) =
f(S(u), S(v)), u,v € V, entdo T é um multiplo de Iy.
27) Sejam V um espago vetorial sobre R, de dimensao finita n, f € B(V, V') simétrica
de indice (n — 1,1,0) e u,v € V. Prove que se f(u,u) <0, f(v,v) > 0 entdao f(u,v)* >
f(u,u) f(v,v). Conclua que vale a igualdade na expressdo acima se, e somente se, {u, v}
é 1.d.
28) Sejam V' um espago vetorial sobre C, de dimensdo finita e f,g € B(V,V) anti-
simétricas. Comprove: existe ' € L(V) injetora tal que f(T'(u), T(v)) = g(u,v), u,v € V,

se, e somente se, f e g possuem o mesmo posto. O que acontece se o corpo de escalares é R?
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