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Capítulo 1

Introdução

Vamos aqui relembrar alguns conceitos algébricos que serão usados no decorrer do texto.
O leitor familiarizado com estes conceitos, pode seguir diretamente para o Capítulo 2.

Uma operação binária sobre um conjunto não-vazio S é uma função * de S >< S em S'.

Uma estrutura algébrica é um conjunto S' não-vazio, munido de uma ou mais operações
binárias.

Uma operação binária * sobre S é:

—associativa quando (a * b) * c = a * (b * c), a, b 6 S;
—comutativa quando a * b = b * a, a, b 6 S.

Uma estrutura algébrica (S, *) possui um elemento identidade (bilateral) em relação
à operação binária * quando existe um elemento 0 de S tal que

a*0=0*a=a, aES.
Nestas condições, 0 é chamado de elemento identidade para (S, *)

Teorema 1.0.1 Uma estrutura algébrica tem no máximo um elemento identidade.

Demonstração. Suponhamos que 0 e O' sejam elementos identidades de (S, *). Como

a *O : a, para todo a e S e O' E S, então O' *0 = O'. Analogamente, O' * 0 = 0. Portanto,
0 = 0' * 0 = o'. 13

Seja (S, *) uma estrutura algébrica com elemento identidade 0. Dizemos que um ele-

mento a de S tem um inverso (bilateral) em relação à operação * quando existe um



I I : l . . ,elemento a de S tal que a * a = a * a = 0. Um elemento a com a propriedade aeima e

chamado um elemento inverso de a.

Teorema 1.0.2 Em uma estrutura algébrica (S, *) onde * é associativa e possui elemento

identidade 0, cada elemento tem no máximo um inverso.

_, I II _ . ,... )

Demonstraçao. Suponhamos que a e a sejam inversos de a 6 S. Entao, a * a = 0 =
H .. Í ! I II . . .

a * a, e, consequentemente, a * (a* a ) : a * (a * a ) Usando a assocratiwdade de * vem
/ I I II . , , ll ' II

que (a *a)*a =(a *a)*a,1st0e,0*a =0*a .Logo,a =a. [)

Vejamos agora alguns exemplos de estruturas algébricas bem conhecidas e algumas
de suas peculiaridades.

GRUPO — é uma estrutura algébrica formada por um conjunto não—vazio G e uma

operação binária * sobre G satisfazendo as seguintes condições:

G1. * é associativa;
G2. (G, *) possui um elemento identidade;
G3. cada elemento de G' possui um inverso em relação a *.

Se a Operação * for comutativa, dizemos que o grupo (G, *) é comutativo (ou abeliano).

ANEL - é uma estrutura algébrica formada por um conjunto não-vazio R e duas

operações binárias + e — sobre R satisfazendo:
R1. (R, +) é um grupo;
R2. a+b=b+a, a,b€ R;

R3. “-” é associativa;
R4. a—(b+c)=a-b+a'c, (b+c)-a=b-a+c-a, a,b,c€R.

Definição 1.0.3 Um anel comutativo (ou abeliano) e' um anel (R, +, ), onde a operação
(( )]binária é comutativa.

Definição 1.0.4 Um anel com identidade e' um anel (R,+,-) onde (R, ) possui um
elemento identidade (geralmente denotado por 1).



Teorema 1.0.5 Seja (R,+, -) um anel. Então 0 - a = a - 0 = 0, a e R, Se denotarmos

o inversa de um elemento a de R em relação à operação binária + por —a e se, além

disso, escrevermos a — b := a + (—b), a, b 6 R, então:

]) a—(—b) : (—a)'b= —(a—b), a,b E R;

2) (—a) . (—b) = a - b, a,b E R;

3)a—(b—c)=a'b—a'c, (b—c)'a=b-a—c-a, a,b,c€R.

Demonstração. Exercício. D

Corolário 1.0.6 Seja R # [0] um anel com identidade 1. Então 1 # O.

Demonstração. Existe um elemento a em R diferente de 0. Se 1 = 0, podemos usar o

teorema anterior para, concluir que a = a - 1 = a — 0 = 0, uma contradição. E!

Definição 1.0.7 Seja (R, +, -) um anel com identidade 1. Dizemos que um elemento a
de R é inversível (unidade) quando ele possui um inverso em relação à operação binária
(( 7)

Observação 1.0.8 Se um elemento a de um anel (R, +, ) é inversível, ele possui somente
(( ,7um inverso em relação à operação binária . Este inverso é geralmente denotado por

aª.

Definição 1.0.9 Sejam (R, +, -) um anel e a # 0 um elemento de R. Dizemos que a é

um divisor de zero em R quando existe b # O em R tal que a — b = 0 ou b - a = O.

Teorema 1.0.10 Um anel (R,+,-) não possui divisores de zero se, e somente se, R

satisfaz a lei do cancelamento: se a,b,c E R, a # 0 e a — b = a - c ou b- a = c- a então

b=c.

Demonstração. Exercício. E]

Definição 1.0.11 Um anel de integridade e' um anel comutativo com identidade que não

possui divisores de zero.



Definição 1.0.12 Sejam (R, +, .) e (R,, +], -') dois anéis (não necessariamente distin—

tos). Um homomorfismo de anéis é uma função f : R —> RI que satisfaz:
H]. f(a+b) : f(a) +' f(b), a,b e R,—

HQ. f(a-b) : f(a) -' f(b), a,b & R.

/' , r » -- ;Um homomorjismo de aneis f : R ——> R que e uma funçao bijetora e chamado de

isomorlismo de anéis.
O núcleo do homomorjismo f e' o conjunto Kerf dado por:

Kerf :: [a E R : f(a) : O').

Antes de prosseguirmos com mais conceitos sobre anéis, vejamos um exemplo especial.

Definição 1.0.13 Sejam m um inteiro maior ou igual a 2 e a,b & Z. Dizemos que a é

congruente a b módulo m, e escrevemos a E b(modm), quando m divide a — b.

E fácil ver que a definição acima define uma relação binária sobre Z e que esta e' na
verdade uma relação de equivalência sobre Z.

Teorema 1.0.14 Sejam a e b inteiros quaisquer. Então a _=_ b(modm) se, e somente se,

os restos das divisões de a e b por m coincidem.

Demonstração. Exercício. [!

Corolário 1.0.15 Todo inteiro e' congruente módulo m a um e somente um elemento do

conjunto «[O, 1, . . . ,m — l].

Demonstração. Exercício, [3

Para cada inteiro a consideremos o conjunto

ã :: [b e Z : b É a(modm».

Notemos que tal conjunto é a classe de equivalência de a e que & depende de m apesar
da notação não enfatizar esta dependência. Vamos indicar por Zm o conjunto quociente
de Z pela relação de equivalência acima, isto é,

Zm=(õ,Í,...,m—1].
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Neste conjunto, definimos as seguintes operações:

a+ãzza+b, ã-bzza, a,beZ.

Notemos que a soma 5 +5 e o produto &" -l_) não dependem dos representantes a e b

da classe de equivalência. Em outras palavras, as operações de soma e de multiplicação
sobre o conjunto Zm estão bem definidas. Para determinarmos a soma E+ E, somamos os

números inteiros a e b e encontramos o resto r da divisão de a+b por m. Então, d+?) : ?.

Analogamente, se 5 é o resto da divisão de ab por m, então 6 ' E = E.

O conjunto Zm com estas operações de soma e multiplicação é um anel comutativo

com identidade. Este anel é chamado de anel dos inteiros módulo m.

Observação 1.0.16 Em geral, a lei do cancelamento para operação de multiplicação
não vale em Zm, ou seja, Zm não é um anel de integridade.

O próximo resultado determina os divisores de zero em Zm.

Teorema 1.0.17 Um elemento & de Zm (m > 1) e' um divisor de zero se, e somente se,
o máximo divisor comum de a e m é maior do que ].

Demonstração. Exercício. |]

Teorema 1.0.18 O anel Z,, 6 um anel de integridade se, e somente se, m é um número

primo.

Demonstração. Exercício. D

”,.»Vejamos agora o conceito de característica de um anel comutativo com identidade.
/ ,/ *

Definição 1.0.19 Sejam (R, +, -) um anel e S um subconjunto não-vazio de R. Dizemos

que S é um subanel de (R, +, ) quando S com as operações de R é um anel.

Seja (R, +, ) um anel comutativo com identidade 1 e m 6 Z. Definimos m - 1 E R

(múltiplo inteiro de 1) da seguinte maneira:

1+---+1(m vezes), se m>0
m - 1 := (*1) +---+ (——1) (—m vezes), se m < 0

0, se m=0



Indicando-se por R, o subconjunto de R constituído de todos os múltiplos inteiros de 1

temos que (R,, +, ) é um subanel de (R, +, ) e a função f : Z —> R dada por f(a) : a-l é

um homomorlismo de anéis. Vejamos atentamente o que acontece com o núcleo de f. Se

Kerf : [O], então O é o único número inteiro n talque n — 1 = 0, Se Kerf # [D]», então

existe um número inteiro a # O tal que a - 1 = 0. Sem perda de generalidade, podemos

assumir que a > 0, já que se a < 0, então (—a) - 1 = —(a — 1) = 0. Pelo Princípio do

Menor Inteiro, existe então o menor elemento do conjunto

S=[nGZ:n>0 e n-1=0),

digamos É. Obviamente 8 > 1. Além disso, Ker f : ZZ, onde ZZ e' o subconjunto dos

inteiros que são múltiplos de É. De fato, como

f(êa)=(€a)—1=£(a-1)=£0=0, aGZ,

segue que EZ C Ker f. Reciprocamente, seja n e Ker f. Seja 7" o resto da divisão de n

por É, isto é,n=q£+r,05r<€. Segue que

O=n-1=(qÉ+T)-1=q(€-1)+r-1=q0+r-1=0+T-1=r-1.

Como r < 2, concluímos que r = 0, isto é, que n : qE € 32.

Finalmente notemos que se Ker f : [Z, para algum [, > 0 então €, divide € e € divide

[. Em outras palavras, K' : :H. Como ambos são positivos, segue que [, = É.

A discussão acima permite a introdução do seguinte conceito.

Definição 1.0.20 Seja (R, +, ) um anel comutativo com elemento identidade 1 (1 # O).

A característica de R e' o único inteiro positivo E tal que ZZ coincide com o núcleo do

homomorjismo f : Z —> R dado por f(n) : n - 1, n 6 Z.

As seguintes observações merecem registro neste momento:

1) Um anel (R,+,-) comutativo com elemento identidade 1 (1 76 0) tem carac-
terística 0 se, e somente se, O é o único número inteiro n satisfazendo 'n - 1 = 0.

2) Nas condições acima, R tem característica E > 0 se7 e somente se, É é o menor
inteiro positivo satisfazendo € - 1 = O.



3) O anel (Z, +, ) usual tem característica O.

4) O anel (Zm, +, ), (m > 1), tem característica m. Logo, dado um inteiro positivo

m, existe um anel cuja característica é m.

Teorema 1.0.21 Seja R um anel comutativo com identidade 1 (1 # O) de característica
0. Então o menor subanel de R com identidade 1 é isomorfo a Z.

Demonstração. Exercício. |Z]

Teorema 1.0.22 A característica de um anel de integridade e' 0 ou um número primo.

Demonstração. Exercício. D

,Definição 1.0.23 Um anel (R,+,) é um corpo se a estrutura algébrica (RX [O), ) e

um grupo comutativo e tem identidade.

Observação 1.0.24 Todo corpo (F,+,) possui pelo menos dois elementos, O e 1; a
identidade do grupo (F X [O], ) é 1.

Como exemplos de corpos citamos os conjuntos Q, IR, C e

(Mx/5) := [a+bx/ª : a,b 6 Q)

munidos das operações usuais de soma e multiplicação, além dos anéis ZP, onde p é um
primo.

Teorema 1.0.25 Um corpo (F, +, ) e' um anel de integridade.

Demonstração. Como todo corpo é um anel comutativo com identidade 1, precisamos

apenas verificar que F não contém divisores de zero. Sejam a, b 6 F tais que a - b = 0. Se

a#0então existe a“1 eFtalquea-a—1 : 1. Daí,

0=a_1-0=a*1'(a-b)=(a“1—a)-b=1-b=b.

Portanto, a = O ou b = 0. C]



Observação 1.0.26 Nem todo anel de integridade é um corpo. Entretanto, todo anel

de integridade que possui um número finito de elementos é um corpo (exercício).

Definição 1.0.27 Um subcorpo de um corpo F e' um subanel de F que e' um corpo.

Deânição 1.0.28 Um corpo que possui um único subcorpo é denominado corpo primo.

Observação 1.0.29 O único subcorpo de um corpo primo é então o próprio corpo.

Teorema 1.0.30 Seja F um corpo primo.
2") Se F tem característica 0 então F e' isomorfo ao corpo Q);

ii) Se F tem característica p > 0 (p primo), então F é isomorfo a Z,.

Demonstração. Exercício. [ZI

Exercícios 1.0.31 1) Determine o resto da divisão de 3713 por 17.

2) Mostre que 225 + 1 é divisível por 641.

3) Mostre que o número 283 — 1 é divisível por 167.

4) Determine todos os divisores de zero do anel Z24.

5) Resolva a seguinte equação É — x + ª = É — m + 7 sobre o anel Zg.

6) Mostre que Q e ZP, ]) primo, são corpos primos enquanto que (QQ/5) não é.

7) Demonstre que um homomorfrsmo f entre anéis comutativos é injetor se, e somente

se, Ker f = [O).

8) Determine todas as estruturas de anel sobre o conjunto R nos seguintes casos: R =
[O, a)», a 79 O; R = (O, a, b), onde 0, a e b são distintos dois a dois.

9) Sejam (R, +, ) e (R,, +', -') anéis. Verifique que R >< É com as operações binárias

(a,a')+”(b,b'):=(a+b,a'+'b'), (a,a')-”(b,b'):=(a-b,a'-'b'), a,beR,a',b'eR'

é um anel.

10) Mostre que o anel Zz >< Z tern característica 0.

11) Seja R um anel comutativo com identidade. Mostre que a característica de todo

subanel de R com identidade é igual a característica do anel R. Conclua que os corpos
(Q), R e C têm característica O.

12) Mostre que um anel comutativo R com identidade tem característica 0 se, e somente

8



se, todo subanel de R com identidade é infinito.

13) Determine as características dos seguintes anéis: Z >< Z, Z >< Zn, ZM >< Z24.



Capítulo 2

Espaços Vetoriais

Apresentamos neste capítulo a noção formal de espaço vetorial.

2.1 Definições e Exemplos
A partir desse capítulo, vamos chamar os elementos de um corpo F qualquer de escalares.

As operações de adição e multiplicação de dois elementos a e b de F serão indicadas por
a + b e ab, respectivamente. O leitor deve estar atento já que o símbolo + pode indicar
simultaneamente duas operações distintas.

Definição 2.1.1 Sejam V um conjunto não—vazio e F um corpo. Dejinamos sobre V

duas operações:

(uw) E V >< V —>u+v E V (adição),

(a, v) 6 F >< V ——> a - v e V (multiplicação por escalar).

Dizemos que (V, +, ) e' um espaço vetorial sobre F quando as seguintes condições es—

tiverem satisfeitas:

A1.(u+v)+w=u+(v+w), u,v,w E V;

A2. u+v=v+u, u,v€ V;
A3. Existe um único elemento 0 em V tal que 0 + o = U, 1) 6 V;

A4. Para cada 1) em V, existe um único —v em V tal que o + (—v) = O;

10



MI. a—(B-v)=(aB)-v,a,BEF, vel/;
M2.va-(u+v)=a-u+a—v,a€F, u,v€V;
M3.(a+B)-v=a-v+B-v, a,BGF, vGV;
M4.1—v=v, DEV.

Observação 2.1.2 Chamamos os elementos de um espaço vetorial V de vetores.

Exemplos 2.1.3 1) Seja F um corpo e n um inteiro positivo e consideremos F" :=

F >< >< F (n vezes). Definindo—se as operações:

(a17-";an)+(617---;Bn) :: (al +Bly'ª'7an+;8n)

oz-(Bl,...,Bn):=(a-Bl,...,a-Bn), a,Bj€F, j=1,...,n
então (F", +, ) é um espaço vetorial sobre F (espaço das n-uplas de F)
2) Sejam F um corpo e m e n inteiros positivos. O conjunto men(F) das matrizes m X 71

com entradas em F, munido das operações:

(ain—kw“) := (aU—FB”), 01173617 G F, i: l,...m, j=1,...,TL

a.(aij)=(aaij), a,aij€F, i=1,...,m, j=1,...,n
é um espaço vetorial sobre F.
3) Sejam F um corpo e A um conjunto não—vazio qualquer. Definamos sobre o conjunto
FA := [ f : A —> F : f é função) as seguintes operações de soma e multiplicação por
escalar:

(f +9)(a) := f(a) + g(a), f,g € FA, a E A,

(a-f)(a) : af(a), f 6 FA, a e F, a e A.

Então (FA, +, ) é um espaço vetorial sobre F.
4) Seja F um corpo. Uma função polinomial de grau n sobre F na variável (indetermi-

nada) z é uma função de F em F da forma

P(fª) =ª0+ª1$+02$2+'"+an$", ao,...,an E F.

Vamos denotar por P(F ) o conjunto de todas as funções polinomiais sobre F. Se definir-
mos adição e multiplicação por escalar como no exemplo anterior (observemos que se p

11



e q são funções polinomiais sobre F e a E F então p + q e a.;o são funções polinomiais
sobre F) então (P(F), +, ) é um espaço vetorial sobre F,
5) Se V é um espaço vetorial sobre um corpo F e F1 é um subcorpo de F então V é

espaço vetorial sobre Fl.

2.2 SubeSpaços
Vamos agora introduzir o conceito de subespaço de um espaço vetorial e apresentar alguns
resultados clássicos referentes a este conceito.

Definição 2.2.1 Sejam (V,+, ) um espaço vetorial sobre um corpo F e W um subcon—

junto não—vazio de V. Dizemos que W é um subespaço (vetorial) de V quando (W, +, )
for um espaço vetorial sobre F. Isto equivale a dizer que as seguintes condições estão

satisfeitas:
SV]. Se a e 1) são elementos de W então a + 1) também é;

SV2. Se a e' um escalar e a é um elemento de W então a - u e' um elemento de

W.

Observação 2.2.2 Vamos escrever W 5 V para indicar que W é um subespaço de V.

Observação 2.2.3 Se W 5 V, então 0 é um elemento de W. De fato, como W # Q),

existe algum w em W. Como O é um elemento de F, a condição SV2 garante que 0 : O-w

é um elemento de W.

Exemplos 2.2.4 1) Todo espaço vetorial V tem pelo menos dois subespaços: [O] e o

próprio V. Esses são os subespaços triviais de V.

2) Seja V = F", onde F é um corpo qualquer e n é um inteiro positivo. Para cada m no

conjunto (1, 2, . . .n],

WI:=((a1,...an)GV:QI=---=am=0)

Wz := í(a1,...,an)€V:Zaz-=OÉ
i=1

12



são subespaços de V.

3) Sejam F um corpo e n um inteiro positivo. O conjunto

Pn(F) := «[p E P(F) :p tem grau 5 n — 1)

é um subespaço de P(F) Se a for um elemento qualquer de F, então

W == (10 E PAF) : P(a) = º)

é um subespaço de Pn(F) e, portanto, um subespaço de P(F).
4) Sejam V um espaço vetorial sobre um corpo F e A um grupo não—vazio. Então

W1==íf e VA : M) = f<—a>,a e A)

Wz := [fGVA:f(a)=—f(—a),a€A)
são subespaços de VA.

Aqui estão maneiras práticas para a construção de subespaços de um espaço vetorial
dado.

Teorema 2.2.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e Wz subespaços de V. Então

WI +W2 := [wl +w2 : wl € W1,w2 G Wg)

é um subespaço de V que contém WI e Wg.

Demonstração. Exercício. [:|

Teorema 2.2.6 Sejam V um espaço vetorial sobre F, J um conjunto de índices e

[Wj :j 6 J] uma famúia de subespaços de V. Então OjeJWj é um subespaço de V.

Demonstração. Exercício. [1

Observação 2.2.7 A união finita ou infinita de subespaços de um espaço vetorial pode
não ser um subespaço.

13



Exemplos 2.2.8 1) Seja V = R3 com as operações usuais e consideremos os subespaços

WI : [(a,0,0) : oz E R) e Wz : [(a,a,a) : a E R). Observemos que WI, W2 são

subespaços de R3 enquanto que WI U W2 não é. De fato, (—1,0,0) € WI, (1,1,1) E Wg,

mas (—1,0,0) + (1,1,1) & W1 U Wz.

2) Cada espaço P,,(R), n 2 1, é um subespaço de P(R). Como P(R) : U;”ZOPAR), segue

que UZZOPÁR) é um subespaço de P(R).
3) Seja F um corpo qualquer e consideremos o espaço vetorial V : M2X2(F). Os conjuntos

a O

Wi: GVzaEF
O a

0 b
W2= evzbeF—b0

são subespaços de V, mas WI U WZ não é.

A seguir, vamos determinar o menor subespaço de um espaço vetorial que contém
dois subeSpaços dados. Para tanto, começamos com a seguinte construção.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e S um subconjunto não-vazio de V. Deânamos

[S]:=H[W:W5VGSCW].

Pelo Teorema 2.2.6, [S] é um subespaço de V. Além disso, se W é um subespaço de V

que contém S então [S] C W, isto é, [S] é o menor subespaço de V que contém S.

Definição 2.2.9 Na construção acima, [S] e' chamado subespaço gerado por S. Quando

S : [ul, . . . ,o“), dizemos que [S] é o subespaço gerado por ul, . . . ,un e que os vetores

ul, . . . ,um geram [S]

Teorema 2.2.10 Seja V um espaço vetorial sobre F. Valem as seguintes propriedades:
2) [(º] = (ºi;
ii) Se S C V então S C [S],“

iii) Se 81 C Sg C V então [Sl] C [Sg];

iu) Se S C V então [S] : [[S]]
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Demonstração. Exercício. [Z]

O próximo conceito permite—nos explicitar os elementos do subespaço gerado por um

conjunto.

Definição 2.2.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F e ul,,..,un elementos de V.

Uma combinação linear de ul, . . . ,un e' qualquer soma jínita da forma

n

5 aivi1=a101+"'+anvny al,-“:aneF'
i=1

Teorema 2.2.12 Sejam V um espaço vetorial sobre F e S um subconjunto náo—vazio de

V. Então

[Slzízaivi : Olier 'UiÉS, 12172)"'3n7 7721727")
i=1

Demonstração. Seja A o conjunto no lado direito da igualdade no enunciado do teo—

rema. É fácil ver que S C A 5 V. Corno [S] é o menor subespaço de V que contém 8,
segue que [S] C A. Por outro lado, como [S] é um subespaço de V que contém S, [S]

deve conter todas as combinações lineares de elementos de S. Portanto, A C [S]. E]

Observação 2.2.13 Podemos então dizer que [S] é o subespaço de V formado por todas
as combinações lineares de elementos de S.

Com este resultado temos:

Teorema 2.2.14 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e W2 subespaços de V.

Então WI + W; : [WI U W;], isto e', W1 + W2 e' o menor subespaço de V que contém

W] LJ Wz.

Demonstração. Seja u 6 W1 + W2. Então u : wl + 102 = 1.101 + 1.102, wl E WI,

'lU2 E Wz. Logo, pelo teorema anterior, u 6 [WI UWZ]. Portanto, WI + Wz C [WI UWg]. A

outra inclusão segue do fato de que WI + W2 é um subespaço de V que contém WI UWZD

15



Exercícios 2.2.15 1) Seja (V,+,') um espaço vetorial sobre F. Usando as operações
binárias sobre V definamos

uGãv :=u+(—v), (you:: (—a)-u, u,v€ V, ae F.

Verifique se (V, 63, <>) é um espaço vetorial.

2) Seja V o conjunto de todas as funções de R em (C que satisfazem f(—:r) :m, m E R

(a barra indica conjugação complexa). Mostre que V com as operações de soma usual de

funções e multiplicação usual de função por número real é um espaço vetorial sobre R.

3) No espaço vetorial R5 usual, seja W 0 conjunto de todos os vetores (a:,y, z, w,u) que
satisfazem as equações 6:6+3y+4z—3w : 0, 3r+22—3u : 0 e 9x—3y+6z—3w—3u : 0.

Determine um conjunto de vetores que gera W.

4) Mostre que os únicos subespaços do espaço R usual são os triviais.

5) Determine todos os subespaços do espaço R2 usual.

6) Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e W2 subespaços de V. Prove: se WI U W2

é subespaço de V então WI C Wz ou W2 C WI.

7) Sejam V : RR, Vp : [f 6 V: f é função par) e Vi : [f 6 V: f é função ímpar).
Demonstre que Vp e Vi são subeSpaços de V, V,, + V; = V e V;, O V; = (O)
8) Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e Wz subespaços de V. Mostre que as

seguintes afirmações são equivalentes:
1) WI O W2 : [O);

2) Cada elemento de WI +Wº escreve—se de maneira única como uma soma da forma

wl +w2,w1 6 VW, w2 & Wz.

9) Nas condições do exercício anterior, prove que as seguintes condições são equivalentes:

i) W10W2=[0]»eV=W1+W2;
ii) Cada elemento de V escreve—se de maneira única como uma soma da forma

wl + w2,w1€ W1,'£U2 É Wg.

Definição 2.2.16 Nas condições do exercício anterior dizemos que um dos subespaços e'

complementar do outro em V.

Observação 2.2.17 Um subespaço dado pode possuir vários subespaços complementares.
Por exemplo, no espaço Rº usual, uma reta passando pela origem é um subeSpaço com—

plementar de qualquer outra reta passando pela origem.
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Definição 2.2.18 Sejam V um espaço vetorial sobre F e W1 e W2 subespaços de V.

Dizemos que a soma WI + W2 é soma direta de WI e Wz quando VW 0 W2 : [0]. Neste
caso escrevemos VW 69 Wz.

Teorema 2.2.19 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e Wz subespaços de V. São

equivalentes:

i) V : W1 63 Wz;

ii) Cada elemento de V escreve-se de maneira única na forma wl + wg, wl € Wl,
”LUZ E Wg.

Demonstração. E consequência dos exercícios 8 e 9 acima. []

A seguir, vamos relembrar alguns conceitos da Teoria dos Conjuntos que serão usados

na apresentação do próximo resultado. Vamos assumir que o leitor está familiarizado com

estes conceitos.

Seja A um conjunto não-vazio. Uma relação binária sobre A é qualquer subconjunto
de A >< A. Uma relação binária R sobre A é uma relação de ordem parcial quando as três

condições abaixo estão satisfeitas:

ROPI. (a,a) E R, a e A;

ROPZ. Se (a, b) 6 R e (b, a) E R então a = b;

ROP3. Se (a,b) E R e (b,c) 6 R então (a, e) E R.

Sejam agora A um conjunto munido de uma relação de ordem parcial R e B um
subconjunto de A.

Dizemos que um elemento a de A é maximal quando (a,a) % R, a € AX [a]. Em

outras palavras, se (oz, a) e R para algum elemento de A, então a = a.

Dizemos que B é totalmente ordenado quando a seguinte condição valer: se b e E são

elementos de B então (b,b') e R ou (bgb) & R.

Dizemos que um elemento a de A é um limitante superior de B em A quando

(b,a)eR,beB.
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Lema de Zorn Sejam A um conjunto náo—uazio e R uma relação de ordem parcial sobre

A. Uma condição suficiente para que A possua um elemento mazimal é que todo subcon—

junto totalmente ordenado de A tenha um limitante superior em A.

Podemos agora enunciar o nosso próximo resultado.

Teorema 2.2.20 Seja V um espaço vetorial sobre F. Se W é um subespaço de V então

existe um subespaço U de V tal que V : U 69 W. Em outras palavras, todo subespaço de

V possui um complementar em V.

Demonstração. Seja ?" := [S : S 5 Ve Sn W = [O)]. Notemos inicialmente que

]: # (2) pois [D]» 6 ?. Consideremos agora a seguinte relação de ordem parcial R sobre ?:

R := [(ShiSê) É fx .?:le C Sg).

Seja (S]- : j 6 J) um conjunto totalmente ordenado de J:. Desejamos mostrar que tal
conjunto tem um limitante superior em ]:. Definamos B : Ujeij. Sejam u,u & B e

a G F. Existem dois índices i e j em J tais que u E S, e u 6 Sj. Como [Sj : j e J]
é totalmente ordenado então (S,-,Sj) e R ou (S,—,Si) & R, isto é, S,- C 5,- ou S]- C

S,. Sem perda de generalidade, podemos assumir que S,— C Sj. Segue que um E Sj e,

consequentemente, que u + i) E S]- C B já que S,» 5 V. Analogamente, au E S,- C B.

Portanto, B é um subespaço de V. Ainda,

B m W : U,€,(S,- ri W) : LJ,-GAO) : (O).

Concluímos assim que B e 73. Logo B é um limitante superior de «[Sj : j 6 J) em f,
e o Lema de Zorn é aplicável, revelando—nos que .7: possui um elemento maximal. Seja
U este elemento maxima]. Afirmamos que V : U + W. De fato, suponhamos que exista

um elemento o em V tal que 1) € U + W. Então, [[u] U U] 5 V e como 7) % W, segue

que [(i/]» U U] Fl W = (0). Isto contradiz o fato de U ser um elemento maximal de J:.

Finalmente, como U 0 W = [O], vemos que V : U 63 W. |]

Definição 2.2.21 Seja V um espaço vetorial sobre F. Dizemos que V e' finitamente

gerado se existir um subconjunto finito S de V tal que V : [S].
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Exemplos 2.2.22 1) Se F é um corpo e m e n são inteiros positivos então os espaços
F", P,,(F) e men(F) são Hnitamente gerados.

2) Seja F um corpo e defina Fºº := «(11,01% . . .,) : a1,a2,€ F]. Este conjunto é um

espaço vetorial sobre F se a adição e a multiplicação por escalar são definidas por

(a1,a2,...)+(61,62,...,):=(a1+61,a2+62,.._) a1,61,a2,62,... EF

a-(a1,a2,...,):= (ava1,a-a2,.,.), a,a1,a2,...€F.
O espaço gerado por S : [(LO, . . .), (0, 1,0, . . .), . . .]» é um subespaço vetorial de Fºº e

[S] : Fºº. Portanto, Fºº não é finitamente gerado.

Nos exercícios a seguir, generalizamos o conceito de soma direta para mais do que
dois subespaços. Vamos usar alguns destes exercícios posteriormente.

Exercícios 2.2.2?» 10) Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI, . . . , W,, subespaços
de V, Prove que as seguintes afirmações são equivalentes:

1) Cada vetor U de W] + - - - + Wn escreve—se de maneira única como uma soma da

formaw1+---+wn, Ulj EWj,j=1,...,n.
ii)an(W1+-n-+W,-_1+Wj+1+-H+Wn)=(0),j=1,...,n.

Valendo i) ou ii), dizemos que a soma WI +- — v-l-Wn é uma soma direta de WI, . . . , W”

e escrevemos WI EB - - — GB W".

11) Sejam V um espaço vetorial sobre F e Wl, . . . ,Wn subespaços de V. Prove que

as seguintes afirmações são equivalentes:
i) V=W1€B---€BWn;
ii) Cada vetor de V escreve-se de maneira única como uma soma da forma wl +

---+wn,wj€l/Vj,j=1,...,n.

Definição 2.2.24 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI, . . . , Wn subespaços de V.

Dizemos que Wl, . . . , Wn são independentes se a seguinte condição valer: se 'wj E W-,

j=1,...,new1+-w+wn=0entãowlz...=wn=0.
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Exercícios 2.2.25 12) Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI, . . . , Wn subespaços
de V. Mostre então que as seguintes afirmações são equivalentes:

i) Wl, . . . , W,, são independentes;

ii)WÍD(W1+'—'+Wj_1)=[0],j=2,...,n.

2.3 Bases e Dimensão
Já sabemos que diferentes conjuntos de vetores podem gerar um mesmo espaço vetorial.

Vamos agora encontrar o menor número de vetores que geram um espaço vetorial dado.

Em símbolos perguntamos: se V = [S] para algum S, sera que existe um menor sub—

conjunto S' de S tal que [S'] : [S] A resposta desta questão depende do conceito de

dependência linear.

Definição 2.3.1 Seja V um espaço vetorial sobre F. Um conjunto S de vetores de V

e' linearmente dependente (Id.) sobre F quando 0 vetor nulo e uma combinação linear

não trivial de vetores de S. Equivalentemente, existem vetores distintos vl, . . . ,vn de S e

escalares Oq, . . . ,a“, com pelo menos um deles 7ª 0, tais que alvl + - - — + 01an = 0. S e'

linearmente independente (li.) sobre F quando não e' ld. sobre F.

Observação 2.3.2 1) Como enfatizado na definição, a dependência ou independência
linear de um conjunto depende do corpo de escalares. Entretanto, vamos negligenciar
esta dependência, não mencionando “sobre F” quando o contexto deixar claro qual o

corpo F que está sendo utilizado.

2) Embora dependência e independência linear sejam propriedades referentes a

conjunto de vetores, costuma—se dizer que vetores são l.d., ou l.i., quando o conjunto
formado por eles é l.d., ou Li.

3) Finalmente, notemos que a definição acima revela que uma condição suficiente

para que um conjunto seja li. sobre um corpo F é que qualquer subconjunto deste o seja
(veja exemplo 6 abaixo).

Exemplos 2.3.3 1) O conjunto vazio é li. sobre qualquer corpo.
2) No espaço P(R) usual, o conjunto [1 + a: + 213,2 — a: + atº, —4 + 5x + rcª) é l.d. pois

2(1+ x + 2272) + (—3)(2 — cc + 302) + (—1)(—4 + 5x + acº) = 0.
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3) No espaço R" usual, «[(1,0,...,O), (0, 1,0, . . . ,O), . . . , (O, . . .,0,1)] é li.
4) No espaço vetorial IR usual, [l, x/S) é l.d.

5) R munido das operações de soma usual e multiplicação usual por número racional é

um espaço vetorial sobre Q. Aqui, o conjunto (1, x/S) é Li.

6) Sejam V um espaço vetorial sobre F e S e T subconjuntos não—vazios de V tais que
S C T. Se T é l.i então S é l.i. Se S é l.d então T é l.d_

?) Seja V um espaço vetorial sobre F. Qualquer subconjunto de V que contém o vetor
nulo é l.d. Se 11 6 V, o conjunto (o) e Li. se, e somente se, 1) # 0.

»

Definição 2.3.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F e B um subconjunto de V. Dize—

mos que B e' uma base de V quando:
B]. B é Li. sobre F,“

B2. B gera V, isto 6, V = [B].

Teorema 2.3.5 Seja V um espaço vetorial sobre F. Então V possui pelo menos uma
base.

Demonstração. Seja ]: := [S : S C V e S é li.]. Como (2) €: 7, temos que f # Q).

A relação R := ((ShSz) E ]: x ]: : 51 C sz) é uma relação de ordem parcial sobre

?. Como na prova do Teorema 2.2.20, vamos novamente utilizar o Lema de Zorn. Seja

[Sj : j 6 J] um subconjunto totalmente ordenado de ?. Afirmamos que T := UjeJSj é

um limitante superior de [S]- : j e J) em ]:. De fato, sejam vj, . . . ,o" E T, al . . . ,an 6 F
e suponhamos que alvl + + ano,, = 0. Existem índices j1,...,jn em J tais que
vi E Sju z' = 1,...,n. Como [Sj : j e J) é totalmente ordenado, existe um índice

jk tal que Sj'. C Sjk, i : 1,...,n. Segue que vi E S-”, i = 1,...,n. Como Sjk é l.i.,

Oq = = an = 0. Logo, T é Li. e, consequentemente, é um limitante superior de

[S,- : j 6 J] em ?. Pelo Lema de Zorn, ]: possui um elemento maximal, digamos B.
No restante da prova mostraremos que V : [B]. Como [B] C V, suponhamos que exista

um elemento v e V tal que 1) & [B] Como B é um elemento maximal de f, B U (U]

é ld. Logo, existem ul, . . . ,um em B e escalares Bl, . . . ,Bm,[3, não todos nulos, tais que
,Blul + + Bmum + Bv = 0. Se ,8 fosse zero então o fato de B ser l.i. implicaria que
B,- = 0, j = 1, . _. ,m, uma contradição. Logo, 8 # 0, e, consequentemente

(BIB—1)ul + ' ' ' + (Bm/B_1) um + U : O;
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Isto significa que u e [B], outra contradição. Assim, V : [B] E]

O teorema abaixo apresenta duas caracterizações de base,

Teorema 2.3.6 Sejam V um espaço vetorial sobre F, V # [O] e B um subconjunto de

V. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) B e' uma base de V (sobre F),“

ii) B é um subconjunto [.i. maxima] de V, isto e', não existe subconjunto [.i. B, de

VtalqueB';£B eBCB';
iii) B é um conjunto gerador minimal de V, isto 6, V : [B] e não existe Bl C B,

B' # B tal que V : [B'].

Demonstração. i)=>ii) Se 2) 6 V X B então, por i), 'u 6 [B]. Segue que B U [11] é l.cl.

Portanto, qualquer conjunto contendo B é l.d.

ii)=>i) Se V # [B], existiria v & VX [O] tal que u e! [B]. Logo, BU [u] seria um conjunto

li., contradizendo ii).

i)=>iii) Seja w E B. Então, w & [BX[fw]], pois B é um conjunto l.i. Portanto,. [BX[w]>] #
V. Isto implica iii).

iii)=>i) Se existirem vetores (distintos) 01, . . . , v,, em B e escalares al, . . . , a,, não todos
nulos tais que &le + - ' - + ano,, : O, então um dos vj, digamos um é combinação linear
dos demais. Logo, [B X [%]] : [B] = V, contradizendo iii). []

Teorema 2.3.7 Seja V um espaço vetorial sobre F.
i) Se 8 C T C V, S é Li e V : [T], então existe uma base B de V tal que

SCBCT
ii) Se 5 e' um subconjunto l.i. de V então existe uma base B de V que contém S,"

iii) Se V : [T], então existe uma base B de V contida em T..

Demonstração. Para provar i), aplicamos o Lema de Zorn à família de conjuntos

f:=[A:SCACTeAél.i.]>,

munida da ordem parcial de inclusão. Concluímos que ]: possui um elemento maximal B.
Se existir algum elemento u 6 TX [B], então BU [u] é l.i., contradizendo a maximalidade '
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de B. Logo, T C [B] e, consequentemente, [T] C [B]. Segue que V : [B], e, portanto, B
é base de V. Partes ii) e iii) seguem de i), E]

Teorema 2.3.8 Sejam V um espaço vetorial sobre F e 31 e BZ bases de V. Então, cada

elemento de BI pode ser substituído por algum elemento de B2 de modo que o conjunto
resultante ainda é uma base de V.

Demonstração. Seja o e B1. Se B2 fosse um subconjunto de Bl X [o), teríamos V :
[Bz] C [31 Xfuj], contradizendo o fato de BI ser um conjunto gerador minimal de V

(veja Teorema 2.3.6). Logo, existe um elemento a de 82 tal que u & [31 X [v)]. Segue que
(B1X[v))U[uj é l.i. Se 1) € [(BAívDLÁuH então (BlXío])U[u]»U[v]> : Blufu) é l.i.,

contradizendo o fato de Bl ser um conjunto l.i. maxima]. Assim, 'u 6 [(Bl X (vj) U [u)] e

V =[B1] C [31 U (“ll = [((31 X lvl) U (ªl) U lvl] : [(El X tºl) U tªll,
completando a prova. E!

No teorema a seguir, utilizamos a noção de cardinalidade. Lembramos que dois con—

juntos A e B têm mesma cardinalidade quando existe uma funcção f : A —> B bijetora.

Teorema 2.3.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F e B1 e 32 bases de V. Então 31 e

B2 têm a mesma cardinalidade.

Demonstração. Primeiro caso: a cardinalidade de 31 é infinita. Suponhamos que 32
não tenha cardinalidade infinita. Como V : [B2] e todo elemento de Bz é uma combinação
linear de elementos de BI, V : [lol, . . . ,um“ para algum subconjunto finito [ol, . . . ,omj
de BI. Como 81 é infinito, existe o G 31 X [ol, . . . ,vm], uma contradição. Portanto, a

cardinalidade de B; é infinita.

Seja agora .7: a família de todos os subconjuntos finitos de BZ e defina ql : 81 —> ]: da
seguinte maneira:

Ó(v)=íu17"'7unl) vel/a

ondev=a1u1+—'-+anun,ajarÉOeujGBg,j=1,...,n.ComoBzéumabase de V,

4) esta bem definida. Notemos que 45 não é necessariamente injetora.
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Afirmamos agora que Im çó é um conjunto infinito. De fato, se não fosse, a união de todos

os conjuntos S de Im (15 seria um subconjunto finito de BZ, gerando BI e, consequente—

mente, V, uma óbvia contradição.
Afirmamos agora que a imagem inversa de cada elemento de lm qb é um subconjunto finito

de Bl. De fato, seja Y C ]" e seja 1) € (lã—KY). Então v 6 [Y]. Como Y é finito, segue que
existe um subconjunto finito X de Bl tal que [X] = [Y]. Segue que, 'O E [X]. Se 1) % X,
então 'U escreve-se como combinação linear de elementos de X, ou equivalentemente, o

vetor nulo é uma combinação linear não trivial de elementos de BI, uma contradição com

o fato de BI ser base de V. Portanto, '0 6 X. Consequentemente, çb_1(Y) C X, e em

particular, (j)—I(Y) é finito.

Fixando Y E Im <b, podemos usar o Teorema da Boa—Ordem (p. 14 em [D]), para
ordenar os elementos do conjunto qô“1(Y), digamos [ul, . . . ,vn). Definamos uma aplicação
ipy : çó_1(Y) -—> Im é >< N por «b;/(uk) : (Y, k) e notemos que ipy esta bem definida e é

injetora. Os conjuntos çb'1(Y), Y E Im qb, formam uma partição da base Bl. Segue que a

aplicação que a cada elemento U de 81 associa o elemento '(,Úy (v), v 6 qS—1(Y), está bem
deHnida e é injetora. Portanto, a cardinalidade de BI é menor ou igual à cardinalidade de

Im 45 >< N. Agora notemos que a cardinalidade de Im <p >< N coincide com a cardinalidade
de Im qb e que esta é menor ou igual a cardinalidade de f . Finalmente, notemos que a

cardinalidade de .7: é exatamente a cardinalidade de BZ (as propriedades de cardinalidade

invocadas acima podem ser encontradas na Introdução de [12]). Assim, a cardinalidade
de BI é menor ou igual à cardinalidade de BZ. A conclusão acima vale na ordem inversa.
Pelo Teorema de Schroeder-Bernstein ([12l), as cardinalidades de 31 e B? coincidem.
Segundo caso: a cardinalidade de BI é finita. Podemos supor que a cardinalidade de BZ

também é finita. Escrevamos Bl : [ol, . . . ,o") e B; : [ul, . . . ,um]. Podemos escrever

um=a101+---+anvn, cv,- 6 F, j=1,...,n.
Seja ak o primeiro aj não—nulo. Então,

__ —1 —1 —1
U;; — 01,c 'Um _ ak 0%“ka — ' ' ' _ Oík ano,,

V =[[Um,U1,. ' ')vk—11vk+17' ' '7Un)l'
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Em particular,

um—i : ,Bmum + 5101 + ' ' ' + ,Bk—IUk—l + Bk+lvk+1 + ' ' ' + Úni/n,

onde & G F, j : m,1,...,k—1,k+ 1,...n. Nem todos os escalares Bj, j : 1,...,k —

1, k + 1, . . . ,n, são nulos. Portanto, podemos repetir o procedimento acima e substituir

um dos vj's por um_1. Prosseguindo desta forma, obtemos um conjunto que contém os

vetores um,um_1, . . .,um_k+1 e n — k dos vis e este conjunto ainda gera V. Se n < m,
então ao fim de n passos concluímos que (um, . , . ,um_n+1] gera V. Como m—n+1 Z 2, al
seria uma combinação linear de elementos deste conjunto, contradizendo a independência
linear de Bg. Assim, m 5 n. Um argumento similar, permiter—nos concluir que n 5 m. E!

Exemplos 2.3.10 1) Sejam F um corpo e n um inteiro positivo. O conjunto de n—uplas

[(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1))

é uma base de F" (sobre F).
2) Seja F um corpo. Se o G FX [O], então (o) é uma base de F (sobre F).
3) Sejam F um corpo e m e n inteiros positivos. O conjunto formado por todas as matrizes

Ei,-, t = 1, . . . ,m, j : 1,...,n, com entrada z'j igual a 1 e as demais iguais a 0, é uma
base de Man(F) (sobre F).
4) O conjunto (1, a:,zrº, . . .) é uma base do espaço P(R) usual.

Definição 2.3.11 Seja V um espaço vetorial sobre F. Dizemos que V tem dimensão
finita (sobre F) quando existe uma base de V formada por um número ]?m'toi de vetores.
Caso contrário, V tem dimensão infinita (sobre F)

O Teorema 2.3.9 consolida a seguinte definição.

Definição 2.3.12 Seja V um espaço vetorial sobre F. A dimensão de V sobre F, denota—

da por dim FV ou simplesmente por dim V (quando o contexto permitir), e' a cardinalz'dade

de qualquer base de V sobre F.

Exercícios 2.3.13 13) Seja V um espaço vetorial sobre F, vl, . . . ,um vetores de V e

suponha que V : [[vl, . . . ,va_ Prove (sem usar os quatro teoremas anteriores) que
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todo subconjunto l.i. de V é finito e contém no máximo m elementos.

14) Seja V um espaço vetorial sobre F , de dimensão finita e W um subespaço não-trivial

de V. Prove que W tem dimensão finita (sobre F) e que dim FW < dim FV.

Teorema 2.3.14 Seja V um espaço vetorial sobre F 6 VW e W; subespaços de V. Então

(limpº/Vl + Wz) + dlmp(W1 O W'z) : dimFW1 + dimFWQ.

Demonstração. Seja B : [wi : i 6 1) uma base de W1 n Wz. Pelo Teorema 2.3.7,

podemos estender B a uma base 31 : B U (uj : j 6 J)» de WI e a uma base 32 :
BU [uk : k 6 K] de Wg. Como os conjuntos B, [uj :j 6 J)» e [uk : k 6 K)» são dois a

dois disjuntos, vamos concluir a prova do teorema mostrando que 31 U BZ é uma base de

WI + Wz. É fácil ver que Bl U BZ gera W1 + Wz. Logo, resta mostrar que B1 U BZ é l.i.

Suponhamos que alguma combinação linear de elementos de 31 U B2 é zero, digamos,

Zaiwi +Z ajUj + Z ak'Uk : O,

ieI' jEJ' keK'

onde I,, J' e K' são subconjuntos finitos de I, J e K respectivamente e aj E F, j 6

[, U J' UK,. Segue que

É Oz,-w,- + E ajUj : — E akvk
ieI' jeJ' keK'

, . . . n .

e um elemento de W] (“| Wz. Logo, exrste um subconjunto finito ] de I e um subconjunto
[Bi : i G I") de F tais que

* Z %% = Eli-wi,
keK' ie!"

z Biwi + Z ak'uk : O.

ier” keK'

isto é,

Como BZ é base de Wz, concluímos que B,- = 07 i E I" e ak : O, k 6 K'. Portanto,

z Oz,-wi + Z ajUj : 0.

ref jeJ'

Como Bl é base de WI, ai : 0, i e [, e a]- = 0, j 6 J'. Isto conclui a prova. [3

26



Corolário 2.3.15 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e W2 subespaços de V.

i) Se WI e Wº têm dimensão jinita sobre F então WI + W2 também tem;
22) Se V : W1 69 Wg, então dszV : dimFW1+ dimFW2.

Exercícios 2.3.16 15) Sejam V um espaço vetorial sobre R, (ul, . . . ,o") um subconjun-

to l.i. de V e al, . . . ,an escalares. Defina v : alvl + . . . + anvn. Prove que as seguintes

aârmações são equivalentes:

i) O conjunto [11 — 111, . . . ,v —— vn] é l.i.;

ii) a1+---+ozn7£1.
16) Sejam V um espaço vetorial sobre F e €U1,'Uz,'U3] um subconjunto l.i. de V. Prove

que (m + 112, 112 + v3,v1 + vg) é l.i. se, e somente se, a característica de F é # 2.

17) Sejam V um espaço vetorial sobre F e [UI, . . . ,ou) uma base de V. Defina Mo : [O]

e Mk : [[v1,...,vk]], k : 1,...,n e escolha uk e Mk X Mk_1, k : 1,...,n. Prove que

[ul, . . . ,unj é base de V.

18) Seja V # [O) um espaço vetorial sobre F. Prove que:

i) Se F tem apenas dois elementos e dim FV : 1 então V tem uma única base;

ii) Se V possui uma única base E (sobre F) então V : B LJ [0]
iii) Se V tem uma única base então F tem somente dois elementos e dim FV : 1.

19) Seja V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão n. Prove que V é um espaço vetorial
sobre R de dimensão 271.

20) Prove que um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, e soma direta de subespaços
de dimensão 1.

21) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e WI, . . . , W71 subespaços de
V tais que V : WI + - - - + Wn. Prove que as seguintes afirmações são equivalentes:

i) V=W169---$Wn;
ii) dim FV : dim FW1 + - - - + dimFWn.

2.4 Espaço Quociente
Vamos aqui estudar conjuntos que são “translações” de subespaços vetoriais.

Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subespaço de V. A relação

[(u,v)GVxV:u—UGW)
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é uma relação de equivalência sobre V. As classes de equivalência desta relação são da

forma

v+Wz=(uéV:u—v€Wl=[v+wzweW]»,
e são chamadas de sabespaços afins de V, gerados por W. Subespaços vetoriais são

subespaços afins, mas a recíproca nem sempre vale. Como subespaços afins são classes de

equivalência, a intersecção de dois subespaços afins é o conjunto vazio ou um subespaço
afim. Vamos denotar por V/W 0 conjunto de todos os subespaços afins de V. Deiinamos

então as seguintes operações sobre V/W:

(u+W)+(v+W) =(u+v)+W, la(u+W) =(au)+W, u,v€ V, a E F.

Teorema 2.4.1 Nas condições acima, V/W é um espaço vetorial sobre F.

Demonstração. Inicialmente, notemos que as operações definidas acima independem
dos representantes das classes, isto é, as operações estão bem definidas. No caso da

primeira operação, a justificativa de tal fato é como segue. Suponhamos que o, v,, u, a, e V

equev+W=vl+Wequeu+W=u'+W. Entãovl—UEWeuI—UEW. Como
W 5 V, segue que (fu, — 11) + (a, — a) 6 W. Em outras palavras, 1), + u, — (U + u) e W,

ou seja, (1), + ul) + W : ('U + u) + W. A justificativa para a outra operação é similar. As

condições da definição de espaço vetorial são facilmente verificáveis. III

Definição 2.4.2 O espaço vetorial apresentado no Teorema 2.4.1 é denominado espaço
quociente de V por W.

Definição 2.4.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subespaço de V. A

codimensão de W em V é a dimensão de V/W sobre F.

Exemplo 2.4.4 No eSpaço R3 usual, consideremos o subespaço W = [(a, O, O) : a E R],
Os elementos de Rª/W são da forma (056,7) + W : ((cuja) + Ã(1,0,0) : A E R).
Geometricamente, vemos então que os subespaços afins de R3 são retas com direção

(1,0, O). O teorema a seguir revela que Rª/W e o espaço R2 usual têm a mesma dimensão
sobre R
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Teorema 2.4.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F e W um subespaço de V.

1) Se Bl é uma base de W e [0 + W : v 6 B?) e' uma base de V/W então Bl U B2

6 uma base de V;

ii) SeB e'uma base deV eB1 C B e'uma base deW então [D+Wzv E BXBI]
é uma base de V/W;

iiz) Vale a fórmula dimpV : dimFW + dimpV/W.

Demonstração. i) Seja 11 E V. Existem um conjunto finito J de índices, escalares

(a]- :j 6 J) e vetores [vj :jG J) de B2 tais que

v+W=Zaj(vj+W)= (ia,-vj) +VV.

jeJ je]

Logo, v— (EJ-GJ ajvj) e W e, conseqiientemente, existem um conjunto Bnito ] de índices,
escalares (B,- : i E I) e vetores [wi : i e l) de BI tais que

u _ (E aja.) = Eli-wi.
jeJ ie!

Segue que 'u 6 [Bl U BZ]. Portanto, V = [31 U BZ]. Para mostrarmos que Bl U B2 é Li.,

assumamos a notação acima e suponhamos que

E Biwi +Z Olj'Uj : O.

ie! jeJ
Então,

0+W : Zâi(w,+W) JFZOZÍÚU +W) : Zoa-(v]- +W).
ie! jeJ je.)

Como ['a]- +W :j 6 J) é l.i., a]- : 0, j 6 J. Assim, Ziellôiwi : O. Como [wi : i E I) é

Li., 6,- : 0, i e I.
ii) Exercício.

iii) Segundo a notação anterior, dim FV é a cardinalidade de 81 U BZ. Observando que
Bl (] 32 = (2), concluímos então que dimF é a soma da, cardinalidade de BI com a
cardinalidade de BZ, isto é, dim FW + dim FV/W. Cl

Exercício 2.4.6 22) Sejam V um espaço vetorial, WI e W2 subespaços de V e u, 'U e V.

Prove:
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i)u+W1 Cv+W2 se, esomente se, u—vGWz er C Wz;

ii) (u + W1)F1(v + WZ) # (2) se, e somente se, u — 2) 6 VW + Wg;

iii) SewG (u+W1)0(v+W2) então (u+W1)n(v+W2) =w+W10W2;
iv) Se V : WI EB WZ, então (u + WI) D (11 + Wz) é um conjunto unitário.

2.5 Coordenadas
Uma das características fundamentais de um espaço vetorial sobre F de dimensão finita n
é que, usando uma ou mais bases de V, podemos introduzir coordenadas em V, análogas
às “coordenadas naturais” mi de um vetor v : (Axl,

. . . ,as”) do espaço usual F". Para isso7

alguns cuidados fazem-se necessários. Um deles é o estabelecimento de uma ordenação
dos elementos das bases utilizadas. Com isso, podemos dizer qual é o primeiro elemento

da base, o segundo, etc. Isto significa que o conceito de coordenadas depende de como os

vetores da base estão dispostos e não somente do conjunto de vetores que forma a base

como um todo.

DeHnição 2.5.1 Seja V um espaço vetorial sobre F de dimensão finita. Uma base or—

denada de V é uma sequência finita de vetores Li. que gem V.

Os conjuntos [(1,0),(0,1)) e [(0, 1), (1,0)) são bases ordenadas distintas do espaço
vetorial R2 usual.

Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e 31 : [ul, . . . ,ou) uma base
ordenada de V. Dado um vetor 1) de V, este escreve-se de maneira única como combinação
linear de elementos de BI:

v=a1v1+---+anvn, a1>—--yan6F-

DeHnição 2.5.2 O escalar ai é denominado a i—ész'ma coordenada de v em relação à

base ordenada Bl.

Cada base ordenada Bl de V determina uma correspondência biunívoca entre V e

F". Esta correspondência associa a cada elemento U de V a n—upla (011, . . . , a") formada

30



pelos escalares definidos no processo acima descrito. O vetor

ªi
vB1 :=

OQ : (a1,a2,,._,an)t

an

é denominado o vetor das coordenadas de o em relação a B]. Se BZ : [ul, . . . ,un) é outra
base ordenada de V então podemos escrever

uj=a1jm+a2jvz+n-+anjvm aiJ-GF, i,j=1,...,n.
Notemos que a matriz Mâf := (aí,) E Mnxn(F) é inversível e, 051 : Mãº 'UBZ.

Teorema 2.5.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita n e B1 e B2

bases ordenadas de V. Então existe uma única matriz P de MM,,(F) invencível que

satisfaz UB1 : Pvgz.

Demonstração. Exercício.

Definição 2.5.4 A matriz do teorema anterior e' denominada matriz de mudança da
base Bl para a base B2.

Exercícios 2.5.5 23) Verifique quais dos seguintes conjuntos são subespaços do espaço
vetorial IR".

i) WI :((a1,...,an) GR":a1+º--+an #0];
ii) Wg : [(a1,. . . ,a") E R" 301102 : 0);
iii) W3 = [(ah . . . ,a") & IR" : ak 6 Z para algum kr);

iv) W4 : ((ah . . . , an) 6 R" : ak Z O para todo k];
v) WS: ((a1,...,an) Gana1+---+an=1).

24) Verifique quais dos seguintes conjuntos são subespaços do espaço usual V : Mnxn(F )
i) WI : [A E V : A não é inversível);

ii) Wz : [A E V : AB : BA, B fixa);

iii) W3=[AEV:A2=A]».
25) Verifique quais dos seguintes conjuntos são subespaços de V : RIR.
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i)W1=(feV=f(1 )=1);
ii)W2= (fev: f0f( t)dt=0]»;
iii) Wg—(feV-fw— f(1—t) tem;

==(feV fof(t)f(1—t)dt=0)
V) Ws= if E V Loo |f()()|(1+ lf(t )l)'ºdt < 00)-

vi) Wa = if e v- ffº If(t) lª(1 + lf(t)))“ªdt < oo).

vii) W7= (f e V: f0f( t)dt é racional).
26) Determine todos os subeSpaços de Z? e Zª.

27) Sejam W1,W2, VW e W4 subeSpaços de um espaço vetorial V.

i) Mostre que as seguintes inclusões são válidas: W10W2+W10W3 C W1D(W2+W3)

e (W1 n Wz) + W3 c (W1 + Wg) ri (W2 + Wg);

ii) Exiba exemplos para mostrar que as inclusões do ítem i) podem ser próprias;
iii) Mostre que W1 o (W + W1 o W) : (W1 n Wº) + (Wl o W);
iv) Se W1 DWz : W3 DW4, mostre que WI : (W1 + (W; HW3)) n (W1 + (Wz 0 W4)).

28) Sejam V um espaço vetorial sobre Z,, e WI, Wz, . . . , Wj subespaços de V. Suponha

que p — 2 > j e que Wj í Ui7ngi. Mostre que se V : UleWi então V : W,- para algum
i.

29) Seja S um subconjunto qualquer do espaço vetorial usual P(]R). Mostre que a função

f : R —> R dada por f(x) : exp(:c) não é um elemento de [S]
30) Seja F um corpo e consideremos os seguintes subconjuntos de F3 :

W1 :((a,6,a+6)ra,B€F) e Wz=i('m,7) =76F)
Verifique que WI e Wz são subespaços de F3 e que F3_Wl 63 W2
31) Seja F um corpo de característica # 2 e consideremos o espaço V : Mnxn(F).

i) Verifique que ambos, WI : [A e V : A : At) e Wg : (A E V : A : —At]» são

subespaços de V;

ii) Verifique que V : W1 EB Wz.

32) Sejam W1,W2 e W3 subespaços de um espaço vetorial V. Mostre que:

i) Se W1 c Wg, então W, 0 (W1 + W2) : W1 + (W 0 Wg);

ii) A hipótese WI C W3 em i) é essencial;

iii) Se V : W1 EB Wz então a igualdade W3 : (WI F) W3) EB (W2 (“| Wg) não vale em

geral;
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iv) Se V : W1 ÉBWz e WI C W3 então W;; : W1€B(W2 O Wg).

33) Se VI e V2 são espaços vetoriais sobre um mesmo corpo, WI : [(v1,0) : v1 6 VI) e

W2 : [(Omg) : 'Ug & Vz), mostre que VI >< V2 : WI GB W2.

34) Seja F um corpo. Se W : «[(0,a,5) : aj G F)», prove que Fª/W é gerado pela

classe (1,0,0) + W.

35) Sejam V e W espaços vetoriais sobre um mesmo corpo, Vl C V e WI C W. Prove

que:

i)SeVlgVeW1_<_WentãoV1XWISVXW;
ii) [V1 >< Wl] c [Vl] >< [W,];

iii) Em geral não se tem igualdade no ítem ii);

iV) [Vil >< lW1l=l(V1 >< iºl) U (iºl >< WO].

36) Sejam V e W espaços vetoriais sobre um mesmo corpo. Mostre que V >< W é finita—

mente gerado se, e somente se, V e W são finitamente gerados.
37) Mostre que o subconjunto [f1,f2,f3]> de RIR, onde f1(t) : cost, f2(t) : sent, e

f3(t) : sent+7r/3, é l.i. O que acontece se trocarmos fg por L;, onde f4(t) : sent+7r/6?
38) Mostre que o subconjunto [f1,f2, fg) de RR, onde f1(t) : cost, f2(t) : sent, e fg é

um polinômio não—nulo, é Li. 0 que acontece se trocarmos f3 por L;, onde f4(t) : exp(t)?
39) No espaço vetorial Zª decida quais dos seguintes conjuntos são l.i.:

i=)51 [(1 2,5),(2,Í,5)l;
n) 5, = (rir), (Í,õ,Í), (16,6), (6,63),
111) Sg : (63,6),(1 Í, Í), (ª, õ,Í));
1V)S4 _ ((TM), (116), (õ,Í,Í)].

40) Sejam V um espaço vetorial sobre F e (111, . . . ,vn) um subconjunto de V. Prove: o

conjunto [UI, . . . gun] é l.d. se, e somente se, algum dos vetores v), (lc > 1) é combinação
linear de 111, . . . , vk_1.

41) Encontre bases de V : M2X2(Q ) que estejam contidas nos seguintes conjuntos:

iW) =[A & V. A2: A],
ii) W;» = «[A E V : A é inversível];

iii) W3=[A6V: detA=1).
42) Encontre dimRC e dimQ Q (x/ã)
43) Se F é um corpo e W = [(x, y,:r + y) : 13, y 6 F), determine a dimensão de Fª/W.
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44) Seja V um espaço vetorial sobre F e suponha que exista uma sequência W0,W1 . ..
de J subespaços de V (J pode ser inclusive a cardinalidade de N) satisfazendo:

i) [O) : Wo C WI C W2 C .. . (inclusões próprias);

ii) V : UjeJWj;

iii) Se M 5 V e Wj C M C Wj+1 para algum j então M : Wj ou M : Wj+1.

Mostre que dim FV : J.
45) Sejam F1,F2 e F;; corpos tais que Fl C F2 C Fg. Demonstre que dimFngdiszFg :
dimp1 Fg.

46) Mostre que não existe um corpo F tal que R C F C (C e R # F 74 (C .

47) Dê exemplo de um espaço vetorial V e subespaços V1,V2 e V3 de V de modo que

V : V1 69 Vg : V2 69 Va : V3 69 V1. A dimensão do espaço V que você encontrou é ímpar?

48) Seja V um espaço vetorial não—trivial sobre um corpo infinito. Mostre que V contém

infinitos elementos.

49) Seja V um espaço vetorial sobre um corpo de cardinalidade infinita. Então V não é

uma união finita de subespaços próprios. Dê um exemplo para mostrar que a hipótese
sobre a cardinalidade de F não pode ser retirada,.

51) Sejam X um conjunto não-vazio, V um esPaço vetorial sobre F e [fb . . .,fn) um
subconjunto l.i. de VX. Se Y é um conjunto não—vazio e g : Y ——> X é uma função

sobrejetora, prove que o conjunto [fl 0 g,. . . , fn o 9] é l.i.

52) Seja I : (—7r/2,7r/2). Se para cada inteiro positivo n, fn : I —> IR é a função
fn(a:) : —1 + tgªcc, prove que [fn : n = 1, 2, . . ) é um subconjunto l.i. de R].

53) Dizemos que um subconjunto [aro, . . . ,mn) de cardinalidade n + 1 de R" está em

posição adequada se 0 conjunto [5131 — xº, . . . ,xn — xo) é l.i. Prove que as seguintes afir—

mações são equivalentes:

i) [mg, . . . ,mn) está em posição adequada;

ii) Se a1x1+—'-+anxn=0ea1+—-—+an=0, então aO=---=an=0.
54) Sejam W1,W2 e W3 subespaços de dimensão finita de um espaço vetorial V. Prove:

i) dim WI : dim(W1 + W2)0(W1 + Wg) + dim WI 0 W;, —— dim(W1 + Wg) D Wg;

ii) dim W1 O Wz + dim(W1 + W;) 0 W3 : dim W1 (“| W3 + dim(W1 + Wg) () Wz;

iii) Se WI FI (Wz + Wg) : [O) então (WI + W2)0(W1 + Wg) : WI;

iv) 2 dim(W1 + Wz + Wg) 5 dim(W1 + Wz) + dim(W1 + Wg) + dim(W2 + Wg);
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v) Vale a igualdade em iv) se, e somente se, o conjunto [WI, Wz, ng é indepen-
dente (Sugestão: dim(W1 + Wz + Wg) É dim(W1 + Wg) + dim(W1 + Wg) — dim WI, etc);

vi) 2(dim W1 + dim Wz + dimW) Z 3[dim(Wl n W) + dim Wz n W3 + dim W1 n
W;; — dim(W1 O WZ PI W3)];

vii) Vale a igualdade em vi) se, e somente, se W1 : Wz : W3 (Sugestão: Use

desigualdades do tipo dim WI O Wz 0 VW, 2 dim VW 0 W2 + dim W2 Fl W3 — dim(W1 + W3));

viii) Se V : W1 $ Wz então 2 dim W3 — dim V 5 dim(W1 O Wg) + dim(W2 D W3) 5
dim W3.
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Capítulo 3

'ITansformações Lineares

3. 1 Linearidade
Nesta seção, estudaremos em detalhes funções entre espaços vetoriais que de alguma
forma respeitam as estruturas dos espaços envolvidos. Usaremos as notações + e - para
indicar adição e multiplicação por escalar em vários espaços vetoriais diferentes.

Definição 3.1.1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre o corpo F. Uma transformação
linear de U em V é uma função T : U —> V que satisfaz:

TL]. T(u + a') : T(u) + T(u'), u,ul 6 U;

TLQ, T(au) : aT(u), a E F, a 6 U.

Observação 3.1.2 As condições TL1 e TL2 são equivalentes a condição única:

TL3. T(au + ul) : aT(u) + T(u'), a G F, u,u' e U.

Desse modo, toda transformação linear T : U —> V “leva” combinações lineares de

elementos de U em combinações lineares de elementos de V.

Observação 3.1.3 As igualdades T(0) : T(O + 0) : T(0) + T(0) revelam que uma

transformação linear T : U —> V sempre satisfaz T(0) : 0.

Vamos denotar o conjunto de todas as transformações lineares de U em V por £(U , V).

No caso em que U : V escreveremos simplesmente £(U)

Definição 3.1.4 Os elementos de £(U ) são chamados de operadores lineares sobre U .
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Exemplos 3.1.5 1. Se U e V são espaços vetoriais sobre um mesmo corpo, T : U —> V

dada por T(v) : 0, u e U, é um elemento de [I(U, V). S : U ——> U dada por S(u) = u,

a 6 U, é um elemento de £(U).
2. Sejam U = Mnxn(F) e A um elemento fixo de U. Então T : U —> U dada por
T(X) : AX, X 6 U, é um elemento de £(U).
3. Se U = Rºº, entãoT : U —> U dada por T((ml,z2, . . .)) = (O,:c1,:c2, . . .), (31,522, . . . ,) 6
U, é um elemento de £(U). A expressão S(:z:1, mz, . . . ,) = (332, 503, . . ) também deline um
elemento de £(U)
4. T : Pn(F) —> Pn_1(F), n 2 1, dada por T(p) : p, (derivada de p), p E P,,(F), é um
elemento de £(Pn(F), Pn_1(F)).
5. Se V é um espaço vetorial sobre F e W é um subespãço de V, então qw : V ——> V/W,
dada por qW(v) = v + W, 1) E V, é um elemento de [)(V, V/W).

Definição 3.1.6 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T E £(U, V). Então:

Ke'rT := «[u 6 U : T(u) : O),

ImT:=[T(u)€V:uGU] e

Coker T := V/Im T.

Observação 3.1.7 Como toda transformação T & £(U, V) satisfaz T(0) : 0 então
Ker T e Im T são conjuntos não—vazios.

Teorema 3.1.8 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T 6 £(U, V). Então Ker T e

Im T são subespaços de U e V respectivamente.

Demonstração. Exercício. El

Definição 3.1.9 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T E £(U, V). Então

p(T) := posto de T := dimplm T e

77(T) := nulidade de T := dimFKeT T

Teorema 3.1.10 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T 6 [.(U, V). Então dimpU :
p(T) + 77(T).
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Demonstração. Seja B uma base de Im T. Para cada 1) de B, escolha um elemento

u : u,, de U tal que T(u,,) : v. Deíina 31 : [uv : 1) E Im T)». Se alguma combinação

linear de elementos de BI for nula, digamos Zi amv, : O, então

0 : T(O) : T (2 Oz,-um) : Zan-TOL“) : Z air/i.

Como B é l.i, segue que a,— = 0 para todo i. Em outras palavras, o conjunto 31 é l.i. Para

concluir a prova do teorema vamos mostrar que U : [B]] 63 Ker T. Seja a 6 U. Como

T(u) G Im T, existem 'ul, . . . ,vn E B tais que

: 2181452: ;BiT(uv) _“T(:zl Biuvi> : Bi E F
i=1

Logo,

u — 26,1%, 6 Ker T
i=1

e, consequentemente,

U=É51Uui+<U—ZÚiuu-€>[Éll31].€BKerT
i=1

Segue que U : [Bl] + Ker T. Se u 6 [B1] 0 Ker T, então, com a mesma notação usada

acima, temos que

0 : T(u) : T (2 [B,-uw) = 26,15.

Como B é base de Im T, 6,- = 0 para todo i, ou seja, u : 0. A conclusão segue do

Corolário 2.3.15. []

3.2 O Espaço das Transformações Lineares
Além de criar uma estrutura de espaço vetorial em [I(U, V), introduzimos outras operações
entre elementos de £(U, V) que preservam linearidade.

Teorema 3.2.1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, S,T € £(U, V) e a e F. As

funções dejím'das por

(S + T)(u) : S(u) +T(u), u 6 U e
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(aT)(u) : aT(u), u e U

são elementos de [,(U,V).

Demonstração. Exercício. E]

O conjunto £(U, V) munido das duas operações definidas no teorema anterior é um

espaço vetorial sobre F. Na verdade, ele é um subespaço de VU .

Teorema 3.2.2 Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre F, T e £(U, V) e S E £(V, W).
Então a composição S o T de S com T é um elemento de £(U, W).

Demonstração. Exercício E]

Teorema 3.2.3 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T e £(U, V). Se T e' uma
função inversível então sua inversa T“1 e' um elemento de £(V, U).

Demonstração. Exercício. EI

Teorema 3.2.4 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T & £(U, V). Valem as
seguintes afirmações:

i) T e' injetora se, e somente se, KC?" T = [D]»;

ii) T e' sobrejetom se, e somente se, Coker T : [Im T].

Demonstração. i) Suponha que T seja injetora e a € Ker T. Então T(u) : 0 : T(O)

e, portanto, a = O. Segue que Ker T = [O] Reciprocamente, assuma que Ker T = [D]» e

suponha que T(u) : T(ul), u,u1 & U. Então, T(u — ul) : O, ou seja, a — ul € Ker T.

Segue que a — ul : 0 e T é injetora.
ii) Dizer que V/ Im T : (Im T] é equivalente a dizer que Im T = V. O resultado segue.

E]

Exemplos 3.2.5 1. Consideremos o espaço V : [sc e R : a: > O] munido das seguintes

operações: a adição de vetores em V é a multiplicação usual de números reais e a

multiplicação de elementos de V por números reais é a exponenciação do elemento pelo
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número real. Então V é um espaço vetorial sobre R e T : V —> R dada por T(v) : lnv é

um elemento de £(V,R). Ainda, Ker T = [1] e Coker T = (Im T) = (R]
2. O conjunto O(R) := «[f 6 RR : f é contínua] e um subespaço de Nª. A função

T : CUR) —+ CUR) definida por

T(f>(x)= /$f(t)dt7 ares, fGCOR)

é um elemento de £(C(R)). Não é difícil ver que Ker T = «[0) e que Im T := CNR) :=

[f E COR) : f é diferenciável].
3. Já sabemos que a função T : POR) —+ P(R) dada por T(p) : p, é um elemento de

£(P(R)). Aqui, Ker T = [p E POR) :p é constante) e Coker T : [Im T] : [POR)].

Teorema 3.2.6 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T E £(U, V). As seguintes

ajírmações são equivalentes:

i) T e' injetora;
ii) Se A C U e' Li. então T(A) e' Li.

Demonstração. Exercício.

0 próximo resultado estabelece que para transformações lineares entre espaços
vetoriais de mesma dimensão finita, os conceitos de bijetividade, injetividade e

sobrejetividade coincidem.

Teorema 3.2.7 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T E £(U, V). Assuma que
dim FU : dimFV < 00. Então as seguintes afrmações são equivalentes:

i) T é uma função inversível;

ii) T é injetora;

iii) T é sobrejetora.

Demonstração. É suficiente provar que ii) implica iii) e que iii) implica i). Se T é

injetora então Ker T = (O) e consequentemente n(T) : 0. Pelo Teorema 3.1.10, p(T) :
dim FU : dim FV. Como Im T 5 V, segue que Im T = V. Portanto, ii) implica iii). Se

T é sobrejetora, p(T) : dim FV. A hipótese e o Teorema 3.1.10 revelam que n(T) : 0.

Em outras palavras, T é injetora. Portanto, T é bijetora e então inversível. Isto mostra

que iii) implica i). E]
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O resultado a seguir será usado nas seções subsequentes.

Teorema 3.2.8 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, (ui : i G [) uma base de

U e [vi : i 6 [) um subconjunto de V. Então emiste uma única transformação linear

T : U —+ V tal que T(ui) : vi, i 6 [. Além disso, T e' injetora se, e somente se,

[vz- : i E ]]> e li; T é sobrejetora se, e somente se, [(vi : i 6 [H = V.

Demonstração. Cada elemento a de U pode ser escrito de maneira única como uma

combinação linear de elementos de [al : i E I], digamos, n : Zig] aiai, onde J é um

subconjunto finito de I (que depende de u). Definimos então T da seguinte forma

T(u) :E aivi, u 6 U.

ie.]

T é certamente um elemento de £(U, V) satisfazendo T(ui) : v,-, i E I. A unicidade de

T segue do fato de [u,— : i 6 I] ser uma base de U. O núcleo de T é dado por

Ker T : íZaiui : Zoa-vi : O?
iEJ iEJ

Logo, Ker T = [0] se, e somente se, [vi : i 6 I) e li. A imagem de T é precisamente

ImT=íZaiviz JC], Júnito, crl-GF, iGJÉ
ie.]

Logo, T é sobrejetora se, e somente se, [(vi : i & []] : V. D

Utilizaremos o restante desta seção para encontrarmos uma fórmula que calcule a
dimensão do espaço £(U, V).

Teorema 3.2.9 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F. Valem as seguintes afirmações:

i) dimF£(U, V) Z dimFU dimFV;

ii) Se dimFU < 00 então dimF£(U, V) : dimFU dimpV;
iii) Se ambos U e V não têm dimensão finita," então a desigualdade em i) e' estrita.

Demonstração. Escolha bases [ui : i e I) e [U,- : j e J ] de U e V, respectivamente.
Para cada par (i, j) 6 I >< J, podemos usar o teorema anterior para construir Ti]- E £(U, V)
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satisfazendo Ti,-(ui) : vj e 'Ej(uk) : O, k' # i. Suponhamos inicialmente que alguma

combinação linear dos Tij- seja nula, digamos

z aún]. : 0, K c [ >< J, K finito, ai,- e F, (M) 6 K-
(m“)eK

Escolhamos um par (io, ]) e K. Então

º = É ªfundªm) = E aiojTioj(uio) = E ªiojvj-
(ÃDÉK (ioyj)€K (i0»j)€K

Segue que a,“ = 0, para todo par (io, j) 6 K. Como io é arbitrário, concluímos que

Oz,-j : O, (i,j) 6 K. Logo, [Ti]- : (i,j) € ] >< J) é l.i. Em particular, dimp£(U, V) é no

mínimo a cardinalidade de [ >< ] . Isto prova i).

Suponha agora que dim FU : n. Adote as notações acima e escreva [ = (1, . . .,n].
Pelo ítem anterior, já temos que [Tij : i E Lj 6 J] é l.i. Vamos mostrar agora que tal

conjunto gera £(U, V). De fato, se T E £(U, V), então dim FIm T < 00. Logo, existe um
subconjunto finito J' de J tal que Im T : [(vj : j 6 f)]. Daí, para cada i e ] existem
escalares a;, j e J', tais que

T(ui) : z aªvj : Z a;?"ij(u,;).
jeJ' jeJ'

Segue que

Te[[TiJ—zieLjGJ'HCHTij—zieLjên].
Isto conclui a prova de ii).

Se U e V não têm dimensão finita, então é fácil construir T E £(U, V) que não é uma
combinação linear dos TH construídos acima. Portanto, dim p£(U, V) é um cardinal maior
do que o produto das cardinalidades de I e J. [:|

3.3 Isomorfismos

Estudamos aqui algumas particularidades das transformações lineares que são bijetoras.

Definição 3.3.1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F. Dizemos que U e V são iso—

morfos (ou que U é isomorfo a V) e escrevemos U % V quando existe T E £(U, V)

bijetora. T é então chamada um isomorfísmo de U em V.
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Teorema 3.3.2 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F. São equivalentes:

i) U e V são isomorfos;

il) dimFU : dlmFV

Demonstração. Suponhamos que exista um isomorlismo T : U ——> V. Se B é uma
base de U então, pelo Teorema 3.2.8, T(B) é uma base de V. Logo, U e V tem a

mesma dimensão. Reciprocamente, se U e V têm a mesma dimensão, existem bases

[u,- : i e I) e [v,— : i E I) de U e V respectivamente, ambas indexadas no mesmo conjunto

[ . Pelo Teorema 3.2.8, existe uma única transformação linear bijetora S' : U —> V tal que
S(ui) : v,, i E [. Portanto, U e V são isomorfos. D

Teorema 3.3.3 Seja U um espaço vetorial sobre F de dimensão jínita n. Então U e'

isomorfo a F".

Demonstração. Segue diretamente do teorema anterior. Cl

Exercício 3.3.4 1) Seja F um corpo qualquer. Prove:

i) V : [(ana +B,a + 26, . . .) : (1,6 e F] é um subespaço de Fºº;
ii) V é isomorfo a Fº.

Teorema 3.3.5 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F. Se dimFU : n, então £(U, V)
é isomorfo a V".

Demonstração. Seja B : «[ul, . . . ,a") uma base de U. Deânamos '(,Ú : [I(U, V) ——> V"

por MT) : (T(u1), . . . ,T(un)). É fácil verificar que zt € £(£(U, V), V"). Se ib(T) : 0,

T e £(U, V), então T(ui) : 0, i : 1,...,n. Como B é base de U, segue que T = 0.

Portanto, Ker ip : (O), ou seja, ip é injetora. Finalmente, seja v : (vl, . . . ,vn) 6 V".

Pelo Teorema 3.2.8, existe uma única T e £(U, V) tal que T(u,:) : v,, i = 1, . . . ,n. Daí,
WT) : (T(u1), . . . ,T(un)) : (vl, . . . ,vn) : v. Portanto, 1,0 é sobrejetora. D

Matrizes aparecem naturalmente quando descrevemos transformações lineares entre

espaços vetoriais de dimensão finita. Vejamos isso.
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Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita, e T E £(U, V).

Sejam B : [ul, . . . ,a") uma base de U e C : [ol, ...,vm) uma base de V. Para cada

j e [l, . . . ,n) existem escalares ai,-, i = 1, . . . ,m, tais que
m

T(uj) : al,—ol + - - - + amj'um = É aij'Ui
i=l

Definição 3.3.6 A matriz de men(F) cuja entrada ij é aij é denominada de matriz

(das coordenadas) de T em relação às bases (ordenadas) B e C.

A matriz da definição anterior será. denotada por [Tg ou simplesmente Tg.

ATENÇÃO: A matriz Tg depende obviamente das bases B e C e de T. Qualquer

alteração nos elementos ou ordem dos elementos de alguma das bases produz uma matriz
diferente. Em outras palavras, a mesma transformação linear pode ser representada por
varias matrizes de men(F).

Observação 3.3.7 1) Seja a um elemento de U. Mantendo—se as notações acima, pode-

mos escrever

azia,-aj, ajeF, '=1,...,n.
j=1

Então
“ " m m "

T(u) : 20677017) : 2013" (2 0517111) :2 (2011305) 'Ui.

j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Isto mostra que T(u) fica completamente determinado pelas coordenadas de u em relação
à base B e pela matriz Tg.
2) Se U : V, a matriz de mudança da base B para a base O coincide com a matriz da

transformação identidade IV em relação às bases B e C .

3) Dada uma matriz A & men(F), existe uma única T e £(U, V) tal que TC : A (veja
Teorema 3.2.8).

4) As colocações anteriores permitem estabelecer uma relação biunívoca entre [I(U, V)

e men(F). Entretanto, essa correspondência depende de bases previamente escolhidas

nos espaços envolvidos.

Teorema 3.3.8 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, de dimensões n e m,
respectivamente. Então £(U, V) e men(F) são isomorfos.
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Demonstração. Fixemos bases B : [ul, . . . , un] 6 C = [m, . . . , vm] de U e V, respec-
tivamente. Definamos ill : £(U, V) —> men(F) por w(T) : Tg. Se T,.S' E £(U, V) e

a E F, então [T+S]g : Tg +55 e [aTlg : aTg. Segue que ib € £(£(U, V), men(F)).
Se Tg : O, para alguma T & £(U,V), então T(u]-) : 0, j : 1, . . . ,n. Como B é base de

U, T = 0. Portanto o é injetora. Finalmente, seja D : (BU) € men(F). Pelo Teorema

3.2.8, existe uma única T 6 £(U, V) tal que
m

T(ªj) : 2517421“, j = 1, . . . ,n.
i=1

IStº significa que TC : D, ÍStº é, WT) = D. Portanto, i,!) é sobrejetora. D

Observação 3.3.9 Nas condições do teorema anterior e lembrando o Teorema 3.2.9,

temos que dim F£(U, V) : m.n.

Teorema 3.3.10 Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre F, todos de dimensão jinita,
T 6 £(U, V) e S & £(V,W) Se B, C, e D são bases de U, V e W respectivamente,
então [5 o Tg : Sng.
Demonstração. Escrevamos B : (ul, . . . ,nª», C : [UI, . . . ,ou] e D : (wl, . , . ,wm).
Escrevamos ainda Tg : (a”-) e 33 : (B,-,). Então,

(S O T)(Uj) : S (E al,-v,) : Z al,-SCL”)
l=1 l=1

= Zºu (z Bilª/i) = (E Bila“) 'wi-
l=1 i=1 i=l l=1

Segue que

[5 ºTlg = (E Bizºn) = 55 Tg,
z=1

completando a prova. El

Corolário 3.3.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e B e C
duas bases de V. Então MgMg : MgMg : [.
Demonstração. Exercício.
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Teorema 3.3.12 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão ânita.
Sejam ainda T e [,(U,V), BI e 32 bases de U e 01 e 02 bases de V. Então, TSI1 :
M€? TÉ? M€;

Demonstração. Isso é conseqiiência da seguinte sequência de igualdades

c C c B C B
TBÍ : lTº IUlBII : TB; llUlBÍ : TB; MB;

: [IV 0 111%; Mg; : [Ivlã TÉZ M€; = Mãº TEE M€; :

obtidas com a ajuda do corolário anterior. '
El

Corolário 3.3.13 Sejam U um espaço vetorial de dimensão finita, B e 0 bases de U e

T E £(U). Então TB : Mg Tg Mg.

Observação 3.3.14 Como Mg é a matriz inversa de Má? , o corolário acima revela que

as matrizes T5 e T8 são semelhantes.

Teorema 3.3.15 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, de dimensões finitas n e m,
respectivamente, e T & £(U, V). Escreva s := p(T). Então existem bases B de U e C de

V tais que

an
onde [S e' a matriz identidade de ordem 5 com entradas em F.

Demonstração. Pelo Teorema 3.1.10, 77(T) = n — s. Fixemos uma base 31 : [ul, . . . ,

ums) de Ker T. Pelo Teorema 2.3.7—ií), podemos encontrar vetores w1,. _ . , ius de U tais

que B : (wl, . . .,ws,u1, . . . ,un_s]» é uma base de U. Segue que

Im T : T(U) : T([B]) : “T(wl), . . . ,T(ws))].

Como o conjunto 01 := [T(wl),...,T(ws)] tem no máximo 3 elementos e p(T) : s7

concluímos que Cl é uma base de Im T. Usando o Teorema 2.3.7—ii) mais uma vez,
obtemos vetores 111, . . . ,umª de V tais que C :: [T(wl), . . . ,T(ws),v1, . . . , nw_s] é uma
base de V. É fácil ver que Tg tem a forma desejada. El

Terminamos esta seção, apresentando alguns isomorfismos naturais envolvendo es-

paços quocientes.
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Teorema 3.3.16 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T 6 £(U, V). Então U/Ker T
e lm T são isomorfos.

Demonstração. Definamos w : U/Ker T —+ V por ip(u + Ker T) : T(u), u 6 U.

Inicialmente notemos que a definição de 10 não é afetada pelo fato de um elemento de seu
domínio ser multiplamente representável. De fato, se u, w E U e u + Ker T : 10 + Ker T
então u — w 6 Ker T e, consequentemente, T(u — w) : 0. Portanto, T(u) : T(w), ou
seja, ip(u + Ker T) : ip(w + Ker T). A linearidade de ip segue das seguintes igualdades

w((u+Ker T)+(w+Ker T)) : tp((u+w),+ Ker T)

: T(u + 10) : T(u) + T(w)

: «Mu + Ker T) + íMw + Ker T)

«p (a(u + Ker T)) : i,!)(au + Ker T) : T(au) : aT(u) : aw(u + Ker T)

que valem para u,w 6 U e a E F. A injetividade segue do seguinte argumento: se

u + Ker T E Ker 10 então T(u) : 0. Logo, u & Ker T, ou seja, u + Ker T : Ker T.

Portanto, Ker 71) : [Ker T). E]

Corolário 3.3.17 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e Wz subespaços de V

satisfazendo V : WI GB Wz. Então V/W1 e Wz são isomorfos.

Demonstração. Delinamos T : W2 —> V/WI por T(w2) : 'lU2 + WI. É fácil veriâcar

que T E [,(W2,V/W1). Pelo teorema anterior, concluímos que Wz/Ker T e Im T são
isomorfos. Vejamos agora o que são Ker T e Im T. Seja o + WI E V/WI. Como V :
WI + Wz, podemos escrever v : wl + 102, onde wl &" WI e wz E Wz. Daí,

T(w2) =w2+W1 : (w1+W1)+(w2+W1) = (w1+w2)+W1 =U+W1.

Logo, V/WI (: Im T. Sendo a outra inclusão óbvia, temos que Im T = V/WI. Finalmente,

seja 'lU2 & Ker T. Então w2+W1 = W], ou seja, wz € WI. Segue que wz E WI DW; : (0)
Portanto, Ker T = «[0]. Assim,

W2 % Wz/KerTEImT= V/Wl,

concluindo a demonstração. []
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Teorema 3.3.18 Sejam V um espaço vetorial sobre F e WI e Wz subespaços de V.

Então (W1 + W2)/W1 e Wz/(Wl O Wg) são isomorfos.

Demonstração. Deiinamos T : W2 ——> (W1 + W2)/W1 por T(w2) : 202 + WI, 'LU2 € Wz.

Como T E £(W2, (WI + W2)/Wl), o Teorema 3.3.16 afirma que Wg/Ker T e Im T são

isomorfos, Vejamos então o que são Ker T e Im T. Se wg € Ker T então ”(02 + WI : WI,

isto é, wz € WI. Segue que 1.02 e WIDWZ e, por conseguinte, que Ker T C WInW2. Como

a inclusão contrária é óbvia, concluímos que Ker T : Wang, Se w+W1 G (W1+W2)/Wl,
então

'LU+W1 =(w1+w2)+W1 =(w1+W1)+(w2+W1)=w2+W1,11116 W1,w26 Wz

Daí, T(w2) : wz + WI : w + WI, ou seja, w + W1 e Im T. Segue que Im T : (WI +
W2)/W1. Assim,

Wz/(Wl O Wz) : Wz/Ker T %“ Im T = (Wl + W2)/W1,

concluindo a demonstração. E!

Exercícios 3.3.19 2) Seja F um subcorpo de (C e considere T E £(F3) dada por
T(a:,y,z) = (x —— y + 2z, 2x + y, —ac — 23; + 22). Determine Im T, p(T), Ker T e 77(T)

nos seguintes casos: F = R, F = (C, F = Q e F : (QQ/S).

3) Sejam F um corpo, m e 'n inteiros positivos e A E men(F). Considere a transformação
T e £(Mnx1(F), me1(F)) dada por T(X) : AX. Demonstre que T é a transformação
nula se, e somente se, A = O.

4) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T & [I(V). Demonstre que as seguintes afir-

mações são equivalentes:
i) Im T0 Ker T = [0];
ii) Se 'u 6 V e Tº('u) : 0 então T(v) : 0.

5) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Se T2 = 0, é possível estabelecer

alguma relação entre Im T e Ker T?

6) Sejam Vl, . . . , V,,“ espaços vetoriais sobre F e Tj e £(Vj,V,-+1), j = 1, . . . ,n. Assuma

que T1 é injetora, T,, é sobrejetora e que Im Tj : Ker T,“, j = 1, . . . ,n — 1. Prove que

Z?;f(—1)jdimplfj : 0.
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7) Seja T E [I(Rº) X (O) satisfazendo T2 : T. Prove que T : luª ou existe uma base B

de R2 tal que três entradas de T? são nulas.

8) Verifique quais das seguintes aplicações T : ZÉ —+ Zª são lineares.

i) T(a,b, c) = (b, —a, 1);

ii) T(a,b,c) : (a2,b2,c2);

iii) T(a,b,c) : (a+ 1,b+ 1,c+ 1).

9) Mostre que todos os elementos de COR) são múltiplos de IR.

10) Sejam V1 0 espaço (C usual e V2 0 espaço (3 sobre o corpo R. Exiba T E £(V2) tal

que T &? £(V1)-

11) Encontrar transformações lineares T e S tais que T o S = 0 # S o T.

12) Se V e W são espaços vetoriais de dimensão finita e T & £(V, W), mostre que existe

SG £(W,V) tal queToSoTzT.
13) Prove: se [mo, . ..,xn) (: R" está em posição adequada e [g,/1, . . .,yn) C R", prove
que existe uma função qb da forma o(z) : Tx + v, a: E R", onde T E [:(R'ª) e v 6 R", tal

que (15(a:z) : yi, z' = 0, . . . ,n. Uma aplicação qb como acima é chamada aplicação afim de

R".

14) Sejam A1 e A2 duas regiões triangulares em R2, a primeira delas não degenerada
(vértices não alinhados). Prove que existe uma aplicação afim qb de R2 tal que (MAI) : A2.

15) Sejam V um espaço vetorial sobre F de dimensão finita e T E [,(V). Demonstre que
se p(T2) : p(T), então Im T O Ker T = [O].
16) Sejam V um espaço vetorial de dimensão 2 sobre R e T e £(V) dada por T(v1, '02) =
(vz, ul + vz). Verifique se existe uma base B de V tal que

17) Sejam S,T & £(V). Mostre que se S o T —- I é injetora então T o S — I é injetora
(Sugestão: So(ToS— ]) : (SoT—I)oS).
18) Dê exemplo de um espaço vetorial V e T E [I(V) tal que Im T O Ker T # [O].
É possível dar exemplos onde Im T : Ker T? E se a condição for Im T C Ker T ou
Ker T C Im T (inclusões próprias)?
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19) Determine o núcleo e a imagem da transformação linear T E £(P(R)) dada por

T(p(t)) = / mm
20) Sejam V um espaço de dimensão finita e T, S & £(V). Prove que:

i) Existe R E £(V) tal que T : S o R se, e somente se, Im T C Im S;

ii) Existe R e £(V) tal que T = R o S se, e somente se, Ker S C Ker T.

21) Seja V um espaço vetorial de dimensão n e W um subespaço de V de dimensão m.
Mostre que U : [T E £(V) : T|W : O] 5 £(V). Qual é a dimensão de U?

22) Seja T 6 £(V). Mostre que:

i) Se Ker T # [O) então existe 0 # S & £(V) tal que T o S = 0;

ii) Se Im T # V então existe O 74 S 6 £(V) tal que S o T = 0.

23) Sejam U e V espaços vetoriais, W SU e T E £(W, V). Mostre que existe S E £(U, V)
tal que Slw : T.

24) Sejam V um espaço vetorial e W 5 V. Mostre que existe T 6 £(V, W) sobrejetora
tal que T(w) : w, w 6 W.

25) Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e T 6 £(V).
í) Mostre que VT : [S e [(V) : T o S = O) é subespaço de £(V).
ii) Explique como escolher T de modo que dim VT : 0, n, ou nº.

iii) Se W 5 £(V), existe T & £(V) tal que W : VT? Justifique.

26) Sejam V um espaço vetorial sobre F, WI, . . . ,W" 5 V e T 6 £(W1 >< >< WmV)
dada por T(w1, , . . ,wn) : wl + . , . + wn. Prove: T é injetora se, e somente se7 o conjunto
[WI, . . . , W") é independente.
27) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F e T & £(V, W) Prove que [S E £(W, V) :

S oT : O) é isomorfo a £(W,Coker T) enquanto que [S e £(VV, V) : T o S = O] é

isomorfo a £(W, Ker T).

28) Sejam V e W espaços vetoriais de dimensões m e n respectivamente, com m < n. Se

T 6 £(V, W) e S 6 [(W, V), mostre que T o S não é isomorfismo.

29) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T7 S E £(V) tais que T o S = [.
i) Mostre que Ker S = [O) e Im T = V.

ii) Se dim FV < 00, então T é um isomorfismo e T“1 : S.

iii) Mostre que a parte ii) pode ser falsa se dim FV : 00.

3D) Sejam V um espaço vetorial e T & £(V). Verifique quando a aplicação qb 6 £(LZ(V))
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dada por à(S) : T o S é um isomorfismo.

31) Sejam V um espaço vetorial e T, S 6 £(V). Mostre que T e S são isomorfismos se, e

somente se, T o S e S o T são isomorfismos.

32) Mostre que se V é um espaço vetorial e T E £(V) é tal que T2 — T + I : 0 então T
é um isomoríismo.

33) Sejam V um espaço vetorial e T & £(V). Suponha que existe uma única S E [(V)
tal que T o S = I . Mostre que T é um isomorfismo e que T"1 : S (Sugestão: Considere

S o T + S — I).
34) Se V é um espaço vetorial sobre F , de dimensão finita e T e £(V) é um isomoríismo,

mostre que existe p & P(F) tal que T“1 : p(T) (Sugestão: Encontre O 74 q & P(F) de

grau mínimo tal que q(T) : 0. Mostre que o termo constante de q é 74 O).

35) Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e T & [I(V) tal que T o S : S o T

para toda S 6 £(V). Mostre que se 0 # 'u 6 V então [v,T(v)] é l.d. Usando esse fato,
mostre que T é um múltiplo da identidade, isto é, existe um escalar a tal que T(u) = au,
u 6 V.

36) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão 3 e seja T e £(V) tal que

para alguma base B de V. Encontre p(T) e n(T) nos casos F = R, F : Zz e F : Z3.

Verifique se a igualdade V : Im T 69 Ker T vale em algum dos casos acima.
3?) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F com dim FV : n e dim FW : m. Se S,T &

£(V, W), mostre que:

i) |p(T) - p(S)I 5 p(T + S) 5 p(T) + p(S);
ii) n(T + S) 2 77(T) + n(S) — m
m) M + S) 5 miním, n, p(T) + pw»;
iv) p(T+S) : p(T)+p(S) se, esó se, Im (T+S) = Im T+Im S e Im TnIm S = [O).

38) Sejam V1,V2 e V3 espaços vetoriais de dimensão finita e sejam R E £(V1,V2) e S E

£(V2, V3). Prove:

i) p(R) : p(S o R) + dim(Im R n Ker S);

ii) p(S o R) : dim(Im R + Ker S) — 77(S);
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m) as 0 R) 5 miníp(R),p(S)l;
iv) 770%) + MS) 2 ms 0 R);

V) MR) — 77(S) 5 p(5 º R);
vi) p(R) — n(S) : p(S o R) se, e só se, Ker S C Irn R;

vii) p(S o R): p(S) se, e só se, Ker S + Im R : V2;

viii) Se Ker R = [O) e dimVl : dim V2 então p(S o R) : p(S);

ix) Mostre que a condição dimV1 : disz em viii) é essencial;

x) Se Im R : V2 então p(SoR) : p(S);

xi) p(S o R) : p(R) se, e só se, Ker S ("1 Im R = [O);

xii) Se Ker S = [0]» então p(S o R) : p(R).
39) Sejam V1,V2, V3 e V4 espaços de dimensão iinita e sejam R e £(V1,V2), S e £(V2, V3)

e T E £(Vã, V4). Prove:

i) p(TºS) +p(SºR) í p(S) +p(TºSºR);
ii) ª(TºS) +??(Sº R) 2 TKS) +77(Tº 50 R);
iii) Se dimVl : dim Vj, j = 2, 3, 4 e ToSoR : 0 então p(T)+p(S)+p(R) g 2 dimVl.

40) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, e assuma que dim pVº :
(dim FV)2. Prove que V = [O] ou V é isomorfo a Fº.
41) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T, 8 G £(V). Prove: T o S
é um isomorfismo se, e somente se, S oT é um isomorfismo. A hipótese “dimensão finita”
é realmente necessária?

42) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita. Os espaços £(V, W)
e [)(VV, V) são isomorfos?.

43) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T & [I(V). Suponha que existam subespaços
VI e V2 de V satisfazendo V : Vl + Vg, T(V1) : [O) e T(V2) C Vl. Prove que T2 = O.

44) Sejam A um conjunto qualquer, B C A, V : RA e W : IRB. Mostre que o conjunto
N = (f 6 V : f(t) : 0,t 6 B) é subespaço de V e que V/Nª W.

45) Sejam V um espaço vetorial sobre F e VI e V2 subespaços de V com Vl C Vº. Mostre

que (V/vo/(vz/vl) ”=” W.
46) Sejam V um espaço vetorial sobre F e V1,V2 5 V. Prove:

i) V/(Vi o V2) é isomorfo a um subespaço de V/Vl >< V/V2;

ii) V/ (Vi + V2) é isomorfo a um quociente de V/VI;
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iii) Se dimFV_< 00 então dimpV/(V1 + Vg) < 00, dimFV/(Vl 0 V2) < 00 e

dim pV/(Vi + Vz) +dim FV/(Vi HV2) : dim FV/Vl +dim V/V2 (Sugestão: (Vl + V2)/(V1 F)

vz) % (Vl/vi n vz) e em n vz».
47) Sejam V um espaço vetorial sobre F e VI e V;, subespaços de V. Sabendo—se que

dimFV1 : 5, dim FV2 : 8 e dimp(V1 + V2)/(V1 F] V?) = 3, determine dimFV1 + V2 e

dimFVI o V2. É possível ter-se (11va1 = 5, diva2 : 8 e dimF(V1 + tªl)/(Vl o Vº) : 4

simultaneamente?

48) Sejam V um espaço vetorial sobre F e VI e V2 subespaços V. Sabendo—se que
dimp(Vl + V2)/V2 : 6, dimF—(Vl + V2)/V1 : 5 e dimle D Vz : 3, encontre dimle
e dim FV2.

49) Seja V um espaço vetorial sobre F e considere o subespaço A = [(e, v) : v e V) de

V >< V. Mostre que (V >< V)/A % V.

50) Sejam V1,V2 e V3 espaços vetoriais sobre um mesmo corpo F, T 6 £(V1,V_o,) e

S E £(V1,V2) Se Ker T C Ker S, mostre que existe R e [:(V3, V2) tal que Ro T : S.

51) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão 71 > 0 e T e £(V). Mostre que as

seguintes afirmações são equivalentes:
i) Im T : Ker T;

ii)T2=0,T7ÉO,néparep(T)=n/2.
52) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T & £(V). Prove que:

i) Im T" C Im T"—1 e Ker T"”1 C Ker T", n _>_ 1;

ii) Existe p E N tal que Im TP : Im TP“;
iii) Se p é como em ii), então p(TP) : p(TP+'ª) e MTP) : 77(Tp+'º), k 2 1;

iv) Se p é como em ii), V = Im T” 63 Ker Tp;

v) A hipótese “dimensão finita” é essencial para o ítem iv) acima valer.

53) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Se T" = 0 para algum inteiro

positivo n, prove que 77(Iv —— T) = D.

54) Seja V um eSpaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Se T E [I(V) e n é um inteiro

positivo, prove que

num“ ) = n(T) + ): dimF(Im Tk n Ker T)
k=1

55) Sejam V um espaço vetorial sobre F : %» de dimensão 3, e T e [I(V). Suponha que
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para alguma base B de V,

ã'ãí
Tg: íãíÍãã

Prove que T é sobrejetora se, e somente se, p 7ª 5.

56) Sejam F um corpo de característica # 2, V um espaço vetorial sobre F, de dimensão

n e T E £(V). Prove que:

i) Se T2: Ientão V= Im (l+T)€BIm (l—T);
ii) Nas condições do ítem i), existem um inteiro positivo p e uma base B de V tal

que

TÉ : l,, O

O —In_p

iii) Se para alguma base B de V, Tg for como em ii) então T2 = [.
57) Sejam F um corpo de característica 2, V um espaço vetorial sobre F, de dimensão

n e T 6 [I(V) satisfazendo T2 = ]. Verifique que Ker (Iv + T) é o conjunto dos pontos
fixos de T. Mostre que existe um inteiro positivo p e uma base B de V tal que

["_2p 0 0

o J 0
T,? =

0 0 ]

onde J & M2X2(F) satisfaz Ju : Ju : J22 : 1 e ng : 0 (Sugestão: Tome uma base de

Im S e estenda-a a uma base de Ker S. Daí, estenda essa base a uma base de V.)
58) Sejam n um inteiro positivo e V um espaço vetorial sobre F, de dimensão Zn. Seja
0 # T & [I(V) tal que T2 = 0 e p(T) : n. Prove que existe uma base B de V tal que

J O 0

JT5:
0 J

onde J E M2X2(F) é tal que Ju : Jn : J22 : 0 e .]21 = 1.

59) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T e £(V) X [O] satisfazendo
T2 = 0. Seja ainda W 5 V tal que V : Ker T EB W. Se 7" := p(T), prove que:
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i) 27ª5nedimpW=r;
ii) Se (wl, wz, . . . ,wr) é base de W então [T(w1),T(w2), . . . ,T(wr)) é um subcon-

junto l.i. de Ker T;

iii) Existe uma base B de V tal que

or 0

T,? : Ir 0

0 0

60) Sejam F um corpo de característica ;é 2 e V um espaço vetorial sobre F. Seja ainda

T & £(V) satisfazendo T3 : T. Mostre que existem subespaços Vo,Vi e V2 de V tais

que Vo C KerT,V1 C [p:T(v) =o), V2 C [va(v) : —'u]eV =V063V169V2. Se

dim FV < 00, conclua que existem inteiros 30, 51 e 52 e uma base B de V tal que

050 0 0

T? = 0 131 0

o 0 132

onde Osº é a matriz de M30X50(F) com todas as suas entradas iguais a O.

61) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão Bnita e T E £(V). Suponha que

Tg : T5], quaisquer que sejam as bases B e B' de V. Prove que T : alv, para algum

aGF.

3.4 Funcionais Lineares
Vamos estudar nesta seção, um tipo especial de transformação linear. Mais precisamente,

vamos estudar aquelas transformações lineares cujo contra—domínio é o corpo de escalares
dos espaços vetoriais envolvidos.

Definição 3.4.1 Seja V um espaço vetorial sobre F. Um funcional linear (ou forma

linear) sobre V é um elemento de [I(V, F)

Definição 3.4.2 Seja V um espaço vetorial sobre F. O espaço dual (ou conjugado) de

V, denotado por V*, é o espaço £(V, F).
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Exemplos 3.4.3 1) Sejam F um corpo e n um inteiro positivo. A aplicação T : F" —> F
dada por T(a1, . . . ,a") : oz,- (j fixo) é um funcional linear sobre F". A aplicação S :

Mnxn(F) ——> F dada. por S(X) : traço X é um funcional linear sobre MM,,(F).
2) A aplicação T : P(R) —> R dada por T(p) : p(2) é um funcional linear sobre P(R).
S : P(R) —> R dada por S(p) : p'(51) — 3p"(6) também é um funcional linear sobre

P(R).

Observação 3.4.4 Se V é um espaço vetorial sobre F então dim FV* Z dim FV. Se

dim FV é finita então dim FV* : dim FV e, conseqúentemente, V* e V São isomorfos. Se

dim FV não é finita então dim FV* > dim FV (veja Teorema 3.2.9).

A se uir veremos como obter uma descri ão ex lícita do es a 0 dual V* no caso emg , P P Ç ,

que V tem dimensão Íinita.

Teorema 3.4.5 Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão ânita e B = (01, . . . , un]

uma base de V. Então existe uma única base B* : (fl, . . . , f") de V* tal que fi('Uj) : õij,

i,j : 1, . . . ,n. Além disso, f = 2le f(vàfi, f 6 V* e v : ELI fi(v)v,—, v 6 V.

Demonstração. A existência da base B* segue do Teorema 3.2.8. Para provarmos a

unicidade, suponhamos que C = (91, . . . ,gn] seja base de V* e que gi(vj) : õij, i,j :
1, . . . ,n. Então, (g,- — fi)(vj) : 0, i,j : 1, . . . ,n, e o fato de E ser base de V implica que

gi — fi : O para todo i. Logo, B* = 0. Se f e V* então

fzzaifi; 0116 F, i=1,...,n.
i=1

Então, f(vj) : 22121 dif.-(vj) =. aj, j = 1, . . . , n. Finalmente, se 'o E V, podemos escrever

v=26ivi, ,BÍEF, i=1,...,n.
z=1

Daí,

fj(”) : fj (251%) : ZÉifj(1/i)= Bj, j = 1, . . . ,n.
i=1 i=1

Isto conclui a prova. D

Definição 3.4.6 A base B”“ de V* descrita no teorema anterior é denominada a base

dual da base B de V.
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Observação 3.4.7 A última conclusão do teorema acima implica que se B'“ : [fb . . . ,

f") é a base dual de alguma base B de V então fi, i = 1, . . . ,n, é a função que a cada 1)

de V associa a i—ésima coordenada de v em relação a B.

Exemplos 3.4.8 1) A base dual da base B : [(1,0),(0,1)] de R2 é B”“ : (fl, fg), onde
f1($>y) : III e f2($7y) : y,(.'17,y)6 R2“

2) A base dual da base B : ((1,0),(1,1)) de R2 é B”“ =[f1,f2), onde f1(:c,y) : (L' —— y

8 f2(r)y) : y) (1:72!) 6 R2“

3) Consideremos a base B = ((1, 1,2), (1,2,0), (3,4, O)) de R3. Se (m,y,z) E R3 então

Z 31; z z y=—112 — ——2 12 ———— .(ac,y,z) 2( , , )+(2 +4 $>(, ,0)+(w 4 2)(3,4,0)

Logo, os funcionais

Z_2x) f3(r)y7z)=$_í_%z 3fim/,a : —, fz(w,y,Z) : _; + Z 42

formam a base dual de B.

4) Parai & [l, 2, 3], seja L,; : P3(R) —> R a função dada por Li(p) : p('i — 1), p E P3(R).
O conjunto [L1,L2,L3]r é l.i. De fato, se a1L1 + ang + (1ng = O, a1,a2,a3 6 R, então

a1P(0) + 02170) + 03179) = O) P 6 P&R).

Fazendo-se escolhas apropriadas de p, chegamos ao sistema

a1+a2+a3=a2+2a3 :a2+4a3 =O,

cuja única solução é al : 012 : ag : O. Como dim V* : dimV : 3, o conjunto
C' : [L1,L2,L3]> é uma base de V*. Será que C' é a base dual de alguma base B de

PMR)? Suponha que sim, e escreva B = [p1,p2,p3]>. Então pj(i — 1) : õij, i,j : 1, 2,3.
Escrevendo—se cada elemento de B como combinação linear dos polinômios 1, :c e acº e

impondo—se as condições acima obtemos três sistemas de três equações a três incógnitas.
Resolvendo-se tais sistemas obtemos p1(:c) : (x — 1)(a: — 2)/2, p2(:r) : x(2 — a:) e

p3(x) = x(x — 1) /2. Voltaremos a este assunto na próxima seção.

Teorema 3.4.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão ânita e v 6 VX [O).
Então existe T E V* tal que T(v) # O
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Demonstração. O conjunto (v]— é l.i. Logo, pelo Teorema 2.3.7, existe uma base B de

V cujo primeiro elemento é u. Consideremos então a base dual B* de B. Então o primeiro
elemento fl de B* satisfaz f1(v) : 1. D

Observação 3.4.10 O teorema anterior garante então que o único vetor de um espaço

vetorial V de dimensão finita que pode ser anulado por todos os elementos de V*, é o

vetor nulo.

Se f : V —+ F é um funcional linear não—nulo então p(f) : 1. O Teorema 3.1.10,

revela que 77(f) : (dim FV) — 1.

Em qualquer espaço vetorial de dimensão finita, subespaços de codimensão 1 são

chamados hiperplanos do espaço. Logo, o núcleo de qualquer funcional linear sobre um

espaço vetorial de dimensão finita é um hiperplano do espaço.
O teorema anterior mostra que a recíproca deste fato também é verdadeira. De fato,

seja V um espaço vetorial sobre F de dimensão finita e W um hiperplano de V. Como

a codimensão de W é 1, existe 1) E V X W. Como o #- 0, o teorema anterior garante a
existência de T E V* tal que T(v) # O. Observando-se a prova daquele teorema, nota—se

ainda que Ker T : W.

Definição 3.4.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F e M um subconjunto de V. O

anulador de M em V e' o conjunto Mº dado por

Mº=[f€V*:f(v)=0,v€M]n

Exemplo 3.4.12 Seja F um corpo e consideremos o espaço V :: F 2. Vamos determinar
Mº onde M : [(mm 6 V : a + B = 0]. Os elementos de V* são da forma

T(a,B) : ala +616, (ml?) e V,

onde oq, 51 E F. Como cada elemento de Mº deve anular os elementos de M, temos que

T(1,—1)= 0, T & Mº.

Logo7 al — ,81 = O. Concluímos então que os elementos de Mº são da forma T(a,B) :,
ada + 6), (0,6) e V—
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Observação 3.4.1?» Se V é um espaço vetorial sobre F, de dimensão linita e M é um

subespaço de V tal que V X M # (2), então o Teorema 3.4.9 revela que Mº 75 [O]

Teorema 3.4.14 Sejam V um espaço vetorial sobre F e M um subconjunto de V. Então

Mº e' um subespaço de V*.

Demonstração. Exercício.

Observação 3.4.15 Em qualquer espaço vetorial V, (Ojº : V* e Vº : [O).

Aqui estão algumas propriedades menos elementares do anulador de um conjunto. .,

Teorema 3.4.16 Sejam V um espaço vetorial sobre F e M e N subconjuntos de V.
Valem as seguintes afirmações:

i) Se M C N então Nº C Mº;
ii) [M]º = Mº,—

m') (M U N)º : Mº 0 Nº.

Demonstração. i) Seja T E Nº. Então T(u) = 0, u 6 N. Se M C N então T(u) = 0,

v 6 M. Portanto, T E Mº.
ii) Como M C [M], a inclusão [M]º C Mº segue da parte i). Seja agora T E Mº. Como
T anula cada elemento de M, ele anula cada combinação linear de elementos de M.

Portanto, T 6 [M]º Assim, Mº C [M]º.
iii) Usando a parte i), vemos que (M U N)º C Mº e (MUN)º C Nº. Logo, (M U N)º C
Mºn Nº. Seja agora T & Mº 0 Nº e fixe v 6 MU N. Se 1) E M então T(u) : 0 pois
T & Mº. Da mesma forma, se 1) E N, então T(u) : 0. Portanto, T E (M U N)º. E!

Teorema 3.4.17 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e W um
subespaço de V. Então dimFV : dimFW + dimFWº.

Demonstração. Seja (wl, . . . ,wm) uma base de W. Pelo Teorema 2.3.7, existe uma base
de V da forma B : [w1,...,wm,vm+1,...,un). Seja B* : [f1,...,fm,gm+1,...,gn] a
base dual de B. O restante da prova mostrará que C : Lam“, . . . , gn)» é uma base de

Wº. Se w 6 W, podemos escrever w : a1w1+--—+ amwm, al, . . . ,am E F. Logo,

gj(w)=a19j(w1)+—--+amgj(wm)=O, j=m+1,....,n
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Portanto, C' C Wº. Como C é um subconjunto de uma base, segue que C é l.i. Seja agora
T E Wº. Como T 6 V*, podemos escrever

Tzlôlfl+"'+,8mfm+Bm+lgm+1+"'+18ngm BjGF j=1,...n.

Daí, 0 : T(wj) : B,, j = 1, . . . ,m e, consequentemente, T : Bm+19m+1 ++ Eng".

Segue que, Wº C [[gmH, . . . ,inl- Como B* é a base dual de B, certamente a outra
inclusão também vale. A conclusão do teorema segue dos fatos acima. III

Corolário 3.4.18 Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita n. Se W é um
subespaço de V de dimensão m então W e' a intersecção de n — m hiperplanos de V.

Demonstração. Usando—se a notação da prova do teorema anterior, vemos que

W=[UGV:gj(v)=0,j=m+1,...,n].

Logo, W : (W;—”:mHKer gj, ou seja, uma intersecção de n — m hiperplanos de V. []

Corolário 3.4.19 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e U e W

subespaços de V. As seguintes afirmações são equivalentes:
i) U : W;
ii) Uº : Wº.

Demonstração. Certamente i) implica ii). Por outro lado, se U # W, podemos assumir

sem perda de generalidade que existe 1) e W X U, A demonstração do teorema anterior

mostra que existe T E V* tal que T(u) : 0, u 6 U e T('u) 7ª 0. Portanto, T E Uº X Wº,
ou seja, Uº # Wº. (3

Exemplo 3.4.20 No espaço vetorial R4 consideremos o subespaço

W = [[(1,0, ——1,2), (2,3,1,1)]]

É fácil ver que [(1, 0, —1, 2), (O, 1, 1, —1)] é uma base de W. Ainda,

B = «1,0, —1,2),(0,1,1,—1),(0,0, 1,0), (0,0,0,1)]»
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é uma base de R4. Se (I,y,z,w) & R4, então

(x) y, Z, w) : a(1)0) _17 2) + g(07 1717 __1) + 'Y(0)071YO) + ó(0707071),

onde a : ac, B = y, 7 : z+a:—y e 6 : w—2x+y. Assim, B"“ : [f1,f2,g3,g4], onde

f1(x1y)sz) :CL', f2($ayusz) :yv 93(I,y,Z,'lU) : Z+x—yeg4(ziy7sz) IIU—21741];
é a base dual de B. Pelo teorema anterior, concluímos que Wº : [[gg, gd].

Exercícios 3.4.21 62) No espaço vetorial Cª, determinar a base dual da base

((—1,0,—1),(—1,—1,—1),(2,2,0)]».
63) Determinar uma base de Wº onde W é o subespaço de R5 gerado pelo conjunto

[(0,1,3,3,1),(1,4,6,4,1),(1,2,1,0,0)).
64) Sejam U e W subespaços de um espaço vetorial de dimensão finita. Prove que

(U+W)º=UºnWºe (UnW)º=Uº+Wº.

3.5 O Espaço Bidual
Perguntamos: toda base do espaço dual de algum espaço vetorial é a base dual de alguma
base do espaço? Para responder esta questão, vamos considerar o espaço dual do espaço
dual de um espaço vetorial.

Se V é um espaço vetorial sobre F, escreveremos V** para denotar o espaço dual de
V*.

Vimos que, se V tem dimensão finita então V e V* são isomorfos. O isomoríismo
entre esses dois espaços dependia de uma base fixada. É claro que V e V“ também
são isomorfos. Mostraremos que o isomorfismo entre esses dois espaços é natural, isto é,

independe da escolha de qualquer base.

Teorema 3.5.1 Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Consideremos

a função rp : V —> V“ dada por o(v) : wu, onde 1/1“ (T) = T(v), T E V*, Então 1D é um
isomorjísmo entre V e V".

Demonstração. Sejam vhvz 6 V e a e F. Para cada T E V*, temos

wv1+v2 (T) : T(1)1 + U?) : if(/UI) + TOU?) : Tpm (T) + wvz (T) : (win + wszT)
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wat (T) = TWA) = aT(v1) = WMT) = (WinNT)

Segue que Ú(Ur + 02) : ”P(Ull + TMW) e ÍMQW) : (“P(Uil- Lºgºi É É £(V; VHl- Seja

agora 1) € Ker 1/1. Então ib(v) : 0, ou seja, 'l/JU(T) : 0, T E V*. Pela Observação 3.4.10,

segue que 1) : 0. Portanto, Ker v,!) = (O], isto é, rb é injetora. Finalmente, temos que

dimFIm rb : dim FV : dimFV“. Corno Im 1,1) 5 V", concluímos que Im rb : V**.

Assim rb é sobrejetora. D

Corolário 3.5.2 Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Para cada L

em V“ existe um único o em V tal que L(T) : T('u), T E V*.

Teorema 3.5.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jím'ta e 0 uma base

de V*, Então C e' a base dual de alguma base de V.

Demonstração. Seja C : (Th...,Tn] e consideremos a base C* de V**, que é dual
de C . Escrevamos C* : [Tiº, . . . ,T7f] Pelo corolário anterior, existem vetores 'Ul, . . . , un

de V tais que T;“(T) : T(vi), T e V*, i = 1, . . . ,n. Definamos então B : [UI, . . . ,vn].
Inicialmente, notemos que B é base de V. De fato, se

Ol101+"'+ºtnvn=0, Oii E F, i=1,...,n,
então

(ale + ' ' ' + anT;)(T) : a1T1*(T) + ' ' ' + anT;(T)

: a1T(vl) + - - - + anT(vn)

: T(a1v1 + ' — - + anvn) = T(0) : 0, T 6 V*.

Em outras palavras, ale + + anT; : 0. Como C* é base de V**, segue que al :
= a,, = 0. Como B possui exatamente n : dim FV“ : dim FV elementos, B é base

de V. Resta verificar que C é a base dual de B. Isto segue de

'E(vj)=T;(Ti)=õ]-i=õij, i,j=1,...,n,
concluindo a prova. (]
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3.6 A Transposta de uma Transformação Linear
Cada transformação linear induz naturalmente uma transformação linear entre os espaços
duais dos espaços envolvidos. Isto é explicado no teorema a seguir.

Teorema 3.6.1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e T e £(U, V). A aplicação
T* : V* —> U* dada por T*(f) : f OT, f 6 V*, é um elemento de £(V*, U”“).

Demonstração. Certamente, foT & U*, f e V*. Por outro lado, se f,g e V* e a e F,
então

T*(af+g)=(af+g)ºT=a(fºT)+gºT=aT*(f)+T*(9)
Portanto, T* & £(V*, U*). EI

Definição 3.6.2 A transformação T* descrita no teorema acima é denominada trans—

posta (ou adjunta) de T.

Exemplos 3.6.3 1) Sejam V um espaço vetorial sobre F e W _<_ V. Consideremos a
inclusão i : W —> V dada por i(w) : w, w 6 W. A transposta i* de i satisfaz i* (f)(w) :
f(i(w)) = f(w), f e V*, w 6 W, isto é, i*(f) : restrição de f a W.

2) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T e £(Fª, V). Defina $,- = T(e,—), i = 1, . . . ,a,
onde (el, . . . ,e") é a base usual de F". Então

T*(f)(ei) = f(T(e«r)) = f(wi), f € V*, i= 1,--,-n

Segue que

T*(f)(a17 - - — , an) : a1f(x1)+-' ' + Olaf-(mn)! (al; - - - ; an) 6 Fn—

Portanto,

T*(f) = f(xllfi + º - - + f(wnlfm fi G (F”)*,

onde f,(a1,...,an) : a,,i=1,...,n.
Teorema 3.6.4 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F eT & £(U, V). Então Ker T* :
(Im T)º. Além disso, se U e V têm dimensão finita então p(T*) : p(T) e Im T* :
(Ker T)º.
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Demonstração. Um elemento f 6 V* está em Ker T* se, e somente se7 f o T = O,

ou seja, se, e somente se, f(T(u)) : 0, a 6 U. Isto equivale a dizer que f 6 (lm T)º.
Portanto, Ker T* : (Im T)º. Suponhamos agora que U e V têm dimensão finita. Pelo

Teorema 3.4.17, temos que dim F(Im T)º : dim FV— p(T). Pela primeira parte da prova,
concluímos que

p(T*) : dim pV* — n(T*) : dim FV* — (dimFV — p(T)) : p(T).

Para concluirmos a prova, vejamos inicialmente que Im T * É (Ker T)º. Seja g & Im T*.

Então g : T*(f), para algum f E V*. Daí,

g(u) = T*<f><u> = um» = f(0) = o, u e Ker T.

Portanto, Im T* C (Ker T)º como desejado. Finalmente, usando novamente o Teorema

3.4.17, temos que

dimF(Ker T)º : dim FU -— 77(T) : p(T) : p(T*).
Segue que Im T* : (Ker T)º. D

O próximo resultado explica por que a transposta de uma transformação linear tem

este nome.

Teorema 3.6.5 Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita, e

T E £(U, V). Sejam B e 0 bases de U e V, respectivamente, e B* e C* suas bases duais.

Então [T * É: e' a matriz transposta de Tg .

Demonstração. Escrevamos B : [ul, . . . , un), C' = (UI, . . . ,um] e Tg : (oa-j). Então

T(u]-) : Zoa-jm, j: 1, . . . ,n.
i=l

Se [T*]ã: : (Bpk) então

T*('UZ) : Zªha; k = 1, . . . ,m.
Fl
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Daí, por um lado,

T*('UZ)('U,1) =ZBpku;(ul) :Blky k : 1,...,m, [= 1,...,n,
p=1

e, por outro,

mem=wnTmm=awmm=a(zywà:zjamm=aa
Portanto,B,k=akl,l=1,...,n,k=1,...,m. [1

Exercícios 3.6.6 65) Seja V : P(R) e defina fl, fz : V —> R por

, mm=am+mm mm=Á3ma,pev
Prove que [f1,f2) é um subconjunto l.i. de V*.

66) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T1,T2 E V*. Defina T 6 FV por T(v) :
T1(v)T2(v), v e V. Se T E V*, deduza que T1 : O ou T2 : O.

67) Determine a base dual da base B = [I, t, tº, tª) de PAR).
68) Sejam t1,t2 e tg números reais distintos e defina T,- 6 P3(R)*, i = 1, 2, 3 por Ti(p) :
P(ti)

i) Mostre que B* := [TI,T2,T3) é base de P3(R)*;

ii) Encontre a base B de P;»,(IR) da qual B* é dual.

69) Sejam V e W espaços vetoriais sobre um mesmo corpo. Mostre que (V X W)*

V* >< W*.

70) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e [T1, T2, . . . ,Tn) uma base de

V*. Mostre que a aplicação T : V ——> F“ dada por T('u) = (T1(v),T2(v), . . . ,Tn(v)) é um

HZ

isomorfismo.

71) Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F. Assuma que existe [T], . . . ,Tn] C V*

tal que (W;-”:IKer Tj : [O) Prove que dimV 5 n. O que acontece se [TI, . . . ,Tn) é Li.?

72) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, 0 # W 5 V, 1) E V X W e

w 6 W. Mostre que existe T e V* tal que T(v) : 1 e T(w) : 0.

73) Sejam V um espaço vetorial sobre F , de dimensão finita, W 5 V* e T & W. Prove

que existe 1) E V tal que T(v) = 1 e S(v) = O, S' G W.

74) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Um subespaço próprio W de
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V é maxima! quando ele satisfaz a condição: se WI 5 V e W C WI então W : WI ou

WI : V. Prove que um subespaço de V é maximal se, e somente se, é um hiperplano de

V.

75) Comprove que o Teorema 34.17 não vale para espaços de dimensão infinita.

76) Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita e W 5 V. Prove:

i) Wº : [0] se, e somente se, V : W;

ii) Wº : V* se, e somente se, W : (O)
77) Sejam V um espaço vetorial sobre F, M C V e N C V*. Prove:

i) ºN := (1) E V : T(v) : 0,T 6 N) é um subespaço de V;

ii) M é um subespaço de º( Mº);
78) Sejam V um espaço vetorial sobre F e A := [TI, . . . ,Tn) um subconjunto de V*.

Verifique que % : nyleer T]—

79) Sejam V um espaço vetorial sobre F e A := (T1, . . . ,Tn) C V*. Se T E V* é tal que
T(% ) = (O), prove que T E [A].

80) Sejam V um espaço vetorial sobre F e U, W 5 V. Prove que:

i) (V/W)* % Wº e V*/Wº % Wº“;

ii) Se V=U€BWentão V* =Uº$Wº;
iii) Se V=U€BW então Wººl-'Uº'“ e UºªWª“.

81) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Se T E [:(V) com p(T) : 1,

mostre que existem u 6 V X [O] e S E V* X [O] tais que T(v) : S(v)u, 2) E V. Generalize
isso quando p(T) : n 5 dim FV.

'

82) Seja V um espaço vetorial sobre ZP, de dimensão 71. Para cada m 5 n, mostre que o

número de subespaços de V de dimensão m coincide com o número de subespaços de V

de dimensão n — m.

83) Seja V um espaço vetorial sobre F e um E V com u # O. Mostre que [u)º C [v)º
se, e somente se, [u, U) é 1d.

84) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita e T & £(V, W).
Prove que:

i) Se T é injetora então T* é sobrejetora;
ii) º[ (Ker T)º] : Ker T;
iii) Se U 5 V, então º( Uº) : U;
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iv) º(Ker T*) : Im T.

85) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita e T E £(V,W).
Se dim FW : 12 e 77(T*) : 4, determine p(T).

86) Sejam a, b e R e considere T & P(R)* definido por

T(p) = ] p(t)dt—

Se S : P(R) —-+ P(R) é dada por S(p) : pl, calcule S*(T).

87) Sejam U e V espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita e T E £(U, V).
Prove que:

i) T é sobrejetora se, e somente se, T* é injetora;

ii) T é injetora se, e somente se, T* é sobrejetora.
88) Sejam F um corpo, V : Mnxn(F) e M E V. Seja T 6 [XV) dado por T(A) :
AB —— BA. Se f é a função traço, o que é T*(f)?
89) Sejam U e V espaços vetoriais sobre F e considere a aplicação 11; _: [I(U, V) —>

£(V*, U*) dada por 'l/I(T) : T*. Mostre que

i) w 6 £(£(U, V), £(V*, U*));
ii) Se V tem dimensão finita então 'l/J é injetora.

90) Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre F, T E £(U, V) e S 6 £(V, W). Prove que

(SOT)* : T* o 5".

91) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T, 5 E V*. Verifique que as seguintes afirmações
são equivalentes:

i) T : aS, para algum a E F;
ii) Ker S C Ker T.

92) Sejam V um espaço vetorial e T, T1, . . . ,Tn e V*. Prove que as seguintes afirmações
são equivalentes:

i) T 6 [[TI, . . . ,TnH;

ii) n;;lKer T,; C Ker T.

93) Sejam V um espaço vetorial, W um subespaço de V de dimensão finita e [TI, . . . ,Tn)
uma base de Wº. Demonstre que W : Ker T1 (“| - - - () Ker Tn.

94) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e [TI, . . . ,Tn) C V*. Prove

que:
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i) dimF(Ker T1 0 - - - O Ker Tn) Z dimFV — n;
ii) Vale a igualdade em 1) se, e somente se, [TI, . . . ,Tn) é 1.i.
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Capítulo 4

Operadores Lineares

4.1 Projeções
Nesta seção, vamos estudar um tipo especial de operador linear, as projeções.

Defmição 4.1.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e P e £(V). Dizemos que P e'

uma projeção de V quando P2 = P.

Teorema 4.1.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F e P uma projeção de V. Então

i) lmP=[v6V:P(v)=v);
ii) IV — P e' projeção de V;

iii) Im P : Ker(1v — P) e lm (lv — P) : Ke?“ P.

Demonstração. i) Se a € Im P então u : P(v), para algum v e V. Daí, P(u) :
P(P(v)) : P2(v) : u, isto é, u 6 [v 6 V : P(v) : 0). Isto mostra que Im P C (1) E V:
P(v) : v). A outra inclusão é óbvia.

ii) Segue das igualdades

(IV—Pf:IV—P—P+Pº=IV—P—P+P=Iv—P.
iii) Usando a parte i) temos que

IszívGV:P(v)=v]=[v€V:(IV—P)(v)=0)=Ker(lv—P).
Usando esta relação para a projeção lv — P obtemos

Im (IV — P) : Ker (Iv — (IV — P)) : Ker P,
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concluindo a demonstração. E]

Exemplo 4.1.3 Seja F um corpo qualquer. O operador P E £(F4) dado por

P(a13027a3>a4) : (a1)a2)070)

é uma projeção de F4.

Teorema 4.1.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F e P & £(V) uma projeção de V.

Valem as seguintes afirmações:
'

iszlmPGBKeTP;
ii) Se dimpV : n, então existe uma base B de V tal que

Pg :
onde 7" : p(P),
Demonstração. i) Inicialmente, se o G Im P O Ker P então, pelo teorema anterior,
o : P(v) : O. Segue que Im P O Ker P = [0]. Se o E V então o : P(v) + (lv — P)(v),
onde P(v) E Im P e (IV — P)(U) E Im (IV — P) : Ker P. Logo, U 6 Im P + Ker P.
Concluímos que V : Im P + Ker P. Portanto, V : Im P 69 Ker P.
ii) É uma consequência do Teorema 3.3.15. |:]

Observação 4.1.5 1) A decomposição v : P(v) + (IV — P)(v) de um elemento de V

como soma de um elemento de Im P com um elemento de Ker P é única.

2) Se um espaço vetorial V é soma direta de dois subespaços WI e Wz, então existe uma
única projeção P de V tal que Im P : W1 e Ker P : Wg. Tal projeção é dada pela

expressão P(w1 + 102) : wl, w,- 6 Wi, i = 1,2. Esse operador P é costumeiramente

chamado de operador projeção de V sobre WI (segundo WZ).

Exercício 4.1.6 1) Determine uma projeção de R2 sobre o subespaço WI : [[(——2, 2)“
segundo Wz : [((—2,4)“.
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Veremos a seguir que as projeções podem ser usadas para descrever decomposições de

um espaço vetorial V em somas diretas de subespaços.

Teorema 4.1.7 Sejam V um espaço vetorial sobre F e Wl, . . .,Wn subespaços de V

satisfazendo V : WI EB - - — EB W". Então existem Pl, . . . , P“ em £(V) tais que

i) E éprojeção de V, i : 1,...,n;
ii) ImPiIÍ/Vi, i=1,...,n;
iiijfªioIºJ-zO, i;:Éj;
iv) IV=P1+'-'+Pn.

Demonstração. 1) Cada elemento o de V escreve—se de maneira única na forma

v=w1+—--+wn, wz-GWi, Z=1,....,'n

Definamos então P,- : V —+ V por PAU) : ul,-, i : L...,n. Obviamente, Pi € £(V) e

Pi2=P,-,i= 1,...,n.
ii) Seja o & Im P,- e adotemos a representação dada em i). Então, o : lºl—(v) : wi E Wi.

Segue que Im R- C Wi. A outra inclusão é óbvia.

iii) Se i # J',

R- oPJ-(w = fºi(lºj(w1+—-'+wn)) = em» = 0.

Portanto, iii) segue.

iv)Temosque

(P1+---+Pn)(v)=P1(v)+---+Pn(v)=w1+'--+wn=v=lv(v), veV.

Portanto, Pl + ' ' ' + P,, : [V. [1

Vamos colocar agora a recíproca desse resultado.

Teorema 4.1.8 Seja V um espaço vetorial sobre F. Assuma que existam projeções

PI,...,P,1 de V satisfazendo PiOPj : 0, i 7ª j, e IV : Pl +---+Pn. Então V :
Im P1$---$lmPn.

Demonstração. Se 1) E V então a hipótese sobre IV garante que

v=Iv(v)= (P1+---+Pn)(u) =P1(v)+---+Pn(v) eIm P1+---+Im P,,.
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Logo, V : Im PI + - - — + Im Pn. Seja agora 11 um elemento de

Im Pj0(lm P1+'-—+Im Pj_1+lm Pj+1+---+Im Pn).

Então

v : ID]-(o) : P1(ul) + ' - - + lºj_1(v,-_1) + Pj+1('Uj+1) + - - ' + Pn(vn), o], . . . ,o" E V.

Daí, a outra hipótese implica. que

U : P1(P1(111)+'"+ Pj—1(Uj—1)+ Pj+1(vj+1)+ "'+ Pn(Un))

= (Pi ºP1)(Ul) + ' ' ' + (Pi º Pj—1)(Uj—1)+(Pj º Pj+1)(vj+1) + ' ' ' + (Pi º Pn)(vn)

: 0

Assim, Im Pj (“| (Im Pl +- - -+ Im Pj_1 + Im Pj+1 +- - —+Im Pn) : (O). Concluímos então

queV=ImP169———€BImPn. E!

Teorema 4.1.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F e P e Q projeções de V. Assuma

que Pxo Q = Q 0 P. Então

UPOQ éumaprojeção de V, lmPonlmPnImQ e KCTPOQ : KerP+
Ker Q;

ii)P+Q—P0Q e'umaprojeção de V, Im (P+Q—PoQ) : ImP+ImQ e

Ker (P—l—Q—PoQ) =KerPOKerQ.

Demonstração. i) Que P 0 Q é uma projeção segue do seguinte cálculo

(Fogg)? :PO(QOP)OQ=PO(POQ)OQ= (POP)O(Q0Q) =P0Q_

Se 11 E Im PoQ então P(Q(v)) : v e, consequentemente, 1) E Im P. Como PoQ : QoP
entãov : Q(P(v)) eu E Im Q. Logo, Im PoQ C ImPDImQ. Se 1) E ImPnImQ
então 11 : P(v) : Q(v). Daí, P(Q(v)) : P(v) : 1), ou seja, 1) E Im P 0 Q. Logo,

Im Pnlm Q C Im Po Q. Se o e Ker Po Q então P(Q(v)) : O, ou seja,, Q(U) E Ker P.
Como 1) : Q(v) + (U — Q(v)) e Q(v — Q(v)) : Q(v) — Q2(v) : O, concluímos que
1) E KerP+Ker Q. Logo, KerPoQ C KerP+KerQ. Se 1) 6 KerP+KerQ então
11 = 111 + 112 com P(vl) : 0 e Q(v2) : 0. Daí,

(P º Q)(v) = P(Q(v1)) + P(Q(v2)) = Q(P(Ul)) + P(Q(vz)) = Q(0) + P(º) : 0,
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ou seja, 1) G Ker P 0 Q. Logo, Ker P + Ker Q C Ker P 0 Q.

ii) Usando as hipóteses temos que

(P+Q—PoQ)2 : P+PoQ—PoQ+QoP+Q—Q0P—PoQ—PoQ+PoQ

Logo,P+Q—POQéumaprojeçãode V. SevGIm (P+Q—P0Q) então

v=(P+Q—P0Q)(v)=P(v—Q(v))+Q(v) €ImP+ImQ.
Logo, Im (P+Q—P0Q) C ImP+Im Q. Sev GImP+Ierntãov=u+wonde
u 6 Im P e w 6 Im Q. Como P e Q são projeções, P(u) : u e Q(w) : w e, então,
1) : P(u) + Q(w). Daí,

(P+Q—POQ)(U) = (P+Q—P0Q)(U)+(P+Q—POQWU)
= P(“) + QM — P(Q(U)) + P(w) + Q(w) - P(Q(w))

= u + Q(U) — Q(P(U)) + P(UI) + w - P(Q(W))

= U+Q(ª)—Q(U)+P(w)+w+P(w)
= u+w=v

ou seja, 11 E Im(P+Q—P0Q). Segue que ImP+ImQ C Im(P+Q—PoQ).
Finalmente, se 7) & Ker (P + Q — P 0 Q), então P(v) + Q(v) — P(Q(v) : 0. Daí,

P(v) = Pªtº) = P(P(Q(v)) — Q('v)) = P(Q(v)) _ P(Q(v)) = 0.

Similarmente, Q(v) : 0. Segue que u & Ker PnKer Q e, portanto, Ker (P+Q—P0Q) C

Ker P O Ker Q. A inclusão restante é óbvia. D

Observação 4.1.10 A hipótese PoQ : QoP no teorema anterior não pode ser retirada.
De fato, as projeções de R2 dadas por P(x,y) : (a: + y,0) e Q(m,y) : (0,y) satisfazem

Po Q # Qo P. Ainda, Q 0 P é projeção, mas Po Q não é. O leitor também pode verificar

através de exemplos que, quando P 0 Q é uma projeção de V, a soma Ker P 0 Q :
Ker P + Ker Q não é necessariamente uma soma direta.

Corolário 4.1.11 Sejam F um corpo de característica # 2, V um espaço vetorial sobre F
e P e Q projeções de V. Então P+Q éprojeção de V se, e somente se, PoQ : QoP : 0.
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Demonstração. Se PoQ : QOP : 0 então, pelo teorema anterior, P+Q : P+Q—PoQ
é uma projeção de V. Suponhamos agora que P + Q seja projeção de V. Então

(P+Q)º=P2+PoQ+QoP+Qº =P+Q,

istoé, PoQ+QoP=O. Segue que PoQ+PoQoP=0ePoQoP+QoP=O.
Portanto, PoQ : QoP. Assim, 0 : PoQ+QOP : 2(PoQ). Como F tem característica

#2, POQ=0. []

Observação 4.1.12 Se, nas condições do corolário, P + Q for uma projeção de V então

a soma Im (P+Q) : Im P+Im Q é necessariamente direta. De fato, se 7] € Im PDIm Q

então o : P(v) : Q(v) e, portanto, v : P(u) : P(Q(U)) : 0. Logo, Im PDIm Q = (O].

Exercícios 4.1.13 2) Sejam V um espaço vetorial e P e Q projeções de V. Verifique

que as seguintes afirmações são equivalentes:

DP0Q=Q0P=Q;
ii)Im (lv—P)CIm (IV—Q) eImQCImP.

3) Sejam F um corpo de característica # 2 e V um espaço vetorial sobre F, de dimensão
finita. Seja ainda T E £(V) satisfazendo T2 = [V. Mostre que:

i) Algum múltiplo de T + [V é projeção de V;

ii) Existe uma base de V em relação à qual a matriz A : (ai,) que representa T
satisfaz aij : 0 se i # j e aii : 1, ou —1.

4) Sejam V um espaço vetorial, v 6 V e v* e V*.

1) Encontre condições para que T E £(V) dado por T(u) : v*(u)'u seja uma
projeção de V;

.

ii) Assumindo que T é projeção de V, descreva Im T e Ker T.

5) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Se T e £(V), mostre que existe

5 E £(V) tal que SoT é projeção de V. Existe R & £(V) tal que TOR é projeção de V?

6) Sejam V um espaço vetorial sobre F e P uma projeção de V. O operador [V + P é

um isomorfismo?

7) Sejam V um espaço vetorial sobre F e P uma projeção de V. Mostre que P* é uma
projeção de V*, Im P* : (Ker P)º e Ker P* : (Im P)º.
8) Sejam F um corpo de característica # 2 e V um espaço vetorial sobre F. Mostre que a
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correspondência P —> 2P —Iv define uma função bijetora entre o conjunto das projeções
de V e o conjunto [T 6 £(V) : T2 = [V).

9) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T1, . . . ,Tn G £(V) tais que
[V : T1 + ' - - + Tn. Mostre que as seguintes afirmações são equivalentes:

i) T1, . . . ,Tn são projeções de V;

ii)TioT]—=0,i#j;
iii) ,,(T1)+...+ puz) = n.

10) Seja V um espaço vetorial sobre F. Mostre que:

i) Se P,Q E £(V) são projeções de V, então Im P" : Im Q se, e somente se,

P0Q=QerP=P;
ii) Se Pl, . . .,P" & £(V) são projeções de V satisfazendo Im Pl : : Im Pn,

ah...,an & F e al +"'+O!n : 1, então a1P1 + +anPn é uma projeção de V e

Im (a1P1 + - - ' + anPn) = Im Pi;

iii) A hipótese Im Pl : — -— : Im Pn em ii) é essencial?

11) Sejam V um espaço vetorial sobre F e P e Q projeções de V. Assuma que PoQoP :
Q 0 P. Prove que:

i) P+Q——POQéumaprojeção de VeIm (P+Q—POQ) =ImP+Im Q.

ii) PoQ é uma projeção de V e Im PoQ =Im Pnlm Q.

iii) O que pode ser dito de Ker P 0 Q e Ker (P + Q —— P 0 Q)?

4.2 Subespaços Invariantes
Se V é um espaço vetorial sobre F, T é um operador linear sobre V e W é um subespaço
não-trivial de V tal que T(W) C W, então algumas informações sobre T podem ser
obtidas, estudando—se a restrição de T a W bem como o operador T : V/W —> V/W
dado por T(v + W) : T(v) + W, já que os espaços W e V/W são “menores" do que V.

Definição 4.2.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Dizemos que um
subespaço W de V e' T—invariante (ou invariante sob T) quando T(W) C W.

Observação 4.2.2 Nas condições da definição anterior, é fácil ver que W é T—invariante

se, e somente se, TIW € [I(W).
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Exemplos 4.2.3 1)- Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Então [O] e V

são subespaços T-invariantes de V.

2) Nas condições do exemplo 1), se V é soma direta de dois subespaços W] e Wz e P é

uma projeção sobre WI segundo W2 então WI e W; são P—invariantes. Estes subespaços

também são S—invariantes onde S(w1 + wz) : wl — wz, wl 6 Wl, 1.02 € Wz.

3) Sejam U 0 subespaço de RR formado por todas as funções que são infinitamente

diferenciáveis e T & £(U) dada por T(f) : f,. PAR) é um subespaço T-invariante de

U, bem como os espaços gerados pelas funções seno e cosseno e o espaço gerado pelas

funções exp(:z:) e exp(—a:).

Se na definição anterior o espaço V tem dimensão finita, a T—invariâneia de W admite

uma interpretação simples por meio de matrizes. Vejamos isso.

Teorema 4.2.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T e £(V). Se V

possui um subespaço W de dimensão m que é T—in'uaria'nte então existe uma base B de

V tal que
Amxm A1

0 A2

Demonstração. Basta tomar uma base de W e usar o Teorema 2.3.7 para estende—la a

uma base de V. A base resultante produz a representação desejada para T. [:|

Corolário 4.2.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T & [I(V).
Se Wl, . . . , Wk são subespaços T-invariantes de V e V : WI 63 ... EB Wk, então existe

uma base B de V tal que

A1 O 0

Tg : 0 A2 O

O 0 A3

onde cada matriz Aj, j = 1, 2 , . . ,k, tem ordem dimFWj.

Teorema 4.2.6 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T, S 6 £(V). Se S oT : T o S

então Ker S e lm S são subespaços T—invariantes.
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Demonstração. Seja v 6 T(Ker S). Então v : T(u) com u & KerS. Se 5 o T : T o S

então S('u) : S(T(u)) : T(S(u)) : T(O) : O, ou seja, 1) & Ker S. Logo, T(Ker S) C

Ker S. Seja agora '01 & T(Im 8). Então, 111 : T(S(u1)), onde ul E V. Se S oT : T o S,
então ul : S(T(u1)) E Im S. Logo T(Im S) C Im S. D

O próximo resultado será usado com freqúência nas seções seguintes.

Teorema 4.2.7 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T & £(V) e W um subespaço

T—invariante de V. Então existe um único T & [,(V/W) tal que To qW : qW o T.

Demonstração. Consideremos a aplicação T— dada por T(v + W) : T(v) + W, 1) e V.

Se 0,1), E V e v+ W = 1), + W então 1) —v' 6 W. Corno W é T—invariante, T(v) — T(v') :
T(v — vi) e W. Logo, T(v) + W : T(v') + W, isto é, T(v + W) : T(fu' + W) Portanto,
7 está, bem definida. Por outro lado,

T((n+W)+(n'+W)) : T((n+v')+W)=T<n+n')+W=(T(n)+T(n'))+W

: (T(u) + W) + (T(v') +W) : T(v + W) +T(v' + W),

e se a e F,

T(n(n + W)) = T(om + W) : T(av) + W : (aT(v)) + W : a(T(v) + W) = aT(v + W).

Logo, T & £(V/W). Ainda,

(To qW)('u) : T(n +W): T(v) + W : qW(T(U)) : (qw o T)(v), v e V.

Finalmente, suponha que exista S e £(V/W) tal que S o qW : qW o T. Então

S(v + W) : (S o qW)(v) : (qW o T)(v) : qW(T('u)) : T(v) + W : T(n + W), 7) e V,

ou seja, S : T. []

4.3 Somas Diretas Invariantes
Se um espaço vetorial V é uma soma. direta de subespaços invariantes sob um operador
T E £(V), digamos V : WI 63 ' - - 63 W”, então toda a informação sobre T está contida
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nas restrições de T aos subespaços Wj. De fato, se 11 E V então 1) : wl + - - - + U)", onde

wj € WJ», j = 17 . . . ,n. Logo, T(v) : T(w1) + - - - + T(wn) : T|W1(w1) + -- ' + T|w,,(wn)-

Esta seção contém alguns resultados sobre somas diretas de subespaços invariantes

sob algum operador.

Definição 4.3.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Dizemos que T é

semi-simples se cada subespaço T-invariante de V possui um subespaço complementar
T-invariante.

Teorema 4.3.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) um operador semi-

simples e W um subespaço T—invariante de V. Então TIW e a aplicação T do Teorema

4. 2. 7 são semi—simples.

Demonstração. Escrevamos S := TIW e seja U um subespaço S—invariante de W. Então
U é um subespaço T—invariante de V. Logo, existe um subespaço T—invariante U' de V

tal que V : U 69 U,. Daí, W : U GB (W 0 U,) e W 0 U' é um subespaço S—invariante

de W. Portanto, S é semi—simples. Seja agora W, um complementar T—invariante de

W. Pela parte anterior podemos concluir que TIW: é semi—simples. Notemos agora que
T : 450T|Wl o 4), onde (b é a restrição de qW a W,. Como le' é semi—simples, T também
é. E]

O teorema acima sugere que o seguinte procedimento pode ser aplicado a um operador
T semi-simples sobre um espaço vetorial V de dimensão finita: se WI é um subespaço T-
invariante não—trivial de V, podemos encontrar um complementar W; de WI que também
é T—invariante. Se W1 possui um subespaço W3 que e T -invariante, podemos então en—

contrar um subespaço W4 de WI que é T—invariante, pois TIWl é semi—simples. O mesmo

procedimento aplica—se a Wz. Como V tem dimensão finita este processo é finito. Ao final,

obtém—se uma decomposição V : Wl EB - — - EB Wn, onde cada WJ— é T—invariante,

O parágrafo acima motiva a seguinte definição.

Definição 4.3.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F e 5 # [O) um subconjunto de

£(V). Dizemos que V é (S'-irredutível se V e [D]» são os únicos subespaços de V que são

invariantes sob cada elemento de 8.
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Se 5 é uma álgebra de operadores, isto é, aT + S G E e T o S G 8 quando a E F
e S,T 6 8, temos que V é E-irredutível se, e somente se, V : [TU/) : T e E), para
cada 1) E V X (D] De fato, notemos inicialmente que o conjunto «[T(u) : T E 8] é um

subespaço de V, invariante por cada elemento de E . Logo, se V é (E'—irredutível, então este

subespaço tem que ser V. A outra implicação é imediata.

Teorema 4.3.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F, S 6 £(V) e E um subconjunto
de £(V). Assuma que V e' E-irredutível. Se S o T : To S, T 6 E, então S = 0 ou S é

bijetom.

Demonstração. Suponha que SOT : TOS, T G E, e que S # 0. Se 1) e V e S(v) : O

então S(T(v)) : T(S(v)) : 0, T E 8. Ainda, T(S(V)) : S(T(V)) C S(V), T E 8.
Logo, Ker S e Im S são invariantes sob cada elemento de 6 . Como V é E-irredutível,
Ker S = [O] e Irn S = V. Portanto, S é bijetora. III

Teorema 4.3.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) e WI,...,Wn sub-

espaços de V satisfazendo V : W1 69- . -€BWn. Sejam PI, . . . ,E, as projeções de V dadas

pelo Teorema 4.1.7. Valem as seguintes afirmações:

i) Se T o P]- : Pj o T para algum j então Wj é T—inuariante;

a') Se Wj (ST—invariante, j : 1,...,n, então Ton : Pj oT, j : 1,...,n.
Demonstração. i) Seja o & Wj. Como Wj : Im Pj, PJ-(u) : u. Se Ton = P]- oT então

T<v> = Tua-(v)) = (T o Pj><v> = (P]- ona) e Im Pi = W;»

ou seja, Wj é T—invariante.

ii) Seja u 6 V. Usando as informações do Teorema 4.1.7, temos que

v : lv(u)=(P1 + - - - + Pn)(u) : P1(u) + - - - + P,,(v),

e, daí, T(u) : (T0P1)(u)+- — —+(TOPn)(v). Se Wj é T—invariante então T(Pj(v)) : PJ-(u)

para algum u e V e, conseqiientemente,

(Pi 0 Tº Pj)(v) = (P;- º lªy-)(U) = PAU)
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Ainda, (P,- o T o Pj)(v) : 0, i # j. Concluindo, temos que

(PJ-OT)('U) : Pj((ToP1)(v)+-'-+(ToPn)(v))

: (PjoToP1)(v)+-'*+(PjºTºPn)(U)

: Pj(u) = T(Pj(v)) : (Tº Fixº)
Em outras palavras, Pj o T : T o P]- E]

Exercícios 4.3.6 12) Considere o subespaço V de RUM] formado pelas funções que são

contínuas. Verifique então quais dos seguintes subespaços de V são T—invariantes7 onde

T<f><x> : finada f e v

i) W =[P|[o,1] =P E POR»;
ii) W : ifl[0,1] : f é diferenciável em Rj»;

iii) W = [f 6 V : f(1/2) : O].

13) Dê exemplo de um espaço vetorial V e um operador linear T 6 £(V) tais que os

únicos subespaços T—invariantes de V são os triviais.

14) Dê exemplo de um espaço vetorial V, T & £(V) e um subespaço T—invariante W tais

que W não possua complementar T—invariante em V.

15) Sejam V um espaço vetorial sobre F, T e [,(V) e W 5 V. Mostre que se W é

T—invariante então Wº é T*—invariante.

16) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão ímpar. Mostre que para cada operador
T E [,(V) X [O] existe pelo menos um subespaço T—invariante próprio de V.

1?) Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E [(V) e W 5 V. Mostre que:

i) Se P é uma projeção de V tal que Im P : W e TOP: PoToP, então W é

T—invariante;

ii) Se W é T—ínvariante então T o P = P o T o P para toda projeção P de V cuja

imagem é W;

ii) Se P é uma projeção de V, comprove que Im P e Ker P são T—invariantes se, e

somente se, P o T : T o P.
18) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V) X [D]». Suponha que P o T : T o P
para toda projeção P de V que possui imagem e núcleo P—invariantes. Mostre que:
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i) V : Im T 69 Ker T;

ii) T é um múltiplo de uma projeção de V.

19) Sejam V um eSpaço vetorial sobre F e W um subespaço não—trivial de V. Mostre que
existe uma projeção P de V tal que W não é P—invariante.

20) Sejam V um espaço vetorial e T 6 £(V) tal que T o P = P o T para toda projeção

P de V. Mostre que T é um múltiplo de IV.

21) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T & £(V). Prove:
i) Im T tem um complementar T-invariante se, e somente se, Ker T e Im T são

subespaços independentes;
ii) Se Im T e Ker T são independentes então Ker T é o único subespaço comple—

mentar de Im T que é T—invariante.

4.4 Autovalores e Autovetores
Os menores subespaços de um espaço vetorial V sobre F que são invariantes sob um
operador linear T & £(V) são unidimensionais. Eles são da forma [ow : a G F ) onde

vgéOeT(v)=/Xv paraalgum/XGF.

Definição 4.4.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T e £(V). Um elemento A E F
é chamado autovalor de T se existir um vetor 11 E V X [O) tal que T(v) : Av. Cada vetor
1; que satisfaz esta relação e' chamado de autovetor de T associado a A.

Observação 4.4.2 1) Nas condições acima, costuma—se dizer que A é um autovalor
associado a v.

2) Um autovetor tem exatamente um autovalor associado a ele (prove isso!).

3) Um escalar a é um autovalor de T se, e somente se, Ker (T — alv) # (O].

Exemplos 4.4.3 1) Sejam V um espaço vetorial sobre F, oz & F e T & [I(V) dado por
T(v) : ow, v 6 V. Se B E FX [a], então T(v) : Bv se, e somente se, 1) = 0. Logo, 6 não
é autovalor de T. Por outro lado, a é autovalor de T e qualquer 1) e V X [O] é autovetor
de T associado a a.
2) Sejam V = R2 e T 6 £(V) dado por T(:c,y) : (y, —:c). A equação T(:c,y) : a(z,y)
corresponde as equações y : am e —x : ay. Resolvendo em y, obtemos (1 + a2)y : O.
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Logo, y = a: = O. Consequentemente, T não possui autovetores.

3) Sejam V = (12 e T e [(V) dado por T(z,w) : (w,—z). Como acima, a equação

T(z,w) : a(z,w) corresponde a (1 + a2)'w : 0. Segue que a = i é autovalor de T e os

autovetores associados são os vetores não-nulos de [[(1, i)]] Da mesma forma, a = —i é

autovalor de T e os autovetores associados são os vetores não-nulos de [((1, —i)]].

4) Sejam V um espaço vetorial sobre F e P uma projeção de V. A equação P(v) : ao,
a G F, equivale a (a — a2)v : 0. Segue que a = O e a = 1 são autovalores de P. Todo
vetor não—nulo de Ker T é autovetor associado a a = 0. Todo vetor não-nulo de Im P é

autovetor de P associado a a = 1.

5) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T 6 £(V). Assuma que exista um inteiro

positivo k tal que T'C : 0, mas Tk”l # 0. Se T(v) : ow, vemos que Tº(v) : T(av) : aª'u

e, consequentemente, Tm(v) : amv, m = 1,2.... Em particular, aki; : 0. Segue que
a = O é autovalor de T.

Teorema 4.4.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). As seguintes afir-

mações são equivalentes:

2) T possui autovalor (e, conseqúentemente, autovetor);

ii) V possui um subespaço T—invariante de dimensão ].

Demonstração. Se a for um autovalor de T e o E V é um autovetor associado a a
então W : HUN é um subespaço de V e dim FW : 1. Se 11) E T(W) então w : T(w'),
w, 6 W. Pela definição de W, w, = Bv, [3 e F. Logo,

11) : T(w') : T(Bv) : ,BT(v) : Bom & VV.

Portanto, W é T-invariante. Reciprocamente, suponha que U : [[u]] seja um subespaço
T—invariante de V. Como u # 0 e T(u) 6 U, então T(u) : Au, A e F. Portanto, A é

autovalor de T e u é um autovetor associado a A. (3

Definição 4.4.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T € [(V) e oz E F. O auto—

espaço de T associado a a e' o subespaço de V dado por

V(a,T) := (1) E V : T(v) : av] : Ker (T — aIv).
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O auto-espaço generalizado de T associado a a é o conjunto

Va(T) := UãºIOKeT (T — alv)".

Exercício 4.4.6 22) Verifique que de fato V(a,T) é um subespaço T—invariante de V.

Vale a mesma. conclusão para Va(T)?

Teorema 4.4.7 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) e A E F. As seguintes

afirmações são equivalentes:

i) A é um autoualor de T;

o VW) #0);
iii) VA(T) # lºl

Demonstração. As duas primeiras afirmações são obviamente equivalentes. A inclusão

V(A,T) C VA(T) revela que ii) implica iii). Para concluir a prova, suponha, que u &

VA(T) X [0] Existe um menor índice n tal que i) 6 Ker (T — Aly)". Segue que (T —

Aly)"“1(u) 6 Ker (T — Aly). Pela minimalidade de n, (T — ATV)"“1(v) # 0. Portanto,
V(A,T) # [0].

Quando o espaço é de dimensão finita, duas novas condições podem ser acrescentadas

ao teorema, anterior.

Teorema 4.4.8 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita, T 6 £(V) e
A E F. As seguintes afirmações são equivalentes:

i) A é um autoualor de T;
ii) T — Aly não é um isomorjismo;

iii) det (Tg — A]") = O, qualquer que seja a base B de V.

Demonstração. Se A é autovalor de T, então V(A,T) # [0] Logo, T — Aly não é

injetora. Por outro lado, se T — Aly não é um isomorfismo, o Teorema. 3.2.7 revela que
T — ATV não é injetora. Portanto, V(A,T) # [O] e A é autovalor de T. Assim i) e ii) são

equivalentes. Suponhamos agora que T — Aly é um isomorfismo. Então existe S G £(V)
tal que (T — Aly) o S = S o (T — AIV) : IV, Se B é uma base de V, concluímos
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que I,, : (S o (T — All/))? : Sg(T — Aly)? Em particular, det (T — Aly)? 7ª 0.

Logo, iii) implica ii). Finalmente, suponha que det (T — Aly/É # 0, para alguma base

B = (m, . . . ,un] de V. Escrevamos R : T — Aly e denotemos por ai,-, 15 z',j 5 n, as
entradas da matriz Rg . Temos que

RUE) : Zaij'ui, j = 1, . . . ,n.
i—l

Seja v 6 Ker R. Escrevendo ?] = (11111 + - - - + ano", al, . . . , a,, E F, temos que

Tl n n n n
0 : R(v) : zajR('Uj) : 209 (2 61,301") : E (E cujo,-j) v,-

j=1 j=1 i=l i=l j=1

Como B é base de V, segue que
n

gaja,-=O, 2:17...,TL
j=1

Como det (a,-j) 7ª 0, aj : O,j : 1, . . . ,n, isto é , o = 0. Assim, Ker R = (O]. E]

Lema 4.4.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Valem

as seguintes propriedades:
2) Se a e' um autovalor de T e S' E [,(V) satisfaz S' o T : T o S então V(a,T) e

Va(T) são subespaços S-invariantes; em particular, ambos são T—invariantes;

ii) Se oz é um autovalor de T, então a e' o único autovalor de TI;/(aff),-

iii) Se oz e' um autovalor de T então a não é um autovalor de T E £(V/VQ(T)),
como definido no Teorema 4.2.7,“

iv) Se Oq, . . . ,o:" são os autovalores distintos de T, então os espaços V(a1,T), . . . ,

V(an, T) são independentes.

Demonstração. i) A condição SoT : TOS revela que ((T—alv)'ºoS) : So(T—aIV)k,
k = 1, 2 . . .. Logo, se o está no núcleo de (T — al,/yº então o mesmo vale para S(v).
ii) Seja A um autovalor de TI;/(aªn) e suponhamos que 1) & V(a,T) é um autovetor
associado a ele. Então, 0 : (T — alv)(v) : (A — a)v. Como 1) # 0, segue que A = a.
iii) Suponhamos que a é um autovalor de T e que T(U + Va(T)) : a(v + Va(T)), para
algum o E VWO). Então, pela definição de T, vemos que (T—aIv)(v) € Va(T). Portanto,
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existe um inteiro A: tal que

(T _ alv)k+1(o) : (T » alv)k ((T _ alv) (U)) : o

Em particular, 1) & Va(T), ou seja, o + Va(T) : Va(T).

iv) Suponhamos que ul + ' ' - + vn : 0, onde vi E V(ai,T), i = 1, . . . ,n. Então

0 : H(T — ajIV)(v1 + - — — +vn) : “(T—ajlv)v,— : (Umi — azº—)) vi, 2": 1, . . . ,n.
#i Hªi Hªi

Seguequevi=0,i=1,...,n. , E]

Definição 4.4.10 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T 6 £(V). O conjunto de todos

os autovalores de T é denominado o espectro de T.

Definição 4.4.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T & £(V) e a um autovalor de

T. A dimensão de V(a,T) é chamada de multiplicidade geométrica de (1.

Definição 4.4.12 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão ânita n e T E

£(V). O polinômio característico de T e' o polinômio de grau n dado por

pT(/X) : det (Tg — Al”)

onde B e' uma base qualquer de V.

Observação 4.4.13 1) O polinômio característico não depende da base B. De fato, se
O é uma outra base de V, então existe uma matriz A & Mnxn(F) tal que Tg : AªTf—ÍA.

Daí,

det (Tg — A1") : det [(A-ITBBA) - AL,] : det (A-ngA — A_1AInA)

: det [A—1(TÉ - A1") A] : det A-1 det (TBB _ Mn) det A

: det (Tg — AI")

2) As raízes do polinômio característico de T são os autovalores de T (Teorema 4.4.8).

Definição 4.4.14 Um corpo F e' algebricamente fechado se todo elemento de P(F) pos-
sui pelo menos uma raiz em F.
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Exemplo 4.4.15 R não é algebricamente fechado; (C é algebricamente fechado.

Teorema 4.4.16 Sejam F um corpo algebricamente fechado, V um espaço vetorial sobre

F, de dimensão finita e T E £(V). Então T possui pelo menos um auto'ualor.

Teorema 4.4.17 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T e £(V). Sejam al, . . .,an
antovalores distintos de T. Se o], . . . ,o" são autovetores de T associados a al, . . .,an,
respectivamente, então [ul, . . . ,fun] é [.t.

Demonstração. Usaremos indução sobre n. O caso n = 1 é trivial uma vez que todo

autovetor é não nulo. Suponhamos então que o resultado seja verdadeiro para cada con—

junto de n — 1 autovetores de T. Sejam 'Ul, . . . , v,, como no enunciado e suponhamos que

51U1+...+ann=0,5ieF,i=1,...,n. Então

0 : T(0) : T (E 51%") : ZIBJ'TÚH) : Zôjºíjºj
j=1 j=1 j=1

Usando a equação original, obtemos

51(011 _ an)“ + ' ' ' + Ún—1(ªn—1 _ ªn)'Un—1 : 0-

Como [v1,,..,vn_1) é l.i., a hipótese de indução implica que ,Bj(aj — an) : 0, j =
1, . . . ,n — 1. Como os autovalores são distintos, ,Bj : 0, j = 1, . . . ,n — 1. Voltando a

equação original mais uma vez, obtemos ann = 0. Portanto, B,, : 0. Isto mostra que

1['Ul,...,'lln)ªél.l. E]

Definição 4.4.18 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Dizemos que T e'

diagonalizável quando V possui uma base formada somente por autovetores de T.

Observação 4.4.19 Se na definição anterior, o espaço V tem dimensão finita, então

a matriz de T em relação à base de autovetores é diagonal e sua diagonal principal é

formada pelos autovalores de T (com possivelmente algumas repetições).

Corolário 4.4.20 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T E £(V). Se

T possui n autovalores distintos, então T é diagonalizável.
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Exemplo 4.4.21 Consideremos 0 espaço R3 usual e T 6 £(V) dada por

T(:c,y,z) : (a; — 3y+ 32,313 — 53; + 3z,6x — 6y+ 425).

É fácil ver que o polinômio característico de T é pT(/X) : (A + 2)2(4 — A). Portanto, T

possui dois autovalores, A : —2 e A = 4. A equação T(x,y,z) : —2(m,y,z) equivale a

equação escalar &: — y + z = 0. Logo,

V(—2,T) : [(m,y,z) E R3 : cc — y+ z = 0] : [[(1,1,0),(0,1,1)]>].

Similarmente,

V(4,T) : [(x,y, z) e R3 12? : 2y : z] = [[(1, 1, 2)“.

Como O : “1,1,0),(0,1,1),(1,1,2)]» é Li, segue que C é base de R3. Ainda, T é

diagonalizável e
—2 0 0

T3: 0 —2 0

o 0 4

Consideremos agora S & £(R3) dada por

S(w,y,z) : (—3:z: — 7y — 6z,:z: + 5y+ 6z, ——:c — y — Zz).

Então, pso) : (A+2)2(4—A), V(—2, S) = [[(1, —1, im e V(4, S) = [((-1, 1,0)“. Como
não existe uma base de R3 formada por autovetores de S, este não é diagonalizável.

Definição 4.4.22 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, T E £(V)
e a um autovalor de T. A multiplicidade algébrica de a, denotada por mT(a), e' a mul-

tiplicidade de a como raiz do polinômio característico pT.

Teorema 4.4.23 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jínita n e T & £(V).
Se oz é um autovalor de T então dimFV(a,T) 5 mT(a).

Demonstração. Seja [UI, . . .,vk] uma base de V(a, T). Tome base B de V contendo

esta base de V(a, T). É fácil ver que T,? é da forma

Ollk 0TB:B
0 D
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onde D É M(n—k)><(n—k)(F)» Daí,

pTOl) : (a —— A)]ºdet (D — Aln_k) : (—1)k(/X — a),“det (D — Alnek)

Portanto, k 5 mT(a). []

Observação 4.4.24 O exemplo anterior mostra que a desigualdade do teorema acima

pode ser estrita.

Teorema 4.4.25 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, T E [(V) e

al, . . . , a,, os autovalores distintos de T. As seguintes afirmações são equivalentes:
i) T e' diagonalizável;
ii) V : V(a1,T) + - - ' + V(an,T) (a somar? na verdade direta);

iii) dimFV : dimFV(al,T) + - - - + dimFV(an,T);
i'U) pT(/X) : (A — 041)ªzl ---(/X — an)“, onde d,- : dimpV(aj,T), j = 1, . . . ,n.

Demonstração. Se T é diagonalizável, então V possui uma base composta inteiramente
de autovetores de T, Logo, V : V(a1, T)+- - '+V(an, T). Portanto, i) implica ii). O Lema

4.4.9—iv) revela que os espaços V(aj, T), j = 1, . . . ,a são independentes. Logo, a condição
ii) torna-se de fato V : V(a1,T) EB - ' » EB V(a,,,T) (Exercícios 2.223), Em particular, ii)
implica iii). Que iii) implica i) segue do fato dos espaços V(a1,T), . . . , V(an,T) serem
independentes. Certamente iv) é equivalente às demais. []

Corolário 4.4.26 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T e [,(V).
O operador T é diagonalizável se, e somente se, as seguintes condições valem:

i) Todas as raízes de pT pertencem a F ;

ii) Se a é autovalor de T então dimFV(a,T) : mT(a).
Demonstração. Se as condições i) e ii) valem então pT decompõe—se como no ítem iv)

do Teorma 4.4.25. Portanto, T é diagonalizavel. Reciprocamente, se T é diagonalizável,

a condição i) acima vale devido a equivalência entre as duas primeiras afirmações do

Teorema 4.4.25. Finalmente, se a é um autovalor de T, o Teorema 4.4.23 revela que
dim FV(a,T) É mT(a). A condição iii) do teorema anterior, mostra então que a de-

sigualdade acima é na verdade uma igualdade. []
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Corolário 4.4.2? Sejam F um corpo algebricamente fechado, V um espaço vetorial so—

bre F, de dimensão ]ínita e T e [,(V). O operador T é diagonaliza'vel se, e somente se,
dim pV(a,T) : mT(a) para cada autovalor a de T.

Teorema 4.4.28 (Decomposição Espectral) Sejam V um espaço vetorial sobre F,
de dimensão finita e T E £(V). As seguintes afirmações são equivalentes:

i) T e' diagonaliza'vel;

ii) T : a1P1 + — -- + anPn, onde al, . . . ,an são os autovalores distintos de T e

P1, . . .,Pn são projeções de V satisfazendo P,- o Pj : 0, i #j, e IV : Pl + - º - + Pn.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que ii) vale. Pelo Teorema 4.1.8, sabemos

que V : Im Pl &) — - - EB Im P". Para cada i, seja Bi uma base de Im Pi. Vamos mostrar

que ULIBi é base de V, composta de autovetores de T, Notemos que

TOPJ—z (a1P1+---+oznPn)on :aj(PjoPJ-) :aij, j: 1,...,n
Se 'Uj G B]- então

T(Uj) = T(Pj(vj)) = (T º PMW) = 0117106) = 06% j = 1, - . - ,n.

Logo, vj é autovetor de T associado a aj. Lema 4.4.9—iv) implica que UÇZIBi é base de V.

Portanto, i) vale. Reciprocamente, suponhamos que T seja diagonalizável. Pelo Corolário

4.4.26, todas as raízes de pr estão em F. Sejam ,81, . . . ,,Bm as raízes distintas de pT. Pelo

Teorema 4425, temos ainda que V : V(61,T) 69 69 V(Bm,T). Pelo Teorema 4.1.7,

existem projeções QI, . ..,Qm de V tais que IV : Q1 + -»-+ Qm, Im Q,- : V(Bj,T),
j = 1, . . . ,m e Qi o Qj : 0, i # j. No restante da prova, vamos verificar que T :
BIQI + ' " + BQO. Seja então 1) E V. Podemos escrever o = 711 + + um, onde

'Uj É V(6ja T), _] = 1, . . . ,m. Lºgº,

TO)) : T(U1) + ' ' ' + T(vm) : 61111 + ' ' ' + [Bmvm : IBIQ1(UI) + ' ' ' + BQO('Um)-

Por outro lado,

Qj(º) : Q,-(v1)+- ' “+Qj(”m) : Qj(Q1(01))+' ' '+Q1(Qm(vm)) = Qjo), j = 1, — - m
Assim,

TO)) : IBIQ1('UI)+' ' '+/BQO(vm) : IBIQ1(U)+. ' '+6QO(U) : (BIQ1+ ' ' '+BQO)(v)-

Isto tudo mostra que ii) vale. []
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Definição 4.4.29 Uma decomposição do operador linear T como descrita no Teorema

4.4.28—ii) é chamada de decomposição espectral de T.

Exercícios 4.4.30 23) Seja V o subespaço de RR formado pelas funções que são contínuas.

Determine os autovalores do operador T E [I(V) dado por (Tf)(z) : foz f(t)dt.
24) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Mostre que:

i) Se 1) é autovetor de T, então 'o é autovetor de T", n 2 1;

ii) T é isomoriismo se, e somente se, 0 não é autovalor de T;
1 é autovalor deiii) Se T e' isomoríismo, então a é autovalor de T se, e só se, a—

Tªg
iv) Se todo elemento não—nulo de V é autovetor, então T é um múltiplo da identi—

dade.

25) Sejam V um espaço vetorial sobre F e S,T € £(V) tais que S o T : T o S. Mostre

que se o é autovetor de T e S(v) # 0, então S(v) é autovetor de T.

26) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão Hnita e T E £(V). Prove: se T

tem todos os seus autovalores iguais a zero, existe n _>_ 1 tal que T” = O.

2?) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T E [(V). Defina o traço de

T como sendo o traço de T5, para alguma base B de V. Mostre que:

i) O traço de T está bem definido, isto é, sua definição independe da base B;
ii) O traço de T é o coeficiente de A"_1 na expressão de pT(A);

iii) Se T é projeção de V então seu traço é igual a dim FIm T;

iv) Se F é algebricamente fechado então o traço de T é a soma de todos os auto—

Valores de T, contando—se as possíveis repetições.
28) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, T E [,(V) e P uma projeção
de V. Mostre que P o T e T o P têm o mesmo polinômio característico.

29) Sejam V um espaço vetorial sobre F, p E P(F), p # constante e T 6 £(V). Prove

que:

i) Se a é autovalor de T então p(a) é autovalor de p(T);

ii) Se F é algebricamente fechado e A é autovalor de p(T) então A : p(oz) para
algum autovalor a de T;

iii) A hipótese sobre F em ii) é essencial.

30) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T, S E £(V). Mostre que:
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i) Se T o S : S o T e V tem uma base formada por autovetores de T e uma base

formada por autovetores de S então V tem uma base formada por autovetores de ambos,
T e S ,

ii) Se V tem uma base formada por autovetores de ambos T e S, então TOS : TOS.

31) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T 6 £(V), Mostre que o

espectro de T coincide com o espectro de T*. Decida se a hipótese “dimensão finita“ é

essencial.

32) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T 6 £(V). Mostre que se

T é diagonalizável então T o T é diagonalizável.
33) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T,.S' € £(V). Mostre que se IV — T o S é

um isomoríismo então IV — S o T também é. Conclua que T o S e S o T têm os mesmos
autovalores.

34) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T e £(V). Prove que:

i) Se F tem característica # 2 e T2 = [V então T é diagonalizável;
ii) Se F é algebricamente fechado e T" : Iv,para algum n positivo e n não é

divisível pela característica de F, então T é diagonalizável.
35) Sejam T, S E £(Cª) com pelo menos um deles sendo um isomorfismo. Mostre que se

T o S é diagonalizável então S o T é diagonalizável.
36) Exiba isomoríismos T e S sobre um mesmo espaço vetorial tais que T o S não seja
diagonalizável.
37) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T, S E [,(V). Dada uma
decomposição espectral T : a1P1 + - - . + arPr de T, prove que as seguintes afirmações
são equivalentes:

i) S o T : T o S ;

ii)SoPJ-=PjoS,15jír;
iii) V(aj, T) é S—invariante para 1 5 j 5 r.

38) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Assuma

que T = a1P1 + + Oz,—P,— seja uma decomposição espectral de T e que a]- ;É 0 para
todo j. Prove que T é um isomorfismo e que T“1 tem decomposição espectral dada por
T_lzaf1P1+-n+a;1Pr.
39) Mostre que um operador linear sobre um espaço vetorial de dimensão finita possui
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uma única decomposição espectral.

40) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, W 5 V e T E £(V) um
isomorfismo. Prove: se W é T—invariante então W é T_l-invariante.

41) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, T E £(V) e W um subespaço
T—invariante de V. Prove que pT é o produto do polinômio característico de T |W pelo

polinômio característico da aplicação T definida no Teorema 4.2.7.

42) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, T E [I(V) e W um subespaço
T—invariante de V. Assuma que T é diagonalizável. Prove que:

i) Se V : V(oz1,T)Gà- - -€BV(an,T) então W : (W0V(a1,T))€B- - -€B(WDV(an, T));
ii) W possui um complementar T—invariante;

iii) pr e T são diagonalizaveis.
43) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e 73 uma família de £(V)
com a seguinte propriedade: se S', T 6 .? então S o T : T o S. Se cada elemento de ]? é

diagonalizável, prove que existe uma base B de V tal que a matriz de qualquer elemento
de .7: em relação a B é diagonal.
44) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T e £(V). Se todas as

raízes de 177» estão em F, prove que existe uma base de V em relação à qual a matriz de T é

tri-diagonal (isto é, todos os elementos abaixo da diagonal principal da matriz são iguais
a O).

45) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e .7: uma família de £(V)
com a seguinte propriedade: se S, T 6 7: então S o T : T o S. Se cada elemento de J: é
tri-diagonalizãvel, como descrito no exercício anterior, prove que existe uma base B de

V tal que a matriz de qualquer elemento de .? em relação a B é tri-diagonal.
46) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, e T e £(V) um operador
diagonalizável. Prove que V : Im T 69 Ker T.

47) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T E £(V) um operador
diagonalizável. Se gia—(A) : A" + a1A"_1 + ' ' ' + an_1Ã + an, prove que p(T) : max(j :

aj #- O).

48) Sejam F um corpo algebricamente fechado, V um espaço vetorial sobre F, de di—

mensão 2 e T & £(V). Prove que as seguintes alirmações são equivalentes:
i) T é diagonalizável;
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ii) T é um múltiplo de [V ou T possui dois autovalores.

49) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove: se A é

um subconjunto Li. de V formado por autovetores de T então existe uma base B de V

composta inteiramente de autovetores de T que contém A.

50) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V).
i) Se a é um autovalor de T, encontre condições para que a seja o único autovalor

de T|X/“T),

i) Se al, . . . ,an são os autovalores distintos de T, é sempre verdade que os espaços
Va1 (T), . . . , Van (T) são independentes?

4.5 O Polinômio Minimal
Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita. Se T_ E [I(V) não é diagonalizável,

qual é a representação matricial mais simples desse operador?
Se pT tem todas as suas raízes em F, mostraremos que é possível encontrar uma base

B de V tal que T,? é º'quasel'uma matriz diagonal.

Definição 4.5.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T e £(V) e p E P(F). Se p(:c) :
ao+a1x+—'-+anr", aieF,i=0,...,n, então

P(T) == aolv+a1T+---+anT"

Observação 4.5.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E [,(V). Se dim FV : n
então existe pelo menos um polinômio p E P(F) X (O) tal que p(T) : 0. De fato, se T = O

a afirmação é óbvia. Se T # 0, notemos que o conjunto [IV,T, . . . ,Tnºj é l.d. uma vez

que dim F£(V) : nª. Logo, existem ao, . . . ,anz E F, não todos nulos, tais que

aolv + alT + — - - + anzTnª : o.

Segue que

p(x) := ao + alx + ' - - + Cinzas"2 & P(F) X [D]»

e p(T) : 0.
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O resultado a seguir é o famoso Teorema de Cayley—Hamilton.

Teorema 4.5.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita e T & £(V).
Então pT(T) : O.

Demonstração. Faremos a prova somente no caso em que F é algebricamente fechado.

Para uma prova sem essa hipótese adicional, o leitor pode consultar alguns textos mais

completos como por exemplo [12]. A prova será por indução sobre n =: dim FV. Obvia—

mente, o resultado vale para espaços vetoriais unidimensionais, Suponhamos então que

o resultado valha para espaços vetoriais de dimensão n — 1 e seja V um espaço vetorial

sobre F de dimensão n. Fixemos um autovalor a e F de T e consideremos uma base

B := (01,112, . . . gun) de V, onde 121 é autovetor associado ao autovalor a. Olhando—se para
Tg vemos que p7—(A) : (a — A)p1(/X) onde p1(/X) : det (A — AI,,_1), A & M(n_1)x(,,_1)(F).

Definamos agora W : [[pl]] e observemos que o conjunto Bl : [vz + W, . . . ,o" + W]
é uma base de V/W. Como W é T—invariante, o Teorema 4.2.7 garante a existência de

T E £(V/W) tal que T o qW : qW o T. Obviamente, Tªi : A e, consequentemente,
pT— : pl. Pela hipótese de indução, pT(T) : pl (T) = 0, Daí, () = P1(T) qu : qW Op] (T),
revelando que p1(T)(v) 6 W, 1) E V. Finalmente, se 1) 6 V e p1(T)(v) : 501, B E F,
então

PT(T)(v) = ((ªlv — T) ºP1(T)) (v) = (ªlv — T)(Bvi) = 6 (avi - T('Ui)) = 50 = 0.

Em outras palavras, pT(T) : 0. El

Definição 4.5.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V).
O polinômio minimal de T é um elemento p & P(F), mônica (o coeficiente do termo de

maior grau é igual a 1) e de grau mínimo que satisfaz p(T) : 0.

Coletamos as propriedades básicas do polinômio minimal na seguinte proposição.

Prºposição 4.5.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita e T E £(V).
i) O polinômio minimal de T existe e é único;

ii) Se p & P(F) satisfaz p(T) : O, então p é divisível pelo polinômio minimal de T;
iii) As raizes do polinômio caracteristico de T coincidem com as raízes do polinômio
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minimal de T;
iv) Se a é uma raiz de multiplicidade r do polinômio minimal de T então Va (T) :

Ker (T — Olly/)?".

Demonstração. i) Pelo Teorema de Cayley—Hamilton, sabemos que existe um polinômio

p E P(F) tal que p(T) : 0. Logo, existe(m) aquele(s) de grau mínimo. Se pl e pz

são dois polinômios de grau mínimo com pJ-(T) : 0, j = 1,2, então podemos escrever

pl : (1102 + 7" onde q,r 6 P(F), com o grau de r menor do que o grau de pz. Como

r(T) : pl (T) — q(T) Op2(T) : 0, concluímos que 7" = 0. Portanto, pl é divisível por pz.
O fato do polinômio minimal ser mônico, garante então sua unicidade.

ii) É similar à prova de i).

iii) Se A é um autovalor de T, T(v) : Av para algum 'u & VX[O). Daí, se m é o polinômio
minimal de T, então 0 : m(T)(v) : m()l)v. Segue que m(/X) : 0, Portanto, toda raiz de

pr é raiz de m. A recíproca segue de ii).

iv) Já. sabemos que Ker (T — alv)r C Va (T). Suponhamos então que exista v 6 Va (T) X

Ker (T — Gilv)r. Existe um menor índice n, n > r, tal que 1) € Ker (T — alv)". Como

a é raiz do polinômio minimal m de T, podemos escrever m(A) = q(/X)(A — ay, onde

q 6 P(F) e n : dim FV. Como q e (A — a)“_r não possuem divisores comuns diferentes
de 1, podemos encontrar ql, q; 6 P(F) tais que

ql(Ã)Q(/l) +'112(/l)(A — ªln'r = 1-

Logo, se 11) : (T — alv)r(v), temos que

w = (11(T)Q(T)(w)+ Q2(T)(T — (UMª—TW) = qi(T)m(T)(v) + 42(T)(T - afv)"(v) = 0,

uma contradição. III

Exemplos 4.5.6 1) Sejam F um corpo, a e F e V = F". As aplicações T1, T2 6 £(V)
dadas por T1('u) : ow, v 6 V e

T2(a1,...,an)=(aa1 +a2,...,aan_1 +amaan), a]- e F, j : 1,...,n
têm o mesmo polinômio característico: (a — A)”. Entretanto, o polinômio minimal de T1

éA—aeodeT2é(A—a)“.
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Teorema 4.5.7 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T e £(V).
As seguintes aârmações são equivalentes:

1) T e' diagonalizável;

ti) O polinômio mínima! de T é da forma (A—al) - - - (A—an), onde al, . . . ,an 6 F
são dois a dois distintos.

Demonstração. Sejam m o polinômio minimal de T. Se T é diagonalizável, podemos

usar a decomposição espectral de T dada no Teorema 4.428, para escrever

m(T) : m(a1)P1 + - º - + m(an)Pn

onde a], . . . , an são os autovalores distintos de T e P1, . . .Pn são projeções de V satis-
fazendo H- o Pj : 0, 1” # j. Como m(T) : 0, segue que m(aj) : 0, j : 1,...,n. A

minimalidade de m revela então que este deve ter a forma descrita em ii). Reciproca-

mente, suponhamos que m seja da forma descrita em ii). Se n = 1 observemos que T já
é diagonalizável. Se n > 1, consideremos os polinômios mj de P(F) dados por

mjm : Hm]. — (ii)-lo _ ai), j: 1, . . . ,n
#1"

É fácil ver que mJ-(ai) : 0, i #j e mj(aj) : 1, j = 1, . . . ,n. Além disso,

10 = Emi-m, p 6 PAF)
j=1

Escolhendo p = 1 e p = A, obtemos

1=m1+---+mn e A=a1m1(A)+---+anmn(à)

Definamos agora Pj : mj(T), j = 1, . . .n. Segue que

IV=P1+--«+Pn e T=a1P1+'--+anPn

Se i # j então mim]- é divisível por m. Logo, P,- o Pj : 0, i 7ª j. Isto implica que cada P,- é

uma projeção de V. Finalmente, a minimalidade de m garante que P]- # 0, j = 1, . . . , n.

Assim, T é diagonalizável pelo Teorema 4.428.
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Exercícios 4.5.8 51) Use o teorema de Cayley—Hamilton para encontrar a inversa do

operador T E COM) cuja matriz em relação a alguma base é

—4 3 3 —6

,3 —1 O 3

3 0 —1 3

6 3 —3 8

52) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Prove que
A e F é um autovalor de T se, e somente se, A é uma raiz do polinômio minimal de T.

53) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove:
i) T e T* tem o mesmo polinômio minimal;

ii) T é um isomorfismo se, e somente se, seu polinômio minimal tem o termo

constante diferente de zero;

54) Sejam V um espaço vetorial sobre F. Assuma que V : WI EB Wg, onde dim le : n
e dim FW2 : T2. Se P é a projeção de V sobre WI, determine o polinômio minimal de P.
Se T E [,(V) é dada por T(w1 +w2) : wl —w2, wj € Wj, j = 1, 2, determine o polinômio
minimal de T.

55) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T, S E £(V). Se para algu-
ma base B de V, Tg e 55 são semelhantes, prove que os polinômios minimais de T e S

coincidem. Dê um exemplo para mostrar que a recíproca é falsa.

56) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Prove: T é um
múltiplo da identidade se7 e somente se, o polinômio minimal de T tem grau 1.

57) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V). Prove que as

seguintes afirmações são equivalentes:
i) Os únicos subespaços T—invariantes de V são os triviais;

ii) pT não pode ser escrito como um produto de dois polinômios de P(F), ambos

com grau inferior ao grau de m.
58) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, ambos de dimensão finita, T E [I(V) e

S G £(W). Prove:
i) Se existir R E [,(V, W) sobrejetora e satisfazendo RoT : SOR então o polinômio

minimal de S divide o polinômio minimal de T; vale a recíproca?

ii) Se existir R E [I(W, V) injetora e satisfazendo R o S : T o R então o polinômio
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minimal de S divide o polinômio minimal de T; vale a recíproca?

iii) Valem os ítens i) e ii) quando as conclusões referem—se aos polinômios carac-

terísticos dos operadores envolvidos.

4.6 A Forma Canônica de Jordan
Iniciamos esta seção introduzindo os subespaços cíclicos de um espaço vetorial.

Definição 4.6.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) e v 6 V. O subespaço

T-cíclico gerado por 7), denotado por Z(v,T), e' o menor subespaço T—invariante de V

que contém [o). Um subespaço W de V é T—cíclz'co se W : Z(v,T) para algum o de V.

Teorema 4.6.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) e p E V. Então:
z") ZW) = [iv,T(v).Tº(v). . . .H = (me) =p e P(F»;
ii) p é um autovetor de T se, somente se, dimpZ(v,T) : 1;

iii) Se dimFV < 00 então [v,T(v),Tº(v),...,Tk—1('v)] é base de Z(p,T), para
algum inteiro positivo k.

Demonstração. i) Hp, T(v), T2(v), . . ]] é um subespaço T—invariante de V que contém

[0]. Logo, Z(v,T) C [[p,T(p),T2(p), . . .]]. Como [[v,T(p),Tº(v), . . . , )] é um subcon—

junto de qualquer subespaço T—invariante de V que contém [u]», a outra inclusão também
vale. A segunda igualdade é óbvia.

ii) Exercício

iii) Exercício. ' III

A seguir, formalizamos uma definição introduzida implicitamente em exercícios

anteriores.

Definição 4.6.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V) X [O]. Dizemos que
T é nilpotente quando existe um inteiro positivo k tal que Tk : 0. O menor k com essa
propriedade é denominado índice (de nilpotência) de T.

Exercícios 4.6.4 59) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T & [I(V). Se U,?) 6 V e

o e Z(u,T) prove que Z('U,T) C Z(u,T).
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60) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T 6 £(V) um operador nilpotente de índice

de nilpotência k. Se o E V é tal que Tk“1(v) 74 O e u e V é tal que Ti(u) € Z('v, T), para
algum i 5 k, prove que existe w 6 V tal que w — u 6 Z(o,T) e Ti(w) : O.

Teorema 4.6.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F e T 6 £(V). Se T e' nilpotente de

índice k e Tk“1(v) # 0 para algum 'U 6 V então (v,T(v), . . . ,T'º“1(v)) e' base de Z(v,T).

Demonstração. Óbvia. [Il

Observação 4.6.6 Nas notações do teorema anterior, vemos que a matriz de TIZWT)

em relação à base [v, TW), . . . ,T'ª“1(v)) é da forma

0 0 O 0

1 0 O O

0 1 0 O

0 O 1 0

Em particular, T|Z(U,T) é nilpotente de índice k — 1.

Teorema 4.6.7 Sejam V # [0] um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E

[I(V) um operador nilpotente. Então existem vetores não—nulos ol, . . . ,o? em V tais que

V : Z(v1,T) GB - - - EB Z(vr,T).

Demonstração. Por indução sobre dim FV. Se dim FV : 1, V : Z(v, T), qualquer que

seja 'o e V X (O). Assuma então que o resultado vale para espaços de dimensão < n e

suponha que dim FV : n. Seja k o índice de nilpotência de T e escolha 01 E V tal que
Tk—1(v1) # 0. Defina W : Z(v1,T) e nl : dimFW. Se V : W, nada a demonstrar.

Suponhamos então que V # W. O Teorema 4.2.7 garante a existência de T & £(V/W)
tal que T o qW : qW o T. Daí,

T % + W) : T 'º“1(qw(T(u))) = T 'ª“1(T(u)+ W) = . . . : T'º(v) + W : W, 1) e v,

e, consequentemente, T é nilpotente, com índice de nilpotência 5 k. Pela hipótese de

indução, existem vetores 'U2, . . . ,vr e V tais que

V/W : 2% + W,?) e . "azar + IMT).
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Escreva n, : dim pZ(v,- + W, T), i = 2, . . . ,7". Pelo Exercício 60 acima, existe u,- 6 V tal

que 1),— — u,— 6 W e T"i(u,-) : 0. Logo,

V/W : Z(u2 +W,T) eau-eau, + WÍ)
com T"*(u,—) : 0, i : 2, . . . ,r. Afirmamos agora que

V : WEBZ(u2,T) GB ---€BZ(ur,T).

De fato, escrevendo-se B,— : [u,—,T(u,—), . . . ,T"*ª1(ui)), i = 1, . . . , r, basta mostrar que

B := [ul,T(v1), . . . ,T"1(v1)) U B2 U - - - U B,

é uma base de V. Se 1; E V, o fato de 2) + W 6 V/W e a decomposição de V/W em soma
direta descrita acima, permite concluir que 'I] é uma combinação linear de elementos

de B. Logo, V : [B]. Se uma combinação linear de elementos de B é o vetor nulo,
então o correspondente espaço afim gerado por W coincide com W. Daí, inserindo T
nesta equação, concluímos que todos os coeficientes da combinação linear, menos aqueles
correspondentes aos elementos de [UI,T(UI), . . . ,T”1(v1)], são nulos. Assim, obtemos o

vetor nulo como uma combinação linear de elementos da base de Z (v1,T ) Portanto, os

coeficientes restantes são nulos também. Assim, B é l.i. CJ

Observação 4.6.8 Se ordenarmos a soma direta do enunciado do teorema anterior na
ordem crescente da dimensão dos subespaços envolvidos, então TBB é da forma

Jul 0 O

O Jn, 0
T]; =

0 0 Jn,

() 0 0 0

1 0 0 0

J,“: 0 1 0 0

0 0 1 0
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Exemplo 4.6.9 Seja T 6 £(R5) dado por

T(a1,a2,a3,a4,a5) : (Cmaªz + 043 _ (15,070,0£2 _ 065), anºzªwªmªs E R-

A matriz de T em relação à base canônica de R5 é da forma

OOOQO OOOOH O

0 0

1 1

O 0

0 0

1 0

Como T3 = 0 e T2 # O, vemos que T é nílpotente de índice 3. Escolhendo 01 :
(0,0,1,0,0), temos que T(vl) : (O,1,0,0,0) e T2(vl) : (0,1,0,0, 1). Segue que

[01,T(vl),T2(v1)) é uma base de Z('£)1,T). Escolhendo vz : (0,0,0,1,0), segue que
B : [v],T(v1),Tº(vl),vz,T(vg)) é base de R5 e

T('l)1) = 07); + 1T('U1) + 0T2('U1) + O'Uz + 0T('Uz),

T(T(u1)) : 001 + OT(vI) + 1Tº(vl) + 01,2 + 0T(02),

T(Tº(vl)) : 001 + 0T('01 ) + OT2(v1) + 002 + 01102),

T(v2) : 001 + 0T(vl) + 0T2('ul) + 002 + 1T(02),

T(T(02)) : 001 + GTM) + 0T2(111) + 002 + 0T(02).

Assim, V : Z(vl,T) 69 Z(02,T) e

00000
10000

T5: 01000
00000
00010

Lema 4.6.10 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão Énita e T 6 £(V).
Valem as seguintes ajirmações:

i) lm T“ C Im T""1 e Ker T"—1 C Ker T", n 2 1;

ii) Existe um inteiro positivo p (mínimo) tal que Im T” : Im TP“, k 2 1;
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iii) Se p e' como em ii) então p(Tp) : p(Tp+k) e TKT?) : MTP“), k 2 1;

ii)) Se p e' como em ii) então V : Im TP 63 Ker Tp;

i)) Os subespaços Im Tp e Ker TP do item anterior são T—invariantes.

Demonstração. Os ítens i), ii), iii) e iv) compõem o Exercício 3.3.19—52. O ítem v) fica

como exercício adicional. []

Teorema 4.6.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita e T E £(V).
Então existem subespaços W1 e Wz de V tais que:

i) V : W1 EB Wº;

ii) W1 e Wz são T—invariantes;

iii) T|W1 é um operador nilpotente e TiW2 e' um isomorfismo.

Demonstração. O lema anterior garante que V : Im TP 69 Ker T1”, para algum inteiro

positivo p. Além disso, Im TP e Ker TP são T-invariantes. Definamos então WI : Ker TP,

W2 : Im TP, T1 : TIWl e T2 : T|W2. Devido ao Lema 4.6.10—i), vemos que T2 6 £(W2).
Por outro lado, se wz & Wz : Im TP : Im TP“, então wº : Tp+1(u), u 6 V. Daí,

wz : T(Tp(u)), onde Tp(u) e Im TP. Segue que wz E Im T2 e, conseqúentemente, T2 é

sobrejetora. Pelo Teorema 3.2.7, T2 é um isomorfismo de Wz. Finalmente, se wl E WI

então Tp(w1) : O, ou seja, Tf(w1) : 0. Portanto, T1 é nilpotente de índice 5 p. E

Teorema 4.6.12 (Forma Canônica de Jordan) Seja V um espaço vetorial sobre F,
de dimensão jínita e T 6 [I(V). Assuma que pT decomponha—se em um produto de

polinômios lineares de P(F ) e sejam al, . . . ,ap as raízes distintas de pT. Então exis-

tem subespaços T-invariantes WI, . . . , W,, de V tais que

i)V=W1€B---€BWP;
n*) dimij : rna—(aj), j = 1, . - - ,p;
iii) TIW, : ar,-Iwi + Nj, onde cada Nj € £(Wj) e' nilpotente.

Demonstração. Definamos T1 : T—allv. O teorema anterior garante que V : WIGBVI,

onde WI e VI são subespaços T l-invariantes de V, TIIWl € £(W1) é nilpotente e TIIV, E

£(Vl) é um isomorfismo. Então WI e Vl São T-invariantes. Além disso,

TIWI : (T1 + aifv) |w1 = Tilwl + 011pr
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tem a forma pedida em iii). Vejamos agora que dim FWI : mT(a1). Para isso, conside—

remos uma base B de V na forma B : Bl U BZ, onde 31 é uma base de WI e 32 é uma
base de Vl. Então T? é da forma

onde A1 é a matriz de TIW1 em relação à base BI e A2 é a matriz de Tlvl em relação a

base 32. Consequentemente, pq» é da forma

joy—(A) : det (Tg _ Mv) : det (A1 — AIWI) det (A2 — AI,/1) .

Como Tllv1 é inversível e a matriz de TIIVl em relação à base BZ é A2 — ally“ concluímos

que det(A2 —aIIVl) # 0 e portanto A—al não divide det(A2 — alli/1). Logo, (A—a1)mT(ª1)

divide det(A1 — AIWI), uma vez que 0 : gin—(al) : det(A1 — aIIW1)det(A2 — alli/1). Segue

que

mT(a1) 5 grau de det(A1 —— AIWI) : dim FWI.

Por outro lado, TIIWl é nilpotente, e como TIW1 : TIIWl + allwl, segue que pT|W1(A) :
det(A1 —— AIWI) : (oq — A)dim FWI e, consequentemente, mT(a1) 2 dim le. Aplicando o

mesmo procedimento ao operador T |V“ podemos encontrar dois subespaços T2 : (Tlvl —

a21v1)—invariantes Wz e V2 tais que Vl : W2 EB V;. Este processo sendo finito, produz uma
decomposição da forma

V=W1€B---$WP_IGBVP_1.

Corno

dlm FV : dlm FW1 + ' ' ' + dlmFW _1 + dlmFVE,_1

: mi,—(al) + - ' ' + mT(ap—1)+ mT(ap)

segue que dim pr_1 : mT(ap). Mas 14,4 : Wp EB V;, onde dim FWP : mT(ap). Logo

vp = ror- e

Observação 4.6.13 Nas condições do teorema anterior, e levando—se em conta a
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Observação 4.6.8, podemos concluir que existe uma base B de V tal que

M1 () 0

T5 : 0 M2 0

o o M,,

onde Mj € MmT(aj)me(aj), j = 1, . . . ,p. Na verdade cada Mj é da forma

jj1(aj) O O

Mj : 0 Jj2(aj) ' 0

0 O er(aj)

onde st(aj) : ajª/'nª, para algum ns.

No exemplo a seguir, explicitamos a representação mencionada na observação anterior.

Exemplo 4.6.14 Sejam V = R6 e T & [I(V) o operador cuja matriz em relação à base

canônica B de R6 seja
5 —1 1 1 O O

1 3 ——1 —1 0 O

0 O 4 O 1 1

0 0 O 4 —1 —1

O O O O 3 1

O 0 0 O 1 3

O polinômio característico de T é pT(A) : (A — 4)5(A — 2). É fácil ver que

0 0 0 0 0 0

0 0 0 O O ()

[(T—4lv)ªlã= º º º º º º
O O 0 O 0 0

O O 0 O —4 4

O O O 0 4 —4
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Segue que Ker (T — 41V)'C : Ker (T — 4IV)3, ]; = 4, 5, . . .. Ainda,

WI ".= KEY (T“_ 4lv)3 : ((61,...,,86) : 65 2,86)

e (T — Alix/NWl é nilpotente de índice 3. Existe então 1) 6 W] tal que (T — 41'V)2 # O.

Escolhamos v = (O, O, 1, O, O, O) e notemos que

(T — 4lv)(v) : (1, —1,o,0,0,0) e (T — 4IV)2(v) : (2, 2, o, 0, 0,0).

Como dim FWI : 5, vamos completar o conjunto (1), (T — 4IV)(v), (T — 4IV)2(U)) a uma
base de Wi. Para tanto vamos escolher w : (0,0,0,0,'1,1)r Com isso, (T — 4IV)(w) :
(0,0,2, —2,0,0) e (1), (T — 4Iv)(v), (T — 4Iv)2(v),w, (T — 4IV)(w)) é uma base de Wl.

Finalmente, se u é um autovetor qualquer de T associado a A = 2, temos que

C : (1), (T — 4IV)(v), (T — 4Iv)2(v), w, (T — 4lv)(w), u)

é base de V e
4 O O O O O

1 4 0 0 O 0

0 1 4 O 0 0T3:
0 O 0 4 0 O

0 0 0 1 4 O

0 0 0 O 0 2

Exercícios 4.6.15 61) Sejam V um espaço vetorial sobre F e T E £(V). Se V : Z(v, Tº)
para algum v 6 V então V : Z(w, T) para algum w 6 V. Vale a recíproca?
62) Sejam F um corpo e T E £(F2). Prove:

i) Se 1) e F2 X (O) não é autovetor de T então F2 : Z(U,T);
ii) Se T não é um múltiplo de [pz então F2 : Z(v, T) para algum 'u 6 Fº.

63) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove que as

seguintes afirmações são equivalentes:
i) V : Z(v,T) para algum v 6 V;

ii) T tem exatamente dim FV autovalores distintos.

64) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão Bnita, T & £(V) um operador

nilpotente de índice k e v 6 V X [O] Prove:
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i) dimme(Z(v,T)) : k — m, m 5 k;

ii) Se V tem duas decomposições V : VI 69 GB Vr : W1 EB GB WS, onde

Vj : Z(vj,T)“, 1 Sj 5 r, Wi : Z(wi,T), 1 5 i 5 s, dimFVj : nj edimFWi : mi, então

r=senj=mj,paralgjgr.
65) Existe um operador nilpotente de índice 3 sobre um espaço vetorial de dimensão 2?

66) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V) nilpotente de

índice k. Mostre que n(Tj+1) + 77(Tj—1) É 277(TÍ), 1 5 j 5 k — 1.

67) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão 3, T, 5 € £(V) operadores nilpo—

tentes e B uma base de V. Mostre que T5 e 55 são semelhantes se, e somente se, T e 8
têm o mesmo índice de nilpotência. Isto vale se dim V = 4?

68) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão íinita e T & £(V). Mostre que T
não é diagonalizavel se, e somente se, existirem um autovalor a de T e v 6 V tais que

(T — alv)2(v) = 0 # (T — alv)(v).
69) Encontre a forma de Jordan dos seguintes operadores T 6 [(RS) representados por
cada uma das seguintes matrizes:

2 1 1 1 0 5 ——1 —3 2 —5

0 2 O 0 0 0 2 O O O

A = O O 2 1 0 B = 1 O 1 1 ——2

O O 0 1 1 O —1 O 3 1

0 —1 —1 —1 0 1 —1 —1 1 1

70) Sejam F um corpo algebricamente fechado, V um espaço vetorial sobre F, de di—

mensão finita e T e £(V). Mostre que para qualquer base B de V, TBB e sua transposta
são matrizes semelhantes.

71) Sejam F um corpo e T, S G £(Fª). Verifique quais das seguintes condições são sufi-

cientes para que T o S e S o T tenham a mesma forma de Jordan.

i) T e S são isomoríismos;

ii) T é isomorfismo, mas 8 não é.

No(s) caso(s) afirmativos verifique se a condição é necessária.

72) Sejam V um eSpaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T e £(V). Se p(T) : 1,

prove que T é diagonalizável ou T é nilpotente. T pode ser simultaneamente diagonalizável
e nilpotente?
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773) Seja V um espaço vetorial sobre F, T E £(V) e p E P(F). Assuma que p : pl . . .pk
onde (pl, . . . ,pk) é um subconjunto relativamente primo de P(F) (isto significa que 1 é

o polinômio de P(F) de maior grau que divide cada pj).
i) Prove que Ker p(T) : Ker pl (T) 69 — - - 63 Ker p,,(T);

ii) Se p : pT, o que diz a conclusão do item i)?

74) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita n e T 6 £(V). Denotemos

por 011, . . . , ak os autovalores distintos de T em F. Prove que as seguintes afirmações são

equivalentes:

i) V : Vc,,(T) + » - — + VMT);
ii) Existe uma base B de V tal que Tg tem a forma descrita na Observação 4.6.13;

iii) Existe uma base O de V tal que Tg é triangular superior;
iv) Se WI, . . . , Wn_1 são subespaços de V, dois a dois distintos e satisfazendo WI C

W2 CC Wn_1 então W, é T—invariante, j = 1, . . . ,n — 1;

v) T tem exatamente n autovalores (contando—se as repetições);
vi) pT escreve—se como um produto de polinômios lineares de P(F).

75) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita n e T e [(V). Assuma que
T possui exatamente n autovalores em F (contando-se multiplicidades). Prove que:

i) (Decomposição Aditiva de Jordan) Existem D, N E £(V) (únicos) tais que T =
D + N, D é diagonalizável, N é nilpotente e D o N = N o D;

ii) (Decomposição Multiplicativa de Jordan) Existem D,N & £(V) (únicos) tais
que T = D o N, D é diagonalizável, N — Iv é nilpotente e D o N = N o D.

76) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T E £(V).
i) Prove que se T é nilpotente então o traço de TI“, k = 1, 2, . . . , é zero.

ii) Prove que se F tem característica O e o traço de T“ é zero, k = 1, 2, . . . , então T
é nilpotente.
77) Calcule Alºº (produto de A por ela mesma 100 vezes) nos seguintes casos:

1 1 0 1 4 0 —2 O 2 0 0 0

O 2 O O 0 4 0 0 4 6 —7 1A: A: A:
—1 1 2 1 0 0 2 O 4 4 —5 —1

—1 1 0 3 1 0 0 2 3 3 —3 —1

78) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita n e T E £(V). Assuma que
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T possuí n autovalores em F (contando multiplicidades) e que THl : T, para algum
inteiro positivo k. Prove que T é diagonalizável.

79) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T E £(V). Prove que T —— IV

é nilpotente se, e somente se, 1 é um autovalor de multiplicidade n de T.

80) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão n e T 6 £(V). Suponha que

existam S' e [(V) inversível e um inteiro positivo k tal que Tlc : S o T o Sª. Prove que

T — Iv é nilpotente.
81) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T & £(V). Assuma que

T = D + N seja a decomposição aditiva de Jordan de T. Prove:

i) B & £(V) satisfaz BoT : ToB se, e somente se, DoB : BoD e NoB : BoN;
ii) Se 1) & P(F) e p(T) : Dl + Nl é a decomposição aditiva de Jordan de p(T),

então Dl : p(D).
82) Dê exemplo de um espaço vetorial V, uma base B de V e T,S € £(V) tais que

p(T) = p(S) e pT : ps, mas T5 e 55 não são semelhantes.
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Capítulo 5

Espaços com Produto Interno

Nos capítulos anteriores, introduzimos a noção de espaço vetorial e estudamos pro—

priedades “afins” referentes a eles. Neste capítulo, estudaremos as propriedades “métricas”

de um espaço vetorial. A motivação para tal estudo reside nos espaços usuais R" e C".

Neste capítulo, vamos assumir que O corpo de escalares dos espaços vetoriais envolvidos
é sempre R ou (C.

5.1 Produto Interno
Sejam [u, v) um subconjunto Li. do espaço R3 usual e 0 o ângulo entre os vetores u e v.

O produto escalar de u por 11 é dado por u'v : ||u|| ||v|| cos 9. Se B é a base canônica
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3 __ _ ..de R , UB —(r1,y1,zi)e vB — (fal/2,32) entaº

u - v : 11122 + ylyz + 2122.

Esta idéia de produto escalar é generalizada no seguinte conceito.

Definição 5.1.1 Seja V um espaço vetorial sobre F. Um produto interno sobre V é uma

função ('()1, '()2) E V2 ———> (01,02) E F que satisfaz:

PI]. (01 + v2,1)3) : <U1,'Ug) + (112,03), vi E V, i : 1,2,3;
1712. (mun/2) : a(vbvz), & E F, 01,112 6 V;
Pl3. (vhvg) :W, vhvz E V;

PM. <v,v) > 0, 'u e V, U #0.

Observação 5.1.2 Quando F = R, a conjugação no ítem PIS é supéríiua. Se F = (C, a

conjugação faz—se necessária uma vez que, se (01, vz) : (vz, '()1), 1/1, 212 E V, então

0 < (iv,iv) : ii('u,'u) : —('u,v) < 0, 1) € VX[0],

uma contradição.
As condições PII, PIZ e PI3 implicam que

(Ubaí/2 + 'ºs) :W=M= M +M
: ã(v1,vz) + (111,03), a e F, v1,v2,vg E V.

Exemplos 5.1.3 1) No espaço F" usual,

((ah . . . ,an), (b1,...,bn)) := a1ã+-'-+anE
é denominado o produto interno usual.

2) A expressão

(A,B) :: traço (B*A), A, B E Mnxn(F)

define um produto interno em Mnxn(F). Aqui, B* denota. a matriz adjunta de B.

3) Seja C([0,1],F) o subespaço de FÍO'I] formado pelas funções que são contínuas. A

expressão

em == ] mma, m e Guo, 1], F)
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define um produto interno em C([0, 1], F).
4) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, (-, -)W um produto interno sobre W e T E

£(V, W) injetora. Então a aplicação (-, -)V : V >< V —> F dada por

<Ulav2lv : <T(01)7T(02)>w) ”1,112 E V

é um produto interno sobre V.

5) Consideremos o espaço vetorial e o produto interno do exemplo 3 e seja T E

£(C([0,1],F)) dada por T(f)(x) : xf(:r), :B e [0,1], f 6 C([0,1],F). Como T é in—

jetora, o exemplo anterior implica que
l 1

, := así—dt: tª _tdt, , CO,1,F(f9>cqo,1],p) ] tf()9(t) [ f(t)g() fge ([ ] >

é um produto interno em C([0, 1], F).

Definição 5.1.4 Um espaço com produto interno e' um espaço vetorial munido de um
produto interno. Um espaço com produto interno e' euclidiano, quando F = R e, unitário,
quando F = (C.

Definição 5.1.5 Seja V um espaço com produto interno (-, -). A norma de um vetor v
1/2de V, denotada por ||v||, é o número real positivo (11,0) . Um vetor o E V é unitário

quando “o“ = 1.

Coletamos algumas propriedades de norma no seguinte teorema.

Teorema 5.1.6 Seja V um espaço com produto interno (-, ) Valem as propriedades:
i) Hol :!: v2||2 : Hvlnº zt 2Re(v1, 112) + llvzllº, 111,02 E V;
ii) (111 + 112,1)1 — vz) : ||m||2 — 211m<v1,vg)— Ilozllº, 01,112 6 V;
iiz) (Identidade do paralelogramo) Ilvl+v2||2+||vl —112||2 : 2||01|I2+2|l02||º, 111,02 E

V;

iv) (Identidade de polarização) ||v1+v2H2 — Hol —vzllº+i(|lvl +iv2||2— “7.11 —iv2||2) =
4<v1,v2), 111,02 E V.

Demonstração. i) Exercício;

ii) Exercício;

iii) É consequência de i);

iv) Lembrando que Im (111, vz) : Re(—i(vl, v2)) : Re (UI, ivz), iv) segue de i). D
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Observação 5.1.7 O leitor deve ratificar que as propriedades acima tornam—se mais

simples no caso em que o espaço é euclidiano.

O próximo resultado apresenta algumas identidades adicionais.

Teorema 5.1.8 Seja V um espaço com produto interno, Valem as seguintes propriedades:

i) ||u|| : 0 se, e somente se, 1) = 0;

ii) ||aul| : la! “'O", a E F, u 6 V;

iii) (Desigualdade de Cauchy—Schwarz) “%,qu £ ||v1|| ||u2||, u1,u2 E V;
iu) (Desigualdade triangular) "ul + 'Uz“ É “ul“ + lluzll, u1,u2 E V.

Demonstração, i) Exercício;

ii) Exercício;

iii) Se ul : 0 ou uz : O, a desigualdade de Cauchy—Schwarz segue de i) e de PI2.

Suponhamos que ul # 0 e '02 # 0. Seja t : ||u2|l_2(u1,v2) e definamos 'U3 : ul — tvz.

'01 113

t'Ug uz
Então

”ºs“? : ("1 —tvz,v1—tvz)

: (91,111) _ t—<'l)1,'ll2>—º t<'U2,'U1) + tt—<'U2,'l)2>

(vb v?) (01,712) (“17,02): “UI“2 _ (“1 02) “ (”2 111) + ___—(vi 712)
llvzll2 ' Ilvzll2 ' llvzll2 '

|<vlzv2>l2
llvill2 *_-Ilvzll2

Como “'Os“ 2 0, temos que Hulll2 Z IIU2||“2|(u1,u2)|2. A desigualdade de Cauchy—Schwarz

segue.

iv) A desigualdade triangular é consequência da desigualdade

“”I + ”2H2 : (”1 + 712,01 + 112)

= (111, U1>+<01,U2>+<U2, 'U1>+<'Ug, 'Ug)
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|I ““i"2 + (”17 02) + (711,02) + “Uzllz

Il “”luz + II?/2“2 + 2 Re (01,02)

É Hºl"2 + “112"2 + 2|<Uu172>|

É “”I“2 + “UZHZ + 2||01Í| "02“

( Hvr“ + Ilvzll )2,II

mediante extração de raiz quadrada de ambos os membros. E]

O resultado a seguir, complementa a Observação 3,44 e o Teorema 3.4.5. »

Teorema 5.1.9 Seja V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (—, '.) Valem

as seguintes propriedades.-

i) Se 11) e V, Tu, : V —> F dada por Tw('u) : (aw), v 6 V, é um elemento de V*;

iz) A aplicação <p : V —> V* dada por <p(w) : Tu,, w 6 V, e' injetora;
iii) Se dimFV < 00 então <p é btjetora;
iv) Se V é um espaço euclidiano e dimFV < 00 então (,O e' um isomorjísmo.

Demonstração. i) Segue das igualdades

Tw(vi + 02): (”1 + 02,11!) = (Ui,w>+<02,w) = Tw(vi) +Tw(U2): 711,02 E V

Tw(om) : (av,w) : a(v,w) : aTw(v), 'u 6 V, a E F.

ii) Sejam 101,102 6 V tais que <p(w1) : ga(w2). Então, Tu,1 : Twz, ou seja, Twl(v) : TwZ(v),

o E V. Logo, (114111) : (0,102), 1) 6 V, isto é, (mu/1 — 1,02) = 0, v 6 V, Em particular,
no caso em que o : wl — 1.02, obtemos ||w1 — wgll2 : (wl — w2,w1 — w;) : O, ou seja,

wl — wg = 0. Portanto, <p é injetora.
iii) Assuma que dim FV < 00 e seja B :: (wl, . . . ,wn] uma base de V. A Observação 3.4.4
revela que dim FV : dim FV*. Para concluirmos a prova, vamos mostrar inicialmente que
[cp(w1), . . . ,<p(wn)l é l.i. Suponhamos que

a1<p(w1)+-'-+an<p(wn) : 0, aj G F, j: l,..,,n.
Segue que alTwl + - - - + anTw" : 0 e, conseqiientemente,

alTwlÇu) + - ' ' + anTwn('u) : 0, v 6 V.
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Daí,

(Uva—lwl+"'+a—ríwn>:01 'UÉV,

e, por conseguinte, a_1w1+-"+õzíwn : 0. Como B é base de V, a—j : 0, j = 1, . . . ,n 7

ou se'a a— = O,
' = 1 n. Portanto dim FIm > n. A se uir vamos verificar ue: ] > > ) _ > q

Im (p 5 V*. De fato, se Tu,”,Tmz € lm go então

(Tw1+Tw,)(v) : Tw,('u)+Tw2(v) : (v,w1)+(v,w2) : (v,w1+w2) : (Tw,+w2)(v), v 6 V,

ou seja, Tu,1 + Tu,2 : “+,” 6 Im Lp. Ainda,

(aTwl)(v) : Oszl('U) : a(v,w1) : (156sz : Tãwlw), v 6 V,

isto é, aTw1 : Tãw, & lm <p. Portanto, dim FIm go 5 n : dim pV*, ou seja, dim Im <p :
dim V*. Assim, lm <p : V* e, portanto, go é bijetora.
iv) No caso em que F : IR, cp é linear. Portanto, (p é um isomorfismo. E]

Corolário 5.1.10 (Teorema da Representação de Riesz) Sejam V um espaço ve—

torial sobre F, de dimensão ânita, com produto interno <-, ) e T e V*. Então existe um
único w 6 V tal que T(v) : (0,10), 0 E V,

Observação 5.1.11 Nas condições do Teorema 5.1.9—iii), &. expressão [Tv,Tw] := (11,111),

v, w 6 V, é um produto interno sobre V*, quando F = R.

Exemplos 5.1.12 1) Seja T 6 (R3)* dada por T(x,y,z) : 2x + 3; + 2. Se B é a base
usual de R3 então T : Tu,, onde wB : (2,1,1).
2) Sejam V : P(C), munido do produto interno

(na) = [Mªdªma aq & V,

e T E V* dada por T(p) : p(3), p E V. Como P((C) não tem dimensão finita, não

podemos garantir a existência de q & P(C) com T : Tq. Suponhamos que exista um tal
q. Escolhendo p e V X (O] tal que p(3) : 0 e p(:c) # 0, cc 6 [O, 1], temos

TCDFq) = (PM)(3) = p(3)z“º(3)Q(3) : 0.
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Por outro lado,
1 __ __ 1

Mm) = mpi—vg) = ] p<w>p<x>q<x>q<w>dx = ] |p<z>lºiq<x>|ºdw.
o 0

Daí, |p(ar)|2|q(:z:)|2 : 0, a: 6 [0,1], ou seja, p(x)q(:r) : O, :B 6 [0,1]. Portanto, q : O e,

consequentemente, T : Tq : 0, uma contradição.

Exercícios 5.1.13 1) Encontre condições sobre a, b, c, d e C de modo que a expressão

((Zi, Zz), (“11,102» : ªzul)—1 + binª? + czlw—z + d22572

defina um produto interno em (Cº.

2) Mostre que a expressão

<f,g> = f(0)g(0) + ] f'(t)g'(t)dt

define um produto interno no subespaço de Riªl] formado pelas funções que são diferen—

ciáveis.

3) Seja V o subespaço de FIR formado pelas funções que são contínuas e W 0 subespaço
formado por aquelas que são polinomiais. Se a < b, verifique que a expressão

[)

<f,g> = / mªs”
deHne um produto interno em W, mas não em V.

4) Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, com produtos internos (—,-)V e (-,-)W,

respectivamente. Mostre que a expressão

((vi/wl); (112,102» : (U1,Uz>v + (w1,w2)w, ”1,712 E V, whwz € W

define um produto interno em V >< W.

5) Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, ) e T & £(V). Encontre
condições sobre T de modo que a expressão [111,02] : (T(vl), vz), m, 112 e V, defina um
produto interno sobre V. Idem para a expressão [111,02] : (T(v1), T(v2)), 'Ul, 212 E V.

6) Sejam V um espaço com produto interno e um E V. Prove que [(u, v)] : ||u||||u|| se,
e somente se, [u, U] é 1.d.

7) Use a desigualdade de Cauchy—Schwarz para mostrar o seguinte resultado: se [an] é
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uma sequência de números reais , a,, Z 0 e 2211071 < oo então ZZ,M/n < oo.

8) Sejam V um espaço vetorial sobre C e J : V —> V uma conjugação sobre V, ou seja,

J(u +11) : J(u) + J(v), um E V, J(au) =ãJ(u), & E (C, u e V e .]2 = [V. Prove que:

i) W := [o E V : J(v) : v] com as operações de V é um espaço vetorial sobre R;

ii) Se u e V, existem 'LU1,'LU2 & W tais que u : wl + fiu/2;

iii) A representação do ítem ii) é única.

9) Sejam V um espaço vetorial sobre (C e W C V satisfazendo:

a) W, com as operações de V, é um espaço vetorial sobre R;

b) Se v 6 V, existe um único par de vetores wl, 1112 E W tais que v : wl + iwz.

Mostre que:

i) A equação J('u) : J(w1 + iwz) : wl — iwg, whwz 6 W, define uma conjugação
sobre V;

ii) J(v) : v se, e somente se, o G W;

iii) J é a única conjugação sobre V com a propriedade descrita em ii).
10) Determine todas as conjugações sobre os espaços usuais (C e (Cº.

11) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, ] uma conjugação sobre V, W :: «[o E V :

.](v) : v] e (-, -)1 um produto interno sobre W. Prove:

i) Existe um único produto interno (-, -) sobre V que satisfaz <w1,UJ2> : (w1,w2)1,

wl, 1112 6 W;

ii) Se (, -) é como em i), (J(u), J(v)) : (v,u), u,v 6 V;

iii) Interprete i) quando V = (C" e W = R".

12) Sejam V um espaço Euclideano e u, v, w 6 V. Prove a desigualdade de Ptolomeu:

Hu - UHIIWII É Ilv — wllllªll + Ilw * Ullllvll

Quando vale a igualdade na relação acima?

13) Sejam V um espaço euclidiano. Mostre que se um E V X [O] então existe um único

número 0 e [O, 7r] tal que (u, v) : ||u|| Hull cos 9. Este número 0 é chamado de ângulo entre

u e 'u.

14) Seja V o espaço com produto interno da Observação 5.1.3—3) com F = R. Determine

o ângulo entre f(t) : t + &t e g(t) : tº — cost.
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5.2 Ortogonalidade
Na seção anterior, introduzimos a noção de norma de um vetor, uma extensão natural do
conceito de módulo de um número real ou complexo. A seguir, vamos estender a noção
de ângulo.

Definição 5.2.1 Seja V um espaço com produto interno <-, -.) Dois elementos v1 6 112

de V são ortogonais quando (111412) : 0. Um subconjunto não-vazio A de V e' ortogonal

quando quaisquer dois vetores distintos de A são ortogonais. O complemento ortogonal
de A e' o conjunto

AlzzfveV:(v,w)=O, weA].

Exemplos 5.2.2 1) Consideremos o espaço R3 com produto interno usual e seja B a
base usual deste espaço. Os vetores u e v dados por uB : (1, 1, 2) e 113 = (0, —2, 1) são

ortogonais. Se A é um plano passando pela origem então Ai é uma reta perpendicular a
A passando pela origem.

2) Seja F um corpo e consideremos o subespaço V de Fºº, formado por todas as sequências
que são limitadas. A expressão

uv-(u,v)=z;21, u=(u1,u2,...), o=(vl,v2,...),
OO _
J=1

deiine um produto interno em V. Se U é o subespaço de V formado pelas sequências de

V que possuem somente um número finito de termos não—nulos então U i = (O).
3) Em um espaço V com produto interno, dois vetores u e U) são ortogonais se, e somente

se, u e Ker Tu,.

Aqui estão algumas propriedades do complemento ortogonal de um conjunto.

Teorema 5.2.3 Sejam V um espaço com produto interno (-, -) e A e B subconjuntos de

V. Valem as propriedades:
2) Ai é um subespaço de V;

a) Se A c B então Bl c Al,-

iiz') Se A e B são subespaços de V então (A + B)l : Al 0 Bl;
iv) An Al : (O), A C [A] C (Al)l := AJ—l e (A“? : Al : (AHH-;
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Demonstração. i) Exercício.

ii) Se um elemento de V é ortogonal a todos os elementos de B e A C B, então esse

elemento é ortogonal a todos os elementos de A.

iii) Como A, B C A + B, a parte ii) revela que (A + B)l C A&Bl e, conseqiientemente,

(A + B)l C Al 0 Bl. A outra inclusão é imediata.

iv) Se u 6 A F] Al então u é ortogonal a si mesmo. Logo, Hull : (u,u)1/2

A 0 Al : [0] As inclusões A C ALl e Al C (All)l são triviais. Além disso, por ii),

(ALL)l C Al, ou seja, (All)l : Al. A igualdade restante Eca a cargo do leitor, [1

= 0. Portanto,

Teorema 5.2.4 Sejam V um espaço vetorial com produto interno (-, -) e W um subespaço

de V. Valem as seguintes propriedades:
1) V : WEBWl se, e somente se, existe T & £(V) tal que lm T : W, Ker T : WJ-

e TIW : lw;
ti) Se dimpW < 00 então V : W EB Wi;
tit) Se V : W 69 WL então W : Wii.

Demonstração. i) Uma implicação é conseqúência da Observação 4.1.5. Reciproca-

mente, se existir uma T como indicado, temos a decomposição v : T(u) + (o — T(u)),
v 6 V, onde T(u) e Im T : W e T('u — T(u)) : T('u) — T(T(v)) : T(v) — T(u) : 0.

Logo, V : Im T + Ker T : W + Wi. Pelo Teorema 5.2.3—iv), a soma é direta.

ii) Basta mostrar que V : W + WL. Seja 'o E V e consideremos a restrição S de Tv

3. W. Como dim pW < 00, o Teorema 5.1.9 garante a existência de 111 6 W tal que
S(u) : Tw(u), u 6 W, isto é, (u,u) : (u,w), u 6 W. Segue que, u — w 6 Wi. Portanto,
u=w+(v—w),ondew6Wev—wEWl.
iii) Exercício. |:]

Definição 5.2.5 Qualquer aplicação T como descrito no ítem i) acima é denominada

projeção ortogonal de V sobre W. Notemos que, de fato, uma projeção ortogonal é uma

projeção de V (Observação 4.1.5).

Corolário 5.2.6 Se V é um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, com produto

interno e W e' um subespaço de V, então WlL : W.
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Definição 5.2.7 Seja V um espaço vetorial com produto interno (-, ) Um subconjunto
A de V é ortonormal quando A e' ortogonal e ||u|| : 1, v 6 A.

Exemplos 5.2.8 1) Seja V = F" com o produto interno usual. A base usual de F" é

um conjunto ortonormal.

2) Sejam V : Mnxn(F) e (A, B) : traço (B*A). A base usual de Mnxn(F) é um conjunto
ortonormal.

3) Seja V : C([0, 1], F) munido do produto interno definido na Observação 5.1.3—3. O

conjunto
A =[1,x/5cos Zum, x/ãsenZvrw,x/ªcos47rx,x/ªsen41rm, . . )

é ortonormal.

Teorema 5.2.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, ) e A um
subconjunto de V. Se 0 e A e A é ortogonal então A é l.z'.

Demonstração. Sejam ul, . . . ,un 6 A e suponhamos que alul +- — —+0z,,,'un : O, a]- G F,
j=1,...,n. Então

0 =(oz1v1 + - - - + anomuj) : a1('ul,vj) + - - - + an(un,uj) : aj(vj,uj), j = 1, . . .,n.

Como <Uj,'Uj> # O, segue que a,- : 0. E!

O próximo resultado descreve o conhecido método de ortonormalização de Gram-
Schmidt.

Teorema 5.2.10 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, -), W

um subespaço de V e (wl, . . . ,wn) uma base de W. Valem as seguintes propriedades.-

i) Emiste uma base ortonormal [ul, . . . ,un) de W tal que [[wl, . . . ,wkl] : [[vl, . . .,
ok)], k : 1,...,n;

ii) Se [ul, . . . ,un) e' uma base ortonormal de W, a aplicação P : V ——> V dada por

P(u) : (u,u1>u1 + - - - + (v,un)un, u e V,

é uma projeção ortogonal de V sobre W.
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Demonstração. i) Definimos vl : ““H”—11111. Assumiremos que oh...,vk já foram

construídos e construiremos me“. Definamos

k

Uk+1 : wk+1 *Z (wk+1,vj)vj, e Uk+1 : Iiuk+1l|—1uk+l—

j=1

102
uz

Ui wl

Notemos inicialmente que, como (wl, . . . ,me“) é l.i, uk“ # O. Por outro lado,
k k

(“mM/z) : (wk+1,vz) “ Z<wk+1zvj><vbvl> : (WMM) _ Z<wk+1>vj>5jl : 0
j=1 j=1

[ = 1, . . .,k. Logo, ok“ é ortogonal & vj, j 5 k. Portanto, devido ao Teorema 5.2.9,

[fu], . . . ,ka] é Li. O leitor pode verificar sem muita diliculdade que [[vl, . . . ,kaH :
[(w17'--)wk+1ll'
ii) Se w : alwl + ' ' ' + anwn então

n n

P(w) : Z Zanuhwj 'LUJ' : ZZal(wl,wJ-)wj : 2017115: ”U).

j=1j=1 l=1 j=1 l=1

Logo, PIW : [W. Como Im P C W, na verdade Im P : W. Finalmente, w 6 Ker P se,

e somente se, <w,wj) : 0, j = 1, . . . ,n, ou seja, se, e somente se, w : O. E]

Observação 5.2.11 O método de Gram-Schmidt pode ser aplicado em bases contendo
inlinitos elementos (enumeráveis).

Exercícios 5.2.12 15) Sejam V um espaço euclidiano e u,v & V. Mostre que:

i) u e 1) são ortogonais se, e somente se, Hu + v||2 : ||u||2 + “ullª;

ii) A equivalência do ítem i) não vale quando o espaço é unitário;

iii) Se Hull : ||v|| então u + 1) e u — 1) são ortogonais;
iv) O item não vale quando o espaço é unitário.

16) Sejam V um espaço euclidiano e u,v E V. Prove que u e '0 são ortogonais se, e
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somente se, ||u + ow“ Z Hull, & 6 R.

17) Sejam V um espaço unitário e u, v e V. Mostre que u e 7) são ortogonais se, e somente

se, Hau +B'vll2 = Hªullº + “Bºllª, 0,5 E C
18) Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, com produto interno. Se o

conjunto «[m, . . . ,vn] é base de V e al, . . . , an 6 F, prove que existe um único 1) E V tal

que (11,15) : aj, j : 1,...,n.
19) Sejam V um espaço com produto interno, 1) & V, W 5 V e u 6 W. Prove que as

seguintes afirmações são equivalentes:
1) Ilv —u|| : infwew Ilv— wu;

ii) v —— u é ortogonal a todos os elementos de W.

20) Sejam V um espaço euclidiano, W um subespaço de V satisfazendo V : W 63 Wl e

P a projeção ortogonal de V sobre W. Se 1; 6 V, prove que P(v) é o único elemento u

de W satisfazendo as condições i) e ii) do exercício anterior.

21) No espaço R3 usual, determine o vetor do subespaço [[(0, 1, —1), (1,0, —1)]>] que está
mais próximo de (1, 1, 1).

22) Considere o subespaço de (Cl“l'll formado pelas funções que são contínuas, munido
do produto interno

1 —<f,g> = [ f(t)9(t)dt, m e v,
—1

e seja W = [[1, t, tº, tªH. Encontre o elemento de W que está mais próximo de exp(t).
23) No espaço RFM], munido do produto interno

em = [1f(t)g(t)dt, f,ge v,

determine Wl nos seguintes casos:

i)W=[f€V:féímparj;
ii) W = if E V =f|[o,11= ºl;
iii) W = [f 6 V : f é diferenciável);

iv) W = [f 6 V : f é polinomial).
24) No espaço P3(R) usual, determine [p 6 P3(R) : tp'(t) : p(t), t 6 le.
25) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e VI e V2

subespaços de V. Prove que

004 “ Vz)l = Vf“ + Vgª;

121



ii) A hipótese “dimensão linita” é essencial?

26) Sejam V um espaço euclidiano e u, 2) E V. Prove: u e 1) são ortogonais se, e somente

se, o é o único elemento do conjunto [o + em : a G F)» O [w 6 V : ||w|] : IIU")

27) No espaço vetorial do Exercício 22, aplique o método de Gram—Schmidt ao conjunto

[2,1 + t, tz).

28) No espaço usual (Cª, encontre uma base ortonormal de W = [[(1,2, 1 — i), (1, i, 0))]
Estenda esta base a uma base ortonormal de (Cºª.

29) No espaço (Cª1 usual, encontre uma base ortonormal de W = [[(0, 2, 0, i), (1, 0, i, —1)]»].

Estenda esta base a uma base ortonormal de (C4.

30) Usando a notação do Teorema 5.2.10, deduza as seguintes fórmulas:

1) (Equação de Bessel) nv — P<v>nª = Ilvllª — ZZ=1I<v,vj>lº, v e v;
ii) (Desigualdade de Bessel) ZL] |<'U,'Uj))2 5 ||v||2, v 6 V.

31) Sejam [ul, . . . ,vn) um conjunto ortonormal em um espaço V, com produto interno e

v 6 V. Prove que as seguintes afirmações são equivalentes:
i) v 6 Hol, . . . ,vnH;
ii) (Identidade de Parseval) II'UH2 : ELI I(v, v,)lº;
iii) v = SLW, ”Dvi;
iv) Se 10 E V então (v,w) : Zçzl<v,vj>(vij>-

5.3 Operadores que Preservam Produto Interno
Inicialmente, vamos formalizar a definição de operadores que preservam norma.

Definição 5.3.1 Sejam V e W espaços vetoriais, com produto interno e T E £(V, W).
Dizemos que T é uma isometria quando ||T(v)“ : Ilvll, 11 E V.

Exemplo 5.3.2 Sejam V : W : C([O, 1], R), o primeiro munido do produto interno

<f,g>= jº zºf(x)g(w)dx, f,gev,
e o segundo do produto interno

[tg]: fo negam, f,geW.
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O operador T & £(V) dado por T(f)(a:) : rcf(a:), cv e [0,1], f e V, é uma isometria pois
1

'||T(f)||2 = [T(f),T(f)l = / mf(ªª)-Tf(z)dív = <f7f> = llfllº, f E V-
o

O leitor pode verificar como exercício que T não é um isomorfismo.

Os operadores que preservam produto interno são introduzidos a seguir.

Definição 5.3.3 Sejam V um espaço vetorial com produto interno (-, -> e T E £(V).
Dizemos que T preserva produto interno quando

(T(u),T(v)) ='(u,v>, u,v & V.

Dizemos que T é unitário (resp. ortogonal ) quando V e' unitário (resp. euclidiano), T e'

um isomorjismo e preserva produto interno.

Observação 5.3.4 1) Todo operador unitário ou ortogonal é uma isometria, mas a

recíproca não vale.

2) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno <-, ) e T E £(V).
Se T preserva produto interno ou norma então T já é um isomoríismo De fato, se

v 6 Ker T então ||v||2 : (v,v) : <T(v),T(v)> : 0, isto é, v = 0. Logo, Ker T = (O) e,

portanto, T é isomorfismo devido ao Teorema 3.2.7.

3) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno (-, ) e T E [,(V).
Se B = (ul,...,vn] e C : [w1,...,wn] são bases ortonormais de V e T(v,—) : wj,

j = 1, . . . ,n, então T é unitário (ortogonal). De fato, se v = 2321 a,— vj e v : zzzl Bk vk,

ªij €F,j=1,...,n, então

(T(u),T(v)) : <Zªj “fj, ZIG/c “%> = zag-67 = (u,v).
j=1 k=1 j=1

O exemplo anterior mostra que T é um isomorfismo.

Operadores unitários e ortogonais preservam norma.

Teorema 5.3.5 Sejam V um espaço vetorial, com produto interno (-, > e T E £(V). As

seguintes afirmações são equivalentes:

1") T preserva produto interno;
ii) T preserva norma;
iii) Se B e' base ortonormal de V então [T(v) : v 6 B] também é.
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Demonstração. Obviamente i) implica ii). A identidade de polarização revela que ii)

implica i). Se T preserva norma e produto interno então ele leva base ortonormal de V em

base ortonormal de V. Portanto, ii) implica iii). A implicação restante fica como exercício

para o leitor. CI

Exercícios 5.3.6 32) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita 72, com

produto interno (, ) e UD E V unitário. Deiina T E VV por T(v) : v —— 2(v, vg)v0, ?) E V.

Mostre que:

i) T(v) — v 6 Hi, 1) E V e T(o) + o G H, U e V, onde H é o hiperplano ortogonal
& 00;

ii) T é ortogonal;
iii) 1 e —1 são autovalores de T;
iv) T é diagonalizável.

33) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita n, com produto interno (-, -).

Se 5 E £(V) é ortogonal, 1 é um autovalor de S e V(1, S) é um hiperplano, prove que
S(v) : v — 2(v,u)u, o E V, onde u 6 V e Hull : 1.

34) Aplicações do tipo introduzido no exercício 32) são chamadas de reflexões em relação
a H. Determine uma matriz da reflexão em relação a H no caso em que V = R4 e H é o

hiperplano dado por H = [(x, y,z,w) E R4 : 21: — y + Zz —— w : O).

35) Seja V um espaço euclidiano, de dimensão finita, T E £(V) um operador ortogonal
e W um subespaço T—invariante de V. Prove que T(W) : W e que T(WJ') : Wi.
36) Seja V um espaço vetorial com produto interno de dimensão 2 e [ol, vg] base ortonor—

mal de V. Existe T E £(V) que preserva produto interno e satisfaz T(ol) : (ol + '02) /2?

5.4 A Transformação Adjunta
Vamos estudar agora operadores lineares sobre espaços com produto interno, que preser-
vam algum tipo de estrutura relativa aos produtos internos dos espaços.

O teorema a seguir introduz o principal conceito das seções futuras.

Teorema 5.4.1 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, com produtos internos (-, -)V

e <-, ')w: respectivamente, e T E £(V, W). Assuma que dimpV < 00. Existe um único
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T* E £(W, V) tal que

<u,T*<v»V = <T<u>,v>w, uw e v.

Demonstração. Seja w 6 W. A aplicação 7,0 : V ——> F dada por Mu) : (T(u),w)W,
u 6 V, é linear. Pelo Teorema 5.1.9, existe um único 1) : v(w) E V tal que «p : Tv. Logo,

<T(U),%U>w = WU) = TAH) = (ª, U>V7 u 6 V—

Defmimos então T* : W —> V por T*(w) : 'u, 11) 6 W. Se w1,w2 6 W então

(n,T*(w1 + mg))v : (T(u),w1 + fmz)",

= <T(U),W1>w + <T(U),W2>W

: (u: T*(w1)>V + (u,T*(w2))V

: <U,T*(w1) +T*(w2))v, u e V.

Logo, (u,T*(w1+w2)—T*(w1)—T*(w2))v : 0, u e V e, portanto, T*(w1+w2) : T*(w1)+
T*(w2). Analogamente, T*(aw) : aT*(w), oz G F, w 6 W. Portanto, T* E £(W, V).
Suponhamos agora que existe T' E £(VV, V) tal que (u,T'(w))V : (T(u),w)W, u 6 V,

w 6 W. Então

(ª: (T* - T')(U))>v = <U,T*(w) _ T'(w))v

= (u,T*(w)>v — (UuT'(w))v

: (T(u),w)w — (T(u),w)W : 0, u e V, w 6 W.

Segue que (T* — T')(w) : 0, w 6 W. Portanto, T* : T'. [1

Exemplo 5.4.2 Seja T E [,(Rº) dada por T(m, y) = (x + y,:v —— 2y). Temos que

<T($,y), (231, yl» : ((SE + y! 17 '— 2y)) ($1?y1)>

: x1(x+y)+y1($—2y)

= ml + 9691 + yfcl — 2ny

: «CBA/)» (331 + 91,131 _ 21%»; 3,9150131 6 R

Assim, T*(x1,y1) : (5151 + 91,151 _ 2311), ($17y1)€ R2-
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Definição 5.4.3 Sejam V e W espaços vetoriais com produtos internos (-, '>v e <—, -)W,

respectivamente, e T E £(V, W) Se existir T* E £(W, V) satisfazendo (T(v),w)W :
(v,T*(w))V, v 6 V, 111 6 W, dizemos que T possui uma adjunta e que T* e' a

transformação adjunta de T.

Observação 5.4.4 1) Não é mera coincidência que a notação para a transformação

adjunta introduzida acima coincide com a notação para a transposta apresentada na

Seção 3.6. De fato, se S é a transposta de T então S(f) : f o T, f 6 W*. Como cada

.
f 6 W* escreve—se na forma f() : (-,w)W, w 6 W então

S(<nw>w) = <-,w>w º T = <T(-),W>W-

Por outro lado, S((-,w>W) é um elemento de V*. Logo, S((-,w)W) : (-,vo)v, para um
único vo : no(w) E V. Portanto,

(T(v),w)W : (ano),” o e V, w 6 W

Assim, a função w 6 W —+ vo(w) E V é precisamente T*.

2) Se a adjunta de uma transformação linear existe, então ela é única, mesmo que as

dimensões dos espaços envolvidos não sejam finitas.

Exemplo 5.4.5 Seja V : P((C) com o produto interno

<p,q>= /0 1096)de p,q€V.

Seja T E £(V) dado por T(p) : p'. Vamos mostrar que T não possui adjunta. De fato,

suponhamos que exista T* E £(V) tal que (p,T*(q)) : (T(p), q), p,q E V. Daí,

(p,T*(Q)) = fº p'(ª=)q(ª=)dªº

; mom—MOEW— [) 1006)de
= p(1)<I(1) — p(0)q(0) = <p,T(q)), p,q e V.

ou seja, (p,T*(q) + T(q)) = “DW — mmm, p,q E V. Em particular, escolhendo

q 6 V tal que q(1) 7ª O e q(0) : O podemos escrever <p, (T* + T)(q)) : p(1)q(1), p e V.

Logo, (p, (T* + T)(q/q(1))) : p(1), p e V. Esta igualdade revela que o funcional linear
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<p E V* dado por <p(p) : p(1) é da forma <p(p) : (p,p0), para algum po 6 V. Entretanto,
usando—se um argumento similar àquele utilizado na Observação 5.1.12—ii), concluímos

que <p não pode ser escrito nesta forma, a menos que (p = O. Por conseguinte, <p : 0. Daí,

p(1) : 0, p E V. Em particular, q(1) : 0, uma contradição.

Nos próximos teoremas, apresentamos algumas propriedades relacionadas com o con—

ceito de adjunta.

Teorema 5.4.6 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, com produtos internos (-, '>v e

(-, “lw: respectivamente, e T E £(V, W). Assuma que T tem adjunta. Valem as seguintes
propriedades:

i) Se S E £(V, W) e S tem adjunta então T+S tem adjunta e (T+S)* : T* +S*;
ii) Se a E F então aT tem adjunta e (aT)* : ãT*,'

iii) T* tem adjunta e (T*)* : T;
iv) Se U e' um espaço com produto interno (, -)U, S' & £(U, V) e S tem adjunta

então T o S tem adjunta e (T o S)* : S* o T*;
U) Se T e' inversível e T-1 tem adjunta então (T-1)* : (T*)*1.

Demonstração. i) Segue das igualdades

((T + SHU), Wlw = (T0!) + SUI), “flw

= (TO)), w>w + (SW), w>w

= (”>T*(w)>v + (% S*(W)>v

= (wi/“(W) + S*(w)>v

= (v, (T* + S*)(w))v, v e v, w 6 W.

ii) Exercício.

iii) Segue de

<T*(w),”>v : <”:T*(w)>v : <T(U)7w>w : <w=T(U)>W, ” E V, w É W

iv) Basta usar as igualdades

((T º S)(u),w>w = <T(S(u)),w>w = <S(u),T*(w)>v

: (u,S*(T*(w)))U : (u, (5* oT*)(v))U, u 6 U, w 6 W,

v) E consequência de iv). III
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Teorema 5.4.7 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, com produtos internos <-, ')v
e (v,-)W, respectivamente, e T E £(V, W) Assuma que T possui adjunta. Valem as
seguintes propriedades.-

i) Ke?" T* = ([m T)l e (Im T*)l : Ker T;
ii) Se dimFV < 00 então V : lm T* 69 Ke?" T;
iii) Se dimFW < 00 então W : Im T 63 Ke?" T*;

iv) Se V : W e U e' um subespaço T-tnvariante de V então Ul é T*-invariante;
0) Se V : W e dimpV < 00 então vale a recíproca de to);
m') Ke?" T* o T : Ker T;
vii) Se dimFV < 00 então lm T* oT : Im T*;

Demonstração. i) Seja w 6 W. Então w & (Im T)i se, e somente se, (T(v),w)W : 0,

1) 6 V7 isto é, se, e somente se, (v,T*(w))V : 0, v 6 V. Isto equivale a dizer que
T*(w) = O, ou seja, que w 6 Ker T*.
A outra igualdade é obtida aplicando-se a primeira para T* e lembrando—se que T** : T.

ii) Basta combinar o Teorema 5.2.4, 0 Corolário 5.2.6 e a segunda igualdade em i).

iii) Exercício.

iv) Sejam U um subespaço T—invariante de V e w 6 Ul. Então

<T*(w)7u>V : <w7T(u)>W : 0) u 6 U

Segue que T* (U)) e Ui. Portanto, Ul é T*—invariante.

v) Basta usar iv) e o Corolário 5.2.6.

vi) Obviamente Ker T C Ker T* o T. Se 1) e Ker T* o T então

0 = (º» 0>v = (U»T*(T(v)))v = <T(v),T(v))w = ||T(v)llº,

ou seja, 1) € Ker T. A primeira igualdade segue.

vii) Observemos inicialmente que, devido a ii) e vi) temos que

dim FIm T* : dimF(Ker “T)l = dim FV _ dimFKer T

: dim FV — dim F(Ker T* o T) : dim plm T* o T.

Como obviamente Im T* o T C Im T*, a igualdade segue. E)
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Teorema 5.4.8 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F , ambos de dimensão finita, com

produtos internos (—, ->V e <—, -)W, respectivamente, e T E £(V,W). Valem as seguintes

propriedades:

i) Se B : (ul,...,vn] e C : [w1,...,wm) são bases ortonormais de V e W,

respectivamente, então (T“)? : ??,-
ii) Se V : W e a é um autovalor de T* então & é um autovalor de T (de mesma

multiplicidade algébrica);

iii) Se V : W, u é autovetor de T associado ao autovalor a, v é autovetor de T*

associado ao 'autovalor B e a # B então u e v são ortogonais.

Demonstração. i) Escreva TC : (ajl) e (T*)ã : (,Blj). Então T(v1) : 2221 aktu/k,
l : 1,...,n e T*(wj) : zzlekJ-vk, j = 1, . . . ,m. Segue que

aj, : (T(v,),wj)w =(v1,T*(wj))V : E;, j = 1, . . . ,m, != 1, . . . ,n.

ii) Basta computar o polinômio característico de T*:

___—"“_”t _t— ___.

pT—(Ã) : det ((T*)ã — Mn) : det (Tg - Mn) : det (Tg — AI") : pT(,x).

A conjugação de pTG) na expressão acima significa conjugação dos coeficientes de pT(X).

iii) Temos que

a(u,v) : (au,v) : <T(u),v) : (u,T*(v)) : (u,Bv) : B<u,v).
Como a # 3, (u, v) = 0. |]

Terminamos esta seção apresentando uma caracterização para operadores unitários e

ortogonais.

Teorema 5.4.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T 6 [,(V).
Valem as seguintes propriedades:

i) Se T é unitário então T tem adjunta e T* o T : T o T* = [V;

ii) Se dimFV < 00 e T* oT : IV então T e' unitário.

Demonstração. i) Se T é unitário então

<T(U),'U> = <T(u),T(T'1('U))> = (TAT—IM), un! 6 V-
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Logo, T* existe e T* : Tª.
ii) Se T* o T = [V então

<T(U)7T(v)> = (u,T*(T(v))) = (uw), um 6 V-

Como dim FV < 00, T é isomorfismo. Logo, T é unitário. D

Exercícios 5.410 37) Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e

T E [,(V). Se T possui adjunto e T* : AT para algum A G F, prove que |A| : 1.

38) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita, B : [UI, . . . ,vn] base ortonormal
de V e T e £(V) X [O] satisfazendo a seguinte propriedade: se um E V e (uw) :: O,

então <T(u),T(v)) : 0. Prove:

i) 36 um E V 8 Hªll = Hºlly entãº ||T(U)|| = HT(v)lI;

ii) Se 7“ := ||T('U1)H, então T* o T : TZIV;

iii) Se r é como em ii), então rªT é um operador ortogonal;
iv) T é um múltiplo de um operador ortogonal.

39) Considere 0 espaço (C3 usual. Seja T 6 £(C3) o operador cuja matriz em relação à

base canônica é da forma Ajk : ij“, j, k = 1, 2, 3. Determine uma base para Ker T*.

40) Considere V : MM,,(C) munido do produto interno (A,B) : traçoAÉt, A, B E V.

Seja X um elemento inversível de V. Defina TX E V por TX(A) : XªAX, A E V.

Determinar o operador T;.
41) Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno. Dois operadores T, S E

[(V) são congruentes quando existe um isomorfismo R & £(V), que possui adjunta, tal
que T : R* o S o R. Prove que:

i) Congruência é uma relação de equivalência;
ii) Se T e 5 possuem adjuntas e T e S são congruentes então T* e S * são congruentes;
iii) Se a G F, existe T E £(V) congruente a aIV tal que T 75 alv?
iv) Existem T, S & £(V) tais que T e S são congruentes, mas T2 e S2 não são?

v) Se T, S 6 £(V) são isomoríismos, mostre que T e S são congruentes se, e somente

se, T”1 e S“1 são congruentes.
42) Sejam U e V espaços euclidianos, ambos de dimensão finita. Mostre que a expressão

(T, S) : traço (S* o T), S,T € £(U, V)
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define um produto interno em £(U, V).

5.5 Operadores Autoadjuntos
Definição 5.5.1 Sejam V um espaço com produto interno <-, -) e T E [(V). Assuma que

T tem adjunta. Dizemos que T é autoadjunto quando T=T* e anti-autoadjunto quando
T* : —T.

Exemplo 5.5.2 1) Sejam P((C) munido do produto interno

(na) =/0 PWM—www. 10,96 P(C)

e T & £(P((C)) dada por T(p)(x) : xp(a:), a: E (C, ;D & P((C). Então

<T(p),q> = ] T<p><x>qTí>dm= ] maq—(www
1

= ] moa—g(x) dx = (pro», m e Pac».
0

Portanto, T* : T, isto é, T é autoadjunto. O operador iT é anti—autoadjunto.

2) O único operador linear sobre um espaço com produto interno que é autoadjunto e

anti—autoadjunto simultaneamente é o operador nulo.

Exemplos adicionais são fornecidos pelos dois teoremas abaixo.

Teorema 5.5.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, ) e T E

[(V), Valem as seguintes propriedades:

i) Se T tem adjunto então T* o T e T + T* são autoadjuntos, enquanto que T — T*

e' anti—autoadjunto;

ii) Se F = (C então T e' autoadjunto se, e somente se, iT e' anti4autoadjunto.

Demonstração. i) Usando o Teorema 5.4.6, vemos que (T* oT)* : T* o (T*)* : T* oT,
(T+T*)* : T*+(T*)* : T*+T : T+T* e (T—T*)* : T*—(T*)* : T*—T : ——(T—T*).

ii) Se T* : T então (iT)* : ÉT'“ : —iT. Reciprocamente, se (iT)* : —iT então
—iT* = —z'T, ou seja, T : T*. E]
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Teorema 5.5.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, -) e T E

£(V). Valem as seguintes propriedades:

2) Se T # O e' autoadjunto e a E F então aT e' autoadjunto se, e somente se,

a E R;

ii) Se T é isomorfísmo então T é autoadjunto se, e somente se, T“1 é autoadjunto.

Demonstração. i) Assuma que T 7ª 0 e que T é autoadjunto. Se a E R, o Teorema

5.4.6 garante que (a T)* : aT* : aT. Logo, aT é autoadjunto. Reciprocamente, se

aT é autoadjunto, aT : (a T)* : ãT* : ET, ou seja, (a — ã)T : 0. Em particular,

(a — ã)T(u) : 0,11 e V X Ker T. Como T # O, a — ãzO, ou seja, a E R.

ii) Assuma que T é um isomorfismo. Se T : T*, sejam u,u E V e escreva. u : T(w),

wEV. Então

(TIM,?!) = (T 1u,() T(w ))= (T (U) T*(w ))

= (T(T1(U)),W)= (“ w>= (MT—101»-

Portanto, (T'1)* existe e (T“1)* : T_l. Reciprocamente, se T"1 é autoadjunto então

(T“l)"1 : T é autoadjunto pelo acima descrito. El

Teorema 5.5.5 Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno,
B : [ul, . ..,vn) um base ortonormal de V e T 6 £(V). Então T e' autoadjunto se, e

somente se, T5 e' uma matriz hermz'tiana.

Demonstração. Seja Tg : (ajl). Então já sabemos que aj; : <T('U[),'Uj>, j,l : 1, . . . , n
Se T é autoadjunto então

ªj! = (T(v,),v,—> = (v,,T*(v,—)) = (“hr—FWH) = (TW = W“-

Logo, T? é uma matriz hermitiãna. Reciprocamente, se T,? é hermitiana,

(“VI),”) = ªj! = ª_zj =W = (v,,T(v,-)), 331 = 1, - - - ,"

Portanto, segue que T : T*. E]

Teorema 5.5.6 Sejam V um espaço com produto interno e T E £(V). Assuma que T
tenha adjunta. Então
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,i) T escreve-se, de maneira única, na forma T = R + S, onde R, S E £(V), R e

autoadjunto e S e' anti-autoadjunto;

ii) Se V &' unitário, T escreve-se, de maneira única, na forma T = R + iS, onde

R,.S E £(V) são autoadjuntos.

Demonstração. i) Basta definir

l
2

Se T = R + S = R' + S' com R : R*, R' = (R')*, S* : —S e (S')* : —.5" então

R—R' : S' —S é, simultaneamente, autoadjunto e anti-autoadjunto. Logo, pelo Exemplo

5.5.2, R—R'=5'—S=0, ou seja, R=R'eS=S',
ii) Tjá possui uma representação como em i). Daí, T : R+ S : R+i(—i S) e (—i S)* =

R: (T+T*) e S=%(T—T*).

iS* : i —8 = —i S, isto é, —iS é autoad'unto. A unicidade da re resenta ão é óbvia.J P Ç

EI

Teorema 5.5.7 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T 6 £(V)
autoadjunto. Então,

i) Todo autovalor de T é real;

ii) Autovetores de T associados a autovalores distintos são ortogonais.

Demonstração. i) Se T('u) : av, onde 11 E V X (O) e a E F então

a(v,v) : (amv) : (T(v),'u) : <v,T(v)) : (mau) : ã<v,v).
Logo, (a — &) (v, v) = O, ou seja, a : 5.
ii) Se T(v) = ow e T(w) : Bu), onde v,w E V X (O) e a,,B E R então

Mºyª!) = (ª v,w) = (T(v),w) = (ºf-FM)) = (v,/GUJ) = Www).

Se a # ,8 , segue que o e w são ortogonais, E]

O teorema a seguir completa as informações sobre os autovalores de um operador

autoadjunto.

Teorema 5.5.8 Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão finita, com produto
interno e T E £(V) autoadjunto. Então todas as raízes de pr são reais.

133



Demonstração. Sejam n : dimc V e B uma base ortonormal de V. O polinômio ca-

racterístico é dado por pT(/X) : det(Tg —— Al") 6 Pn+1(F). O Teorema 5.5,5 revela

que TB : T—Ét. Consideremos o espaço Mnx1(C) munido do produto interno [X, Y] :
Vºx e definamos S e [:(Mmm) por S(X) : Tgx, X & M,,X1(C). o operador s é

autoadjunto já que
t

[S(X), Y] : Visor) : VtTâX : (TgY) X : (so/))tx : [X, [so/)], X,Y e Mnx1(<C).

Como (1 é algebricamente fechado, pT tem n raízes complexas. Seja a uma destas raízes.

Como Tg — aIn não é inversível, existe X 6 Mnx1((C) X [O] tal que (Tg — aln)X : O.

Segue que S(X) : TÉX : aX, ou seja, a é um autovalor de S. Como S é autoadjunto,
a e R pelo Teorema 5.5.7. E]

O exemplo a seguir exibe um operador autoadjunto que não possui autovalores.

Exemplo 5.5.9 Consideremos o espaço C([O, 1], R) munido do produto interno

W) = / f(t)g(t)dt, m e oqo, as)
e T E £(C([0,1],R)) dado por T(f)(a:) : if(fL'), :1: 6 [0,1], f 6 C([0,1],R). T é

claramente autoadjunto. Se T(f) : af, onde f E C([0,1],R) X (O] e a E R então

(a:—a)f(x) : O, a: e [0,1]. Logo, f(x) = 0,51: E [0,1]X«[a). Como f é contínua, f(a) : 0

e, consequentemente, f = 0. Isto é uma contradição.

Exercícios 5.5.10 43) Enuncie e prove uma versão do Teorema 5.5.7 para operadores
anti-autoadjuntos.
44) Sejam V um espaço vetorial com produto interno e T, S e [I(V) autoadjuntos. Mostre

que T o S é autoadjunto se, e somente se, T o S : S o T.

45) Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T, S 6 £(V). Mostre

que:

i) Se T é autoadjunto e S possui adjunta então S* o T o S é autoadjunto;
ii) Se S é isomorflsmo, S e T possuem adjunta e S* 0 To S é autoadjunto, então T

é autoadjunto;
i) A hipótese “S é isomorfismo” é essencial?

46) Considere o eSpaço vetorial V : PAC).
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i) Mostre que a expressão (1), q) : 23.120 p(j/n)q(j/n), p,q & V, define um produto
interno em V;

ii) Verifique se O operador T E £(V) dado por (T(p))(t) : tp'(t), p E V, é autoad—

junto;
iii) Faça o mesmo para o operador S dado por S(p) : p', p E V;

iv) Responda os ítens ii) e iii) no caso em que produto interno de V é o usual.

4?) Sejam V um espaço vetorial com produto interno e T, S E £(V).
i) Prove que se T e S são autoadjuntos, então SoT+ToS é autoadjunto e SGT—TOS

é anti—autoadjunto;

2) As conclusões do item i) ainda valem quando T e S são anti—autoadjuntos?
3) O que acontece se um deles é autoadjunto e o outro é anti—autoadjunto?

48) Sejam V um espaço unitário e T E [(V) um operador que tem adjunto. Prove que
T é autoadjunto se, e somente se, (T(v),v) € IR, 11 e V.

49) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e P uma
projeção de V. Mostre que P é autoadjunto se, e somente se, P o P* = P* o P.
50) Sejam V um espaço com produto interno, de dimensão finita e T, S G [I(V). Se T é

autoadjunto e S é anti—autoadjunto, verifique se traço (T o S) = 0.

51) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita e d) 6 VV. Assuma que $(0) = O

e que ||q$(v) — qb(w)|| : H'u — wll, v, w 6 V. Mostre que (b é um operador ortogonal.
52) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita e (-,-)1 e (, -)2 produtos internos
sobre V. Mostre que:

i) Existe T 6 [,(V) autoadjunto em relação ao produto interno (-, -)1 tal que
(v,w)2 : (T(v),w)17 12,10 E V;

ii) Existe uma base B de V que é um conjunto ortogonal em relação aos produtos
internos dados.

53) No espaço P((C), munido do produto interno do Exemplo 5.5.2, verifique se o operador
T dado por (T(p))(t) : p(—t), p e P(C) preserva produto interno. Ele é autoadjunto?
54) Sejam V um espaço vetorial com produto interno e T E [I(V). Prove que:

i) Se T é autoadjunto e preserva produto interno então T2 = [V;

ii) Se T é autoadjunto e T2 = [V então T preserva produto interno;
iii) Se T preserva produto interno e T2 = [V então T é autoadjunto.
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55) Seja V um espaço vetorial unitário de dimensão finita. Prove:

i) Se T & £(V) é anti-autoadjunto então T a: IV é um isomorfismo;

ii) Se T E £(V) é anti—autoadjunto então S :: (T — IV)(T + IV)"1 é unitário;

iii) Se S é como em ii) então S + [V é um isornorfismo;

iv) Se R E £(V) preserva produto interno e R — IV é isomorfismo então o operador

(R + Iv)(R — Ív)_1 é anti—autoadjunto.

56) Sejam V um espaço unitário e T, S G [I(V). Assuma que S é autoadjunto e que T é

anti—autoadjunto. Prove que [V — T — iS é inversível e que (lv + T + iS)(lV — T — iS)—]L

é unitário.

5?) Sejam V um espaço euclidiano e T,S E £(V). Assuma que T é autoadjunto, S é

anti-autoadjunto e que ToS : SoT. Prove que T — S é inversível e que (T+ S)(T — S)—1

é ortogonal.
58) Sejam V um espaço unitário e T e £(V) satisfazendo T* o T : ——T. Mostre que

i) T é autoadjunto;
ii) Assumindo que dimc V < 00, mostre que os únicos autovalores de T são 0 e ——1.

59) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão Hnita e T E £(V). Prove que as seguintes
afirmações são equivalentes:

i) Se p e P(R) e p(T) : O então p(—T) : 0;

ii) O polinômio minimal de T é par.
60) Considere o espaço V : C([0,1],]R) usual. Seja T 6 [I(V) dado por

T(f)=/0 zyf<y>dy, me [0,1], fev.
i) Verifique que T é autoadjunto;
ii) Se n é um inteiro positivo então fn(:z:) : a:" — (2/(n + Z)), a: 6 [0,1], é um

autovetor de T associado ao autovalor 0;

iii) Use o método de Gram-Schmidt para encontrar dois autovetores de T associados

ao autovalor O, que são ortogonais;
iv) Encontre o único autovalor não nulo de T e os autovetores correspondentes.
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5.6 Projeções Ortogonais
Projeções ortogonais foram introduzidas na Definição 5.2.5 e investigadas superficial—

mente na Seção 5.2 . Coletamos no teorema abaixo as duas maneiras mais simples de

construção de tais projeções.

Teorema 5.6.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e W um
subespaço de V, de dimensão finita.

2) Se [IU], . . . ,wn] e' base ortonormal de W então P 6 £(V) dada por P(v) :
23.21 (1), wj)w,-, U 6 V é uma projeção ortogonal de V sobre W;

ii) Se V : WEBWl então P E £(V) dada por P(w1+w2) : wl, wl 6 W, wz € Wl
e' uma projeção ortogonal de V sobre W.

Uma terceira maneira é dada a seguir.

Teorema 5.6.2 Sejam V um espaço com produto interno e P uma projeção de V. Valem

as propriedades:

i) P é uma projeção ortogonal se, e somente se, P : Pª“;

ii) Se P e' projeção ortogonal de V sobre W então lv — P e' projeção ortogonal de
V sobre Wi;

iii) Se P e' projeção ortogonal então “P(v)” 5 ||v||, v 6 V.

Demonstração. i) Suponhamos que P é uma projeção ortogonal sobre W. Vamos

mostrar que P é autoadjunta. Sejam u,v & V. Usando a decomposição V : W 69 Wi,
garantida pelo Teorema 5.2.4, podemos escrever u : wl + wz, v : 103 + 104, onde

whwg 6 W e w2,w4 & Wi. Segue que

(P(u),v) : <U)1,'wg +104) : <M1,'UJ3> : (w1+w2,w3) : (u,P(v)).
Assim, P = P*. Reciprocamente, suponhamos que P = P2 = P*. Se 11) € Im P e

u & Ker P então

(ºu,“) = (P&B)“) = (MPM) = (10,0) = 0—

Segue que Ker P : (Im P)l. Portanto, P é projeção ortogonal de V sobre Im P.
ii) Já sabemos que Q : lv — P é uma projeção de V, e que Im Q : Ker P : Wi. Se

137



u 6 Ker (IV — P) e 1) E Ker P então (uw) : <P(u),v> : (u,P(v)> : (u,0) = 0. Logo,

Ker Q = (Ker P)l, Claramente, Qlwl : le. Portanto, Q é uma projeção ortogonal de

V sobre Wi.
iii) Inicialmente notemos que se P é projeção ortogonal então

(MPW»=QAHPWD%=UWàPW»=HPWN22Q vGV

Usando este resultado para lv — P e a relação

IMP—HPWW2==(ww-WPWLPW»=<%W—%%PU%W»

: <U1U> — <U)P(U)> : (DJ) _ P(U» : <”) (IV " PMI)», U 6 V:

concluímos a prova. D

Em espaços de dimensão finita, a recíproca do Teorema 5.6.2—iii) vale.

Teorema 5.6.3 Sejam V um espaço vetorial, de dimensão jínz'ta, com produto interno

e P uma projeção de V. Se ||P(v)|| 5 II?/||, ?) E V, então P e' uma projeção ortogonal.

Demonstração. Seja W : Im P. Vamos mostrar que se “P(u)" 5 Hull, v 6 V, então
Ker P : Wi. Devido ao Corolárío 5.2.6, basta mostrar que (Ker P)l : W. Se u 6

(Ker P)l, como 1) := P(u) —u 6 Ker P, temos que P(u) = v+u, onde (um) = 0. Ainda,

HMVZHPMNV=HU+MF=HMF+HMPZHMP

Portanto v = O, ou seja, P(u) = a. Segue que (Ker P)l C W. Reciprocamente, se 11) 6 W,
O Teorema 5.2.4 permite—nos escrever, ou = wl + 1112, wl & Ker P e wg & (Ker P)l. Daí,

w = P(w) = P(w1 + w;) = P(w1)+ P(wg) = P(wz) : wz,

pois wz € (Ker P)l C W. Portanto, w 6 (Ker P)l. Logo, W C (Ker P)l. []

Teorema 5.6.4 Sejam V um espaço com produto interno e P1, . . . , Pn projeções orto-

gonais de V. São equivalentes:

i) P : Pl + - - ' + P,, e' uma projeção ortogonal;
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Demonstração. Se P]- o P;, : 0, j # k, então, uma extensão óbvia do Corolário 4.1.11,

garante que P é uma projeção de V. Por outro lado,

P*=(Pl+"'+Pn)*=P1*+"'+P;:P1+'"+Pn=P—

Portanto, P é projeção ortogonal. Reciprocamente, assuma que P é uma projeção orto—

gonal. Se 1) € Im Pj, para algum j, então, pelo Teorema 5.6.2,

II?/||2 > ||P(v)|lº=(P(v),P(v)>

= (P2(v),v>=(P(v)zv>

= <P1(v)+"-+Pn(v),v)
<P1(v),v> + ' ' ' + (PMM)
"ª(º)“2 + - ' ' + HPn(v)Hº

Z IIPJ'('U)|I2 = llvllº-

Logo, ||P1(o)||2 + + ||P,,(v)||2 : “PJ-(v)"2 e, conseqiientemente, Pk('u) : 0, k # j.
Portanto, Im .Pj C Ker Pk, k # j, isto é, P,, o Pj : O, k # j. E]

A seguir, mostraremos que um operador autoadjunto sobre um espaço de dimensão
finita é diagonalizável.

Lema 5.6.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, com produto in-

terno e T e £(V) autoadjunto. Se a é autovalor de T então dim FV(a,T) : mT(a).
Demonstração. Seja a um autovalor de T. Usando o Teorema 5.4.7—iv), vemos que
V(a,T)L é T—invariante. Como V : V(a,T) GB V(a,T)+, segue que pT : pT1 pTz, onde
T1 : T|V(a,T) e T2 : TI,/(ame Sendo a o único autovalor de TI, pT,(/X) : (A — a)”, para
algum m _<_ dim FV(a,T). Como T1 é autoadjunto, ;oT1 tem dimFV(a,T) raízes reais

(Teorema 5.5.8), ou seja, m : dim pV(a,T). Como pTz(a) # 0, o resultado segue. []

Teorema 5.6.6 (Decomposição espectral para operadores autoadjuntos ) Sejam V um es-

paço vetorial sobre F, de dimensão ânita, com produto interno e T & £(V) autoadjanto.
Então existem números reais distintos al, . . . , a, e projeções ortogonais Pl, . . . , PT tais

que
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i)]ªjoPk=0,j7€/€, BP,-#0,j=1,...,r;
ma=3+m+a
221)T=a1P1+--+0err.

Demonstração. i) Sejam al, . . . , a. os autovalores distintos de T e Pj a projeção or—

togonal de V sobre V(a]—,T), j = 1, . . . ,7". Cada aj é real devido ao Teorema 5.5.7. Ob—

viamente, Pj # 0, j = 1, . . . ,7". Se um 6 V, então Pk(u) E V(ak,T) e lº,-(v) € V(aj,T).
Pelo Teorema 5.5.7 novamente, (Pk(u),Pj(v)) : 0, j # k. Daí, ((Pj o Pk)(u),v) :
(Pk(u),Pj(v)) = 0, j 7ª k. Segue que, Pj o Pk : 0, j # k.

ii) Pelo Teorema 5.6.4, temos que P := Pl + - - - + P, é projeção ortogonal. Lembrando

que Im P : Im PI 69 - - - QB Im PT, o Lema 5.6.5 garante que

dim FIm P : Z dim FIm P]— = z dim FV(ozj,T) : n : dim FV.
j=1 j=1

Portanto, P : lv.
iii) É óbvio que T(Pj(v)) : aij('v), j = 1, . . . ,r, v 6 V. Logo,

T(v) : T(P1(v)+- - -+Pr(v)) : a1P1(v)+' . -+arPT('v) : (a1P1+- - -+a,.Pr)(v), v e V.

Portanto, T : a1P1+---+ arPr. E]

Corolário 5.6.7 Sejam V um espaço vetorial, de dimensão jinita, com produto interno
e T E £(V) autoadjunto. Então T e' diagonalz'za'vel.

Observação 5.6.8 Se V é um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita, com produto
interno e T 6 £(V), então V possui uma base ortonormal formada por autovetores de T

se, e somente se, T é autoadjunto.

Exercícios 5.6.9 61) Encontre todas as projeções do espaço (C2 usual que são ortogo-
nais.

62) Sejam V um espaço vetorial com produto interno e T E £(V). Prove que T é uma
projeção ortogonal se, e somente se, 5 := 2T — IV preserva produto interno e satisfaz
S2 : IV.

63) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita. Denotemos por pw a projeção
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ortogonal de V sobre o subespaço W de V. Prove que se pw, o pw, : pw2 o pw, então

PWl OPWZ : pW10W2'

64) Nas notações do exercício 63), conclua que se pw, opW2 : 0 então pw, +pW2 : pp,/HW,

65) Ainda nas notaçãoes do exercício 63), prove que as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

i) <pw1(v)»v> É (pw2(v),v>, v 6 V;

ii) |lPW1(U)l| í HPa/ª(º)“, v 6 V;

iii) PWl º PM : pr º PW, : PW);

iv) WI C Wz;

v) pw2 — pw, é uma projeção ortogonal.

66) Sejam V e W espaços euclidianos, de dimensão finita e T e £(V, W). Prove:

i) Existe uma única T+ E £(W, V) tal que T oT+ o T : T, T+ OT 0 T+ : T+ e

T+ o T e T o T+ são autoadjuntas;
ii) Ker T+ : Ker T e Im T+ : Im T;
iii) Tªª'oToT+ : T+oToT* =T*;
iv) Se o e W, T+(v) é o único elemento de V, de norma mínima, que minimiza o

conjunto [||T(u) — w|| : w 6 W);
V) (T+)+ = T e (T+? = (T*)+;

vi) Se T é inversível então T+ : Tª;
vii) Se T* o T é inversível então T+ : (T* o T)“1 o T';
ix) Se T o T* é inversível então T+ : T* o (T o T")—1

5.7 Operadores Positivos Definidos
A motivação para esta seção reside no seguinte lema.

Lema 5.7.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, -) e T 6 £(V).
Se afunção $ : V2 —> F dada por o(u, v) : (T(u), 'u) é um produto interno sobre V então

T é autoadjunto e (T(v),v) > 0, v e V X [O).

Demonstração. Corno o(u, v): o(v, u), u, v e V, segue que (T(u),v) : (T(v), u),

u,u 6 V, ou seja, (T(u), o): (u, T(v )), u, v 6 V Portanto, T é autoadjunto. A outra
desigualdade é simplesmente (Mt), 11) > 0, 'u e V. [I
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Definição 5.7.2 Sejam V um espaço com produto interno (—, .) e T 6 £(V). Dizemos

que T e' positivo definido quando T e' autoadjunto e (T(v), v) > 0, v 6 V X [O).

Observação 5.7.3 Se na definição acima, trocarmos a última condição por (T(v), v) 2
0, v 6 V, então dizemos que T é não—negativo definido.

O teorema a seguir revela que todo produto interno sobre um espaço de dimensão

finita é produzido por um único operador positivo.

Teorema 5.7.4 Seja V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, com produto
interno (—, -) Se çô : V2 ——> F e' um produto interno sobre V, então existe um único
T E £(V) positivo dejim'do tal que pm, 'o) : (T(u), v), u, v 6 V,

Demonstração. Fixemos v 6 V. A função u 6 V —> çí)(u,v) G F é um elemento de V*.

Pelo Teorema 5.1.9, existe um único w : w(v) 6 V tal que qõ(u,v) : Tw(u) : (u,w),
u 6 V. Definamos então T 6 VV por T('u) : w, 1) 6 V. Certamente T 6 £(V). Ainda,

<U»T(v)) = aª(uw) = WW) = (MTM) = (Thom), % v 6 V-

Logo, T é autoadjunto e, devido ao lema anterior, positivo definido. Para completar a

prova, suponhamos que o(u, v) : (T'(u), 11), U, v 6 V, para algum T' & £(V) autoadjunto
e positivo definido. Então (T(u),v) : (T'(u),v), u,v E V, isto é, ((T — T')(u),'v) : 0,

u,v e V. Segue que T' : T. E!

Exemplos 5.7.5 1) Consideremos o espaço R3 usual. Se B é a base usual de R$ e

T 6 [I(Rª) é dado por T(sc, y, z) : (:B, 2y,3z), 17, y, Z 6 R, então

1 0 0

T;; = o 2 0

0 0 3

Pelo Teorema 5.5.5, T é autoadjunto. Além disso,

(T(z,y,z), (a:,y,z)) : ((w,2y,3z), (cmg, z)) : mº + 23;2 + 3232 > 0, (any, 2) 74 (0,0,0).

Portanto, T é positivo definido.

Se S & £(R3) é dado por S(m,y,z) : (0,y,z), x,y,z E R, então

(S(x,y,Z), (rc,y,Z)) = ((DJ/,ª), (x.y,z» = 3;2 + Zª Z 0, x.y, Z 6 R.
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Logo, T é não—negativo deânido. Notemos que S não é positivo definido.

2) Sejam V um espaço com produto interno e P E £(V) uma projeção ortogonal. Então

(P(UM) = <P2(v),v) = (P(v),P(v)> = ||P(v)||2 Z 0, v 6 V.

Se ||P(v)|| : 0 então P(v) : 0 e, portanto, 11 € Ker P. Assim, P é não—negativo definido.

Ainda, P é positivo definido se, e somente se, Ker P = [O], ou seja, se, e somente se,

P=lv.

Teorema 5.7.6 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, com produto
interno (, -) e T 6 £(V). São equivalentes:

i) T é não-negativo definido;

ii) T : T* e os autovalores de T são não—negativos;

iii) Existe R e £(V), R não-negativo definido tal que T = R2;

iv) Existe S 6 £(V) tal que S* o S : T.
Demonstração. Assuma que T é não-negativo deHnido. Se a é um autovalor de T então

a e R, uma vez que T é autoadjunto. No entanto, se T(v) : ao, 11 6 V X [O] então

0 < (T(v),'u) : (a 0,11) : a(v,v) : a Ilvllº.

Segue que a Z 0. Portanto, i) implica ii).

Se ii) vale, podemos usar o Corolário 5.6.7 e o método de Gram—Schmidt para escolher

uma base ortonormal [ul, . . . , un] de V formada por autovetores de T. Seja aj E F um
autovalor de vj, j = 1, . . .,n. Como a,— Z 0, podemos definir B]- : crê/2. Daí, R E £(V)
dado por R(vj) : ijj, j : 1,...,n, tem a propriedade exigida em ii.). De fato, se

u=õlvl+---+õnvnev=fylvl+---+7n'un, õj,'7j€F,j=1,...,n, então

(R(u), ”> : (51R(U1) + ' ' ' + õnR(Un)i 71111 + ' ' ' + ”min)

: (616le + . - - + õanvn,71u1 + - - - + 79,12")

= 51513? + ' ' ' + óan'Y—n

: (51111 + ' ' ' + õnvn,517ivi + ' ' ' + 611711017.)

= (ª, RW)
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ou seja, R é autoadjunto. Similarmente,

<R(U),'U) : (71/6101 + ' ' ' + 'Yan'Uni'l'lvl + ' ' ' + 'Yn'Un) : Bl|71|2 + ' ' ' +Bnl7n|2 Z O;

ou seja, R é não—negativo definido. Além disso,

(T — R2)(vj) : T(v,—) — R(R('Uj)) : ajvj — 6,20]- = 0, j = 1, . . . ,n,

e, consequentemente, T = R2. Assim, iii) vale. iv) segue de iii), tomando—se S = R.

Finalmente, se iv) vale temos que T* : (S* o S)* : S* o S“ : S* o S : T e

(TO/M) = ((5* ºS)(v)7v> = <S(v)75(v)) = l|5(v)||2 Z 0, U 6 V.

Portanto, T é não—negativo definido. (]

Observação 5.7.7 O leitor deve enunciar e provar um teorema análogo para operadores

positivos definidos.

Exercícios 5.7.8 67) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto
interno e u,v e V. Prove que (um) > 0 se, e somente se, existir um operador positivo
definido T 6 £(V) tal que T(u) : v.

68) Sejam V um espaço com produto interno e T e [,(V) não—negativo definido. Prove:

i) I(T(utv>|2 É (T(U),U)<T(v),v>, um E V;

ii) Se (T(v),v) : 0, 'u 6 V, então T = O.

69) Sejam V e W espaços vetoriais, de dimensão finita, com produto interno, T & £(V, W)
e tu e V. Prove: minuev[|]T(u) —w||) = ||T(v) —w|| se, e somente se, T*(T(v)) : T*(w).
70) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita n, com produto interno, B

uma base ortonormal de V e T E £(V). Prove que T é positivo definido se, e somente se,

Tg := (ajk) é uma matriz positiva definida no seguinte sentido: dados vetores distintos

vl, . . . ,ou de V e escalares cl, . . . , Cm não todos nulos, vale a desigualdade
Tl TL

EE cjãajk > O.

j=1 k=1

71) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e R,T, S E

[(V),
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i) Verifique que é impossivel ter-se T—S e S—T positivos deíinidos simultaneamente;

ii) Se R — S e S — T são positivos definidos conclua que R — T é positivo deHnido;

iii) Se R — S e T são positivos definidos então T o R — T o S é positivo definido?

72) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e P E £(V)
uma projeção ortogonal.

i) Prove que se a E R, a > 0, então alv + P é positiva definida;

ii) Se T e £(V) é autoadjunto e satisfaz T2 = [V + P, expresse T como combinação
linear de IV e P.
73) Dê exemplo de operadores lineares positivos definidos cuja composição não é um

operador positivo definido.

74) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno, T e [(V)
não—negativo definido e 'u e V. Prove que 1) E Ker T se, e somente se, (T(v), v) = O.

75) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T, S E £(V)
não—negativos definidos. Prove que To S é não negativo definido se, e somente se, To S :
S o T.

76) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T E £(V)
autoadjunto. Se n é um inteiro ímpar positivo, prove que existe um único 5 G £(V)
autoadjunto tal que S" = T
77) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e P,Q e
£(V) projeções ortogonais de V sobre WI e Wz, respectivamente. Prove que as seguintes
aiirmações são equivalentes:

i) Q — P é não-negativo definido;

ii) |lP(v)|l £ "QG/)!!» v 6 V;

iii) WI c W,
78) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e R, S, T E £(V)
autoadjuntos. Prove: se R—S e T são não—negativos definidos, ToR : RoT e ToS : SoT
então R o T — S o T é não-negativo definido.

79) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T, S & £(V). Prove:

i) Se T é não negativo definido e R E £(V) satisfaz R2 : T então Im T : Im R e

Ker T : Ker R;

ii) Se ambos T e S são não—negativos definidos e T + S = O então S : T = O.
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5.8 Operadores Normais
Nesta seção, vamos explorar uma classe mais geral de operadores sobre espaços com

produto interno: vamos estudar os espaços que admitem uma base ortonormal formada

por autovetores do operador.

Definição 5.8.1 Sejam V um espaço com produto interno e T É £(V). Dizemos que T
e' um operador normal quando T o T* : T* o T.

Exemplos 5.8.2 1) Todo operador autoadjunto é normal.

2) Todo operador unitário (resp. ortogonal) é normal (Teorema 5.4.9).

3) Seja T E £(C) dado por T(z) : az, Z 6 C, onde a e C X R. Então

(T(z),w) : (az,w> : (2,510), 2,11) E (C.

Logo, T*(z) : ãz, 2 E (C. Portanto, T não é autoadjunto. No entanto,

(T* oT)(z) : T*(a z) : aT*(z) : aãz : |a|2z : (ToT*)(z), 2 G (C.

ou seja, T é normal.

4) Se T é normal então T* é normal.

Observação 5.8.3 Um operador normal sobre um espaço euclidiano pode não ter
autovalores. De fato, seja T e £(R2) dada por

cos 0 —sen 0 cc

T(w,y)= , LyER,
sen 9 cos 9 y

onde (9 # k7r. Então,

cos 0 sen 9 :):

T*(m,y)= ,x,y€lR.
—sen0 cos 0 y

Além disso,

(T* o T)(:z:, y) : (cos2 6x — cos esen By + senªi? $ + sen 6' cos Gy, y)

: (x,y), :r,y e R.

Portanto, T é ortogonal. Logo, T é normal e (obviamente) não possui autovalores.
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A seguir, apresentamos uma importante caracterização de operadores normais. Antes,

porém, apresentamos um lema técnico.

Lema 5.8.4 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T & £(V).
Valem as seguintes propriedades:

i) Se F = (C então <T(v),v) : 0, 'U 6 V se, e somente se, T = 0;

ii) Se F = R e T tem adjunto, então (T(v),v> : 0, v 6 V se, e somente se, T é

anti-autoadjunto.

Demonstração. i) Basta notar que para u, 'u 6 V vale a igualdade:

4(T(u), o) : (T(u+v), u+v> —<T(u——v), u—v)+i(T(u+iv),u+iv)—i(T(u—iv), u—iv).

Logo, se (T(v),v) : 0, v 6 V, então (T(u),v) : 0, um E V. Portanto, T = 0.

ii) Se T* : ——T então

<T(U)7'U) = (MTW) = (0, —T(v)) = =(T(v),v), v 6 V-

Segue que <T('U), o) = 0, 1) E V. Reciprocamente, se a última igualdade valer,

((T+T*)(u),º) = (TOM) “+) (MTM)
= (T(U)U)+(T(U) “)

= (TW) u)+(T (u ),v)+(T(U)au)+<T(U)yv)

: (T(u+v),u+v)=0, u,v€V.

Logo, T + T* = 0 e T é anti—autoadjunto. E]

Teorema 5.8.5 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T & £(V).
Se T tem adjunto, as seguintes afirmações são equivalentes:

2) T e' normal;

a) (T(u),T(v)) : <T*(u),T*(v)), u,v & v,-

iii) HT(v)II = llT*(v)ll, v e V.

Demonstração. Se i) vale, podemos usar o Teorema 5.4.6—iii) para obter

<T(U),T(v)) = (u,T*(T(v))) = (u,T(T*(v))> = <u7T**T*(v))) = <T*(U),T*(v)>, ª,” 6 V-
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Logo, ii) vale. Certamente ii) implica iii). Provemos então que iii) implica i). Deânamos

S : T* oT—ToT*. Então

<5(v)»v> = <T*(T(v)),v) _ (T(T*(v)),v> : <T(V),T(v)> * (T*(v),T*(v)>7 ?! 6 V.

Logo, se iii) vale, <S(u),v) : 0, u 6 V. Se F = C, o Lema 5.8.4—i) implica que S = 0. Se

F = R, o Lema 5.8.4—ii) implica que S é anti—autoajunto. Entretanto, a definição de S
revela que ele é autoadjunto. Portanto, S = 0. Assim, em qualquer caso, S = O, ou seja,

T é normal. |]

Aqui estão algumas propriedades interessantes dos operadores normais.

Teorema 5.8.6 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno e T & £(V)
normal. Valem as seguintes propriedades:

2) Ker T : Ker T*;
iz) Se dimFV < 00 então V : Ke'r TGD Im T : Ke?" T* 69 Im T*,'

iii) Se dimFV < 00 então Ker Tk : Ker T, k = 1,2, . . ..

Demonstração. i) Segue do Teorema 5.8.5—iii).

ii) Segue do Teorema 5.4.7-ii), iii) e da parte i).

iii) Vamos provar que Ker T : Ker T2. As outras igualdades são justiâcadas de maneira

análoga. Obviamente, Ker T C Ker T2. Para a outra inclusão, notemos que se T2 (v) = 0

então T(u) € Ker T O Im T. Logo, T(v) : 0, pela primeira igualdade do ítem ii). E!

Observação 5.8.7 A soma direta do ítem ii) acima é ortogonal no seguinte sentido:

(u,u)=0,uGImT,u€KerT.

Os três próximos resultados implicam que um operador normal sobre um espaço
unitário de dimensão finita é diagonalizável.

Lema 5.8.8 Sejam V um espaço com produto interno (—, -), W] e W2 subespaços de V e

T E £(V) normal. Se V : WI EB W2 é uma soma direta ortogonal e W,; e' T—inuariante,

i = 1, 2, então Wº é T*-inuariante e TIW2 é um operador normal.
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Demonstração. Se V : WI 63 W2 é soma ortogonal e WI é T—invaríante, o Teorema
5.4.7—iv) garante que WIl é T*-invariante. Logo, Wz : WIL é T*-invariante. Por outro
lado, temos que

(lez(w2),vz> : <T(w2)»02> : <w2;T*(U2)> : <w2,T*]W2(v2)), wmvz € Wz-

Segue que (T|W2)* existe e (T|W2)* : T*|W2. Como T é normal, obviamente TW2 é normal.
Se V é um espaço unitário, a hipótese de W2 ser T—invariante não é necessária, ver

Exercício 5.8.21—97. III

Lema 5.8.9 Sejam V um espaço vetorial sobre F, com produto interno (-, -), T E £(V)
normal, 11 E V e a e F. Então:

i) T — alv é normal;

ii) T(v) : ow se, e somente se, T*(v) : av;
z'z'z') Ker (T — alv) e (Ker (T — alv))l são T—invam'antes.

Demonstração. i)Segue das propriedades listadas no Teorema 5.4.6 que

(T _ aIV)* : T* — (alv)* = Tºª — ar;, : T* — an,.

Daí7

(T—alv)(T——alv)* : (T—alv)(T* —ãlv)

= TT*—ãT—aT*+aãIV

: T*T—ãT—aT*+aãTv

: (T* — ãlv)(T — aIV)

: (T — alv)*(T — aIV).

ii) Basta usar o ítem i) e o Teorema 5.8.5 para ver que ||(T—alv)(v)|| : ||(T*—ãlv)(v)||,
v 6 V.

iii) Seja v 6 Ker (T—alv). Então T(T(v)) : T(av) : aT(v), ou seja, (T—aIV)(T(v)) :
0. Logo, T(v) E Ker (T — alv). Portanto, Ker (T — ah,) é T—invariante. Por outro lado,

se 1) E Ker (T — al) então

(T — aIV)(T*(v)) : T(T*(v)) — aT*('U) : T*(T(v)) — aT*(U) : T*(ow) — aT*(v) : O,
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isto é, T*(v) E Ker (T — alv). Portanto, Ker (T — alv) é Tªº-invariante. Pelo Teorema

5.4.7, segue que (Ker (T — cnh/))l é T—invariante. []

Teorema 5.8.10 Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T E £(V). Então

T é normal se, e somente se, V possui uma base ortonormal constituída de autovetores
de T.

Demonstração. A prova é por indução sobre a dimensão n do espaço. O caso n = 1

é trivial. Assuma então que n 2 2. Como (3 é algebricamente fechado existem a e (C e

o 6 V X (O) tais que T(o) : ow. Podemos assumir que Hull : 1. Aplicando o Lema 5.8.8

com W1 : [(o)], vemos que lell é normal. Como dim FWIl < dim FV, & hipótese de

indução implica que WIl possui uma base ortonormal composta de autovetores de TIWIL

e, portanto, de T. A união desta base com [o] é a base de V desejada. Reciprocamente,

suponha que B : (ol, . . .,vn) é uma base ortonormal de V, onde TCU,-) : ajvj, j :ut1,...,n. Temos, pelo Teorema 5.4.8, que (T*)g : Tg . Portanto T*(o,—) : oi?/j, j :
1,...,n. Daí,

T(T*(v)) = “Bia—ivi + — - - + Bnãívn)

= BiãíTol) + - - - + BnãZTon)

= Biãíalvr + — - - + Ena—naum

: T*(Blalvl + ' ' - + Bnanon)

: T*(T(o)).

Segue que T* o T : T o T*. [:|

Teorema 5.8.11 Sejam V um espaço com produto interno e P & £(V) uma projeção
sobre V. As seguintes airmações são equivalentes:

i) P e' normal;
z'z') P e' aatoadjunto;

iii) P e' projeção ortogonal.
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Demonstração. Se P é normal então ||P(v)|| : HP*(v)||, v e V. Logo, P(v) : 0 se, e

somente se, P*(v) : 0. Se 1) E V e w : v — P(v) então

0 : P(w) : P*(w) : P*(v) — P*(P(v)).

Consequentemente, P* : P*P. Segue que, P = P** : (P*P)* : P*P : P*, ou seja, i)

implica ii). Para verificarmos que ii) implica iii), basta verificar que se P é autoadjunto
então Im P e Ker P são ortogonais. Mas a igualdade (P(u),v) : (u,P(v)), um E V,

revela que o E (Im P)l se, e somente se, P(v) é ortogonal a todos os elementos de V, isto
é, se, e somente se, o E Ker P. Finalmente, suponha que P seja uma projeção ortogonal.
Então

(ª, P(v) — P*(P(v))) = (u,P(v)> - (P(U),P(v)> = (ª * P(“),PUJ» = º, um E V-

Segue que P = P* o P. Portanto, P é autoadjunto e, por conseguinte, normal. Assim iii)

implica i). E]

Vamos concluir esta seção apresentando a decomposição espectral de um operador
normal e algumas consequências desta. Apresentamos inicialmente alguns lemas técnicos.

Lema 5.8.12 Sejam V um espaço vetorial, com produto interno e T E £(V) normal.

Então Im T0 Ker T = [O).

Demonstração. Seja o e Im Tn Ker T. Então v : T(u), u e V e T(v) : 0. Como T é

normal, T*(v) : 0. Logo, (1), v) : <U,T(u)> : (T*(v),u) : 0, ou seja, 1) = O. E]

Lema 5.8.13 Seja V um espaço vetorial, com produto interno e T e £(V) normal. Se

p E P(F) então p(T) é normal.

Demonstração. Exercício.

Lema 5.8.14 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão jinita, com produto
interno e T 6 £(V) normal. Então o polinômio minimal de T não possui raízes múltiplas.

Demonstração. Seja p o polinômio minimal de T e suponha que alguma raiz de p seja

múltipla. Então p(A) : (A —- a)2q()i), onde oz é uma tal raiz e q & P(F). Como p(T) : 0,
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segue que (T — ah,)º o q(T) : 0. Notemos agora que o operador T « aIV é normal. Por

outro lado, se 1) E V temos que (T — alv)(q(T)('v)) E Im (T — aIV) O Ker (T — alv).
Pelo Lema 5.8.12, (T — alv)(q(T)(v)) : O. Segue que (T — alv)q(T) : O, contradizendo

a definição de polinômio minimal. [ZI

Teorema 5.8.15 (Decomposição espectral para operadores normais) Sejam V

um espaço unitário, de dimensão finita e T & £(V) normal. Sejam al, . . . , an os autono-
lores distintos de T e P1, A . . ,E, as projeções ortogonais de V sobre V(aj, T), j =
1, . . . ,n, Então:

2") T : a1P1 + > - - +anPn;
ii) lv =P1+---+Pn;
iii) PjoPk=0,j#k.

Demonstração. Pelo lema anterior, o polinômio mínima] de T é p(A) : (A— al) - - - (A—

a"). Definamos então mJ- e Pj, j : 1, . . . ,n, como na prova do Teorema 4.5.7. As con-
clusões do teorema seguem daquela prova. Resta portanto verificar que cada P]- é ortogonal
e que Im P,» : V<aj,T). Se Pj(v) : o, então

To) = (alfa + — — - + ama-(v» = aint») = cv,-v,

ou seja o G V(aj,T). Por outro lado, se o E V(a,-,T) então

a1P1<v>+m+ anao) = Ta) = ajv = uma) + - - — + ao»,
ou seja,

(al — a,)P1(v) + ' ' — + (ozn — aj)Pn('v) : 0.

Segue que Pk(v) : 0, k # j e, portanto, o : PJ—(fu), isto é, 1) e Im Pj. Portanto,
Im P]- : V(a,—,T), j = 1, . . . , n. Como cada P, : mj(T) e T é normal, Pj é normal. Pelo

Teorema 5.8.11, P, é uma projeção ortogonal. [1

Observação 5.8.16 A decomposição de T apresentada no teorema anterior é única

no seguinte sentido: se 51, . . ., m são números complexos distintos e Ql, . . . , Qm são

projeções satisfazendo as condições i), ii) e iii) do teorema, então os Bj's são precisamente
OS
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autovalores distintos de T (em particular m = n) e Q]- é a projeção ortogonal de V

sobre V(Bj,T), j = 1, . . . ,n.

Corolário 5.8.17 Sejam V um espaço unitário, de dimensão jinita e T E £(V) normal.

Então T é diagonalizável.

Demonstração. Adotando as notações do teorema anterior, tome base ortonormal Bj
de V(aj, T). Então Bl U - - . U B" é base ortonormal de V. D

O próximo teorema caracteriza parcialmente alguns operadores normais através de

seus autovalores.

Teorema 5.8.18 Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T E [,(V) normal.
Valem as seguintes propriedades:

i) T e' autoadjunto se, e somente se, cada autovalor de T é real;

ii) T e' projeção ortogonal se, e somente se, cada autovalor de T e' igual a 0 ou 1;

iii) T é anti-autoadjunto se, e somente se, cada antovalor de T é imaginário puro;
iv”) T e' unitário se, e somente se, cada autovalor de T tem módulo 1.

Demonstração. Pelo Teorema 5.8.15, V possui uma base ortonormal B = (1/1, . . . , vn)

composta por autovetores de T. Assuma que T('Uj) : ajvj, aj E (3, j = 1, . . . ,n. Se

T* : T, a equação T(v,—) : T*(vj) corresponde a az,-v]- : a—jvj, ou seja, a aj : a;.
Reciprocamente, se T é normal e cada autovalor de T é real, a decomposição de T dada
pelo Teorema 5.8.15 garante que T* : T. Portanto, i) vale. Os demais ítens são provados
similarmente. Ú

Aqui está uma bela aplicação da decomposição espectral de um operador normal.

Teorema 5.8.19 Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T E £(V) não-

negatz'vo definido. Então existe um único R & £(V) não-negativo definido tal que T : Rº.
Demonstração. A existência de um operador R como pedido, segue do Teorema 5.7.6.

De qualquer maneira, uma construção alternativa é como a seguir. Observemos inicial—

mente que T é normal. Seja então T : a1P1 + .. º + anPn a decomposição espectral de
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T. Temos que aj Z 0, j = 1, . . . ,n. O operador

R::«ann-wa—na
é certamente normal e a expressão a direita é a decomposição espectral de R. Como
1/2 > 0, j = 1, . . . ,n, segue que R é não-negativo deânido. Cálculo direto revela quea]- _

R2 : T. Para completar a prova, suponha que existe um S e [,(V) não—negativo definido

tal que S o S : T. Seja
S 2181621 +'"+,8QO

a decomposição espectral de S. Então & Z 0, j— = 1, . . . ,m e

T=SoS=BfQ1+'-'+B,2,,Qm-

Pela unicidade da decomposição espectral, segue que m = n e, após uma possível

reordenação, Qj : 1%,sz aj, j = 1, . . . , n. Segue que S = R. E]

Finalizamos este capítulo com a forma polar de um operador.

Teorema 5.8.20 (Forma Polar) Sejam V um espaço unitário e T e £(V). Valem as

seguintes afirmações:

i) Se U,R E £(V), U e' unitário, R e' não—negativo definido e T : U 0 R então
R2 : T* o T;

ii) Se R E £(V) e' autoadjunto e satisfaz R2 = T* o T então HT(v)|| : ||R(v)||,
v 6 V;

iii) Se dimc V < 00, existem U,R e [I(V), U unitário e R não-negativo definido

tais que U 0 R : T;
iv) Se T e' inversível então a decomposição em iii) é única.

Demonstração. 1) Já sabemos que U e R têm adjunta. Como T : U 0 R, temos que
T* : R*oU* =RoU*. Daí,

T*oT= (RoU*)o(UoR) =RoIVoR=Rº.

ii) Temos que

I|R(v)||2 = <R(v),R(v)> = (Rªu/Lv) = <(T*ºT)(v),v> = <T(v),T(v)> = IIT(v)||ª, v e V-
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Logo, ii) segue.

iii) Como T* o T é não—negativo definido, seja R G £(V) satisfazendo R2 : T* o T.

Definiremos U através da decomposição V : Im R 69 (Im R)l. Precisamente, escrevere—

l'I'lOS

U(R(v) + u) :: U1(R(v)) + U2(u), v e V, u & (Im RH,

onde U1 e U2 são construídos & seguir. Defina U1 6 £(Im R, Im T) por U1(R(v)) : T(v),
v e V. Então UI está bem definida pois se R(v1) : R(v2) então, por ii),

HT(v1)— T(vz)|l2 = l|T(v1 - Milº = ||R(vi — v2)|lº = HRG/1) — R(Uz)||º = 0,

ou seja, T(v1) : T('I)2). UI é um isomorfismo pois, se U1(R(v)) : T(v) : 0 então,

por ii) novamente, R(v) : 0. Isto equivale a dizer que Ker UI : [O). Claramente UI é

sobrejetora. Além disso,

(U1(R('U)),U1(R(W))> = <T(v),T(w))= (T*(T(v)),w>

= (WWW/> = (RO)), RTU/))

= (R(v),R(w)>, ww E V,

ou seja, UI preserva produto interno. Assim, U1 e unitário. Notemos agora que

dimF(Im R)L : dim p(Im T)l. Com isso, é possível tornar U2 & [I((Im R)i, (Im T)J-)
unitária. Sendo U obviamente linear, vamos agora verificar que U é unitária. Como

dimCV < 00, basta verificar que U preserva produto interno. Sejam 01,112 E V, vj :
R('Uj) + uj, uj € (Im R)l, j : 1,2. Então

(U(v1),U(vz)) = <U1(R(vl))+U2(U1),U1(R(Uz))+Uz(U2))

: (T(v1) + U2(u1), T(vz) + U2(u2))

: (TU/03012»+<U2(U1)»Uz(ª2)>

: (U1(R(v1))7 U1(R('U2))> + (U2(U1), U2(u2)>

: (R(v1), Rºº» + (“17 ªz)

: (R(v1) + ul, R(vz) + uz)

: (01,02).

Portanto, U é unitária. Finalmente, U(R(v)) : U(R('u) + 0) = U1(R('u)) + U2(0) : T('u),
1) E V.
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iv) Se T é inversível e T : U 0 R : U' 0 R', com U e U' unitárias e R e R' não-negativas
definidas, então R 0 U* : (U 0 R)* : (U' 0 R')* = R' 0 U““ e, consequentemente,

Rª : Ro(U*oU)oR= (R'oU'*)o(U' oR') =R'o(U'*oU')oR' : R'º.

Daí, R = R'. Como R : U”1 0 T, segue que R é inversível. Assim, U : U 0 (R o Rª) :
T o R“1 : U'. E]

Exercícios 5.8.21 80) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão 2 e T E [I(V). Se

B é uma base de V, determine condições sobre as entradas de T,? de- modo que T seja
normal.

81) Seja V um espaço unitário, de dimensão Hnita e T E [(V), Mostre que T é normal

se, e somente se, a seguinte condição vale: Se W 5 V e T(W) C W então T(Wl) C WL.

82) Seja V um espaço unitário. Para u,v 6 V defina TW, & £(V) da seguinte forma:

Tu,,(w) : (w,v)u, w 6 V. Prove:

i) TW, OTv,w : IIUIIZTWU, u,v,w E V;

ii) Tm, tem adjunta e T;” : Tv,“;

iii) Se u # 0 # v, TW, é normal se, e somente se, [u,v) é l.d.;
iv) Se u # () # v, TW, é autoadjunto se, e somente se, 'a = ou), oz & IR.

83) Sejam V um espaço unitário, de dimensão Hnita e T & [I(V) normal. Prove que
V : Im T 69 Ker T.

84) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T & £(V). Assuma que T é projeção
e normal. Prove:

i) T* é projeção;
ii) Im T : Im T*;

iii) T é uma projeção ortogonal.
85) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita e T, S e £(V). Prove:

i) Se T e S são normais então traço (S o T) : traço (T o S);

ii) T é normal se, e somente se, traço (T2 0 (Tº")2 —— (T o T*)2) : 0.

86) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove que T é normal

se, e somente se, T* : p(T), para algum p E P((C).

87) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T & £(V)
normal. Prove que se S E £(V) satisfaz S o T : T o S então S o T* : T* o S.
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88) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T, S E £(V)
normais. Se T o S :: S o T então T + S e T o S são normais.

89) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove que T é normal

se, e somente se, T : T1 + iTg onde T1 e T2 são autoadjuntos e T1 0 T2 : T2 0 T1.

90) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T, S E [,(V) normais. Assuma que
S oT : To S. Prove que:

i) Existe R e [(V) normal tal que T : p(R), S : q(R), p, q 6 P((C);

ii) Se R1 €£(V), R10T=T0R1 e RIOSzSORl então RORI : RloR.
91) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T, S E [(V) normais. Se S o T :
T o S então existe uma base ortonormal B de V tal que T5 e Sg são diagonais.
92) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita e T & [I(V). Prove que T é diago—

nalizável se, e somente se, existe S G [I(V) inversível tal que S “1 o T o S é normal.

93) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita, com produto interno e T, S e [:(V)
normais. Prove: existe um isomorfismo R E [,(V) tal que T = R“1 o S o R se, e somente

se, T e S possuem o mesmo polinômio característico.

94) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T E £(V).
Dizemos que T é uma isometria parcial quando T* o T é uma projeção ortogonal. Prove

que as seguintes afirmações são equivalentes:
i) T é uma isometria parcial;
ii) T* é uma isometria parcial;
iii) TOT*0T=T;
iV) ||T(v)|| = llvll, v 6 (Kºf T)L;
V) IlT*(U)H = HUN, v 6 (Ker T“?—

95) Decida se as afirmações abaixo são verdadeiras. Justifique.
i) Todo operador unitário é uma isometria parcial;

ii) Toda isometria parcial é um operador unitário;

iii) Toda projeção ortogonal é uma isometria parcial;

iv) Toda isometria parcial é uma projeção ortogonal;
v) Todo operador normal sobre um espaço unitário é um operador unitário;
vi) Todo operador normal sobre um espaço unitário é um operador unitário;

vii) Todo operador normal que é uma projeção é autoadjunto;
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viii) Todo operador normal nilpotente é nulo;

ix) Todo operador normal T satisfazendo T2 : T3 é uma projeção.
96) Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita, com produto interno e T E [I(V).
Prove que se T é normal e uma isometria parcial então todo autovalor não nulo de T é

unitário.

9?) Sejam V um espaço unitário, de dimensão finita, e T e [,(V). Prove que as afirmações
abaixo são equivalentes:

i) T é normal;

ii) Se W é T—invariante então W é T*«invariante;
iii) Se W é T—invariante então Wl é T-invariante;

iv) Se W é T*—invariante então W é T—invariante;

v) Se W é T*—invariante então Wl é T*—invariante.

98) Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita e T 6 £(V). Prove as seguintes
afirmações:

i) Se T é anti-autoadjunto então existe uma base ortonormal B de V tal que T? é

diagonal em blocos, onde os elementos da diagonal principal são, respectivamente,

onde aj #OJ : l,...k, e 2k=p(T);
ii) Se T é ortogonal então existe uma base ortonormal B de V tal que T,? é diagonal

em blocos, onde os elementos da diagonal principal são, respectivamente,

cos al — sen a] cos ak — sen ak
,..., ,:l:1,...,:l:1

sen al cos al seu ak cos ak

onde «“laj gZZ,j=1,...,k.
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Capítulo 6

Formas Bilineares

6.1 Definições e Exemplos
Vamos neste capítulo final estender o conceito de produto interno.

Definição 6.1.1 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F. Uma função bilinear sobre
V >< W e' uma função f : V X W —> F satisfazendo:

i)f(cw1 +v2,w) : af(v1,w) +f(U2,w), a G F, 111,02 E V, w 6 W,“

ii) f(u,,8w1 +w2) : ,Bf(v,w1) +f(v,'w2), ,8 E F, '0 E V, whwz G VV.

Quando V : W, dizemos que F é uma forma bilinear sobre V.

O conjunto B(V, W) das funções bilineares sobre V >< W, munido das operações de

soma e produto usuais é um espaço vetorial sobre F.

Exemplos 6.1.2 1) Se V é um espaço euclidiano com produto interno (-, ) então f (u, v) :
(um), u, v e V, define um elemento de B(V, V).

2) Sejam V : men(F) e fixemos A & mem(F). Então a expressão

fA(X,Y) : traço(XtAY), X,Y 6 V,

define um elemento fA e B(V, V). De fato,

fA(aX + Z, Y) : traço((aX + Z)ªAY)

: traço((aXº+Zº)AY)
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: traço (aXtAY + ZtAY)

: atraço (XtAY) + traço(ZtAY)

: afA(X, Y) + fA(Z,Y), a e F, X,Y,Z & V.

Analogamente, fA(X,,6Y + Z) : BfA(X, Y) + fA(X, Z), 6 E F, X, Y,Z E V.
lºyll3) Sejam V o subespaço de C formado pelas funções que são contínuas e K : [O, 1] ><

[O, 1] —à (C uma função contínua. A função qb dada por

<i>(f,g) = / jp f(s)K(s, t)g(t>dsdt, M e v
é um elemento de B(V, V).

4) Sejam F um corpo e V : Fº. Se f 6 B(V, V) então

f((ª1)ºª2), (51,52» : f(ªi(1)0)+ ª2(0:1)151(110) + 52“), 1))

= 0151f((1»0)>(1y0))+ª152f((1a0)»(0,1))

+ [Bla2f((0>1)r(1v0)) + 01252f((0»1);(071))7 a1,az,51,52 E F-

Logo, f é determinada pelos escalares

all : f((1v0)1(1)0))3 (112 : f((110))(031))> [121 = f((07 1)1(1!0))7 a22 : f((O, 1)>(0» 1))

Precisamente,

f((ºíi, 012), (517 52» = auCYiBi + a12al,82 + a21C8251 + 02201252

= (011 az) au am 61
, OllyCXzMBlnBzGF—

021 a22 52

A idéia contida no exemplo anterior é estendida. a seguir.
Sejam V e W espaço vetoriais sobre F, de dimensão finita, B = (111, . . . , vn] base de

V, C =[w1,...,wm] base de W e f 6 B(V,W). Se 1) E V, 11) 6 W, 1) : Zleajvj e

v : ZZ; Bkwk, temos que
11 m n m

f(u,v) : f (2 aj'Uj, 25,61%) = zZ ajka(v]—, wk).
j=1 k=1 j=1 k=1

Se A : (ajk) := (f(vj,wk)), obtemos
Tl

f(uw) = E
j=1

Ms ajkajBk : XtAY
&- || 1

onde X : (ak)mx1 e Y =(5jlnx1-
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Definição 6.1.3 A matriz A explicitada na construção acima é denominada a matriz

de f em relação às bases B e C.

Observação 6.1.4 Quando V : W, é muito comum usar-se C' : B na definição an—
.

terior. Neste caso, a matriz é simplesmente denominada matriz de f em relação à base

B.

As seguintes propriedades são de fácil verificação.

Teorema 6.1.5 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, de dimensões finitas, BI e B2

bases de V, C1 e 02 bases de W e f 6 B(V, W) Seja A]- a matriz de f em relação às
bases Bj 6 Cj, j = 1, 2. Então A2 =(Mgf)tA1Mglº.

Observação 6.1.6 Se V : W, 81 : C1 e B2 : 02, a igualdade matricial do teorema
anterior torna-se A2 : (MÉÍYAIMÉ, ou seja, A1 e A2 são congruentes.

Teorema 6.1.7 Sejam V e W espaços vetoriais sobre F, de dimensões m e n, respecti-
vamente, e B e 0 bases de V e W, respectivamente. A função que associa a cada elemento
de B(V, W) sua matriz em relação às bases B e C e' um isomorfísmo entre B(V, W) e

men(F).

A seguir, descrevemos alguns tipos especiais de formas bilineares.

Definição 6.1.8 Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V). Então f é dita ser
i) simétrica quando f(u,v) = f(v,u), u,v 6 V;

ii) anti-simétrica quando f(u,v) : —f(v,u), u,v e V;

iii) alternada quando f(v, v) = 0, v e V.

Exemplos 6.1.9 1) No exemplo 6.1.2—1), f é simétrica.

2) Sejam F um corpo, A : (ajk) e Mnxn(F) e f 6 B(F”,F") dada por

f((a1,. . . ,a”), (,81, . . . ,,Bn)) : (al . . .an)t(ajk)(61 . . .Bn), aj,Bj E F, j = 1, . . . ,n.

Então f é simétrica se, e somente se, At : A, anti—simétrica se, e somente se, At : —A

e alternada se, e somente se, At : —A e ajj : 0, j = 1, . . . ,n.
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Observação 6.1.10 1) A matriz de uma forma bilínear simétrica em relação a qualquer
base do espaço é simétrica.

2) Se F tern característica # 2, V é um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V) é simétrica

e anti—simétrica então f = O.

Teorema 6.1.11 Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V).
1) Se f é alternada então f e' anti-simétrica;
ii) Se F tem característica 72 2 e f e' anti—simétrica então f é alternada;
iii) Se F tem característica # 2 então f decompõe-se de maneira única como a

soma de uma forma bilinear simétrica com outra anti—simétrica.

Demonstração. i) Segue da identidade

f(U,U)+f(U,U) : f(U+U,U+'U) _ f(uvu) '— f(U,'U), U.,U E V

ii) Se f é anti-simétrica então f(u,u) : —f(u,u), u 6 V, ou seja, 2f(u,u) : 0, u e V.

Daí, se F não tem característica igual a 2, f(u,u) : 0, u 6 V.

iii) Se a característica de F não é 2, vale a fórmula

fw) = %(Hw) + fw» + ªmu») — fm», m e v.

A conclusão segue. A unicidade fica como exercício para o leitor. []

Observação 6.1.12 Nas condições do teorema acima, B(V, V) é soma direta do sub—

espaço formado pelas formas bilineares simétricas com o subespaço formado pelas formas
bilineares anti-simétricas.

Exercícios 6.1.13 1) Sejam V um espaço vetorial, [ul, . . . , vn] base de V e (T1, . . . ,Tn]
base de V*. Se fjk(v,w) : Tj('u)Tk(w), v, w 6 V, j, k = 1, . . . ,n, comprove que o conjunto
(fj-k : j,k : I,... ,n) é uma base de B(V, V).
2) Descreva todas as formas bilineares simétricas (anti—simétricas) sobre R3.

3) No espaço V : Mnxn((C) defina f(A, B) : ntraço(AB) — (traço A) (traço B), A, B E

V.

i) Prove que f 6 B(V, V);

ii) Decida se f é simétrica.
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4) Comprove que f & B(Z2, Zz) dada por f(ãfÉ) : (“JZ—, ã,? E Zz é anti-simétrica, mas
não é alternada.

5) Seja V um espaço vetorial sobre (C. Assuma que a função f : V >< V —> (C é linear

sobre R na primeira variável7 linear na segunda e satisfaz f(u, v) — f(v, u) e R, u, 1) E V.

Prove que % f : fl + fz onde, fl é linear na primeira variável e linear conjugada na

segunda variável e fg é uma forma bilinear simétrica sobre V. Comprove que fl e fz são

determinadas de maneira única por estas condições.

6.2 Ortogonalidade
A noção de ortogonalidade vista anteriormente pode ser estendida da seguinte forma.

Definição 6.2.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V). Dois vetores u, o E

V são ortogonais (em relação a f) quando f(u,v) = f(v,u) : 0. Dois subconjuntos A e

B de V são ortogonais (em relação a f) quando f(u,v) : 0, u 6 A, 'u 6 B.

A relação entre ortogonalidade e os conceitos anteriores é descrita no teorema abaixo.
Dentre outras coisas, o teorema revela que o conceito de ortogonalidade é mais apropriado
quando a forma bilinear é simétrica ou anti-simétrica.

Teorema 6.2.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V). São equivalentes:
2) Se um e V e f(u,'v) : O então f(v,u) : 0;
ii) f e' simétrica ou alternada;
m') f e' simétrica ou anti-simétrica.

Demonstração. Suponha inicialmente que f não é simétrica nem alternada. Então

podemos encontrar u,'u,w & V satisfazendo f(u,v) # f(v,u) e f(w,w) # 0. Existem
dois casos a considerar:

Caso 1: w : u ou w : 1). Sem perda de generalidade assumimos que m = a. Então,
definindo ul : f(v,u)u——f(u,u)v temos que f(u1,u) : f(u, u)f(v,u)—f(u,u)f(v,u) : 0.

Mas, f(u,u1) : f(u,u)f(v,u) — f(u,u)f(u,v) # 0. Neste caso, a condição i) não vale.

Caso 2: 111 # u e U) 76 1). Aqui, podemos supor, adicionalmente, que f(u, u) : f(v, v) = O,

f(u,w) : f(w,u) e f(v,w) : f(w,v). De fato, senão aplicamos diretamente o caso
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anterior. Se f(u,w) : f(v,w) : 0, definimos ul : f(w,w)u — f(u,v)w e wl : 1) + 71).

Então jªh/1,101) : f(w,w)f(u,'u) — f(w,w)f(u,v) : 0 e f(whvl) : f(w,w)f('u,u) —

f(w,w)f(u,v) # O, e, novamente, a condição i) não vale. Se f(u,w) # 0 ou f(v,w) # 0,

então existem a,B G F tais que af(u,w)+5f(v,w) # 0. Definimos então vz : au+Bv+
viu e 'U)2 : —f(w, v)u+6f(w, u)v+w, onde 7 E F é escolhido de modo que f(Ug, wz) : 0,

Daí, nºtandº que f(vz,wz) _ f(Wsz) = (f(uiv) — f(v,U))(ºff(uaw) + MWM) # 0,

segue que f(TU2,'U2) # 0. Mais uma vez, i) não vale. Assim, concluímos que i) implica
ii). O teorema anterior revela que ii) implica iii), enquanto que a implicação restante é

imediata. ' E!

A seguir, estendemos a noção de complemento ortogonal.

Deiinição 6.2.3 Sejam V um espaço vetorial sobre F, W um subespaço de V e f 6
B(V, V) simétrica ou anti-simétrica. Então, o ortogonal de W em relação a f é

lezíveV:f(v,w)=0, wEW)=[vGV:f(w,v)=0, wGW).

W e' isotrópico se W 0 l/Vl # «[0] e é totalmente isotrópico se W C WL. f é não

degenerada se VL : [O] e degenerada, caso contrário. O posto de f e' a codimensão de

Vl.

Observação 6.2.4 Nas notações acima, W é isotrópico se, e somente se, leXW é

degenerada. Ainda, W é totalmente isotrópico se, e somente se, leXW : 0.

Exemplos 6.2.5 1) Seja V um espaço euclidiano e seja f seu produto escalar. Qualquer

subespaço não trivial de V não é isotrópico.
2) Seja F um corpo e consideremos f 6 B(V, V) cuja matriz em relação a base canônica
é A. Então f é não degenerada se, e somente se, A é inversível. De fato, se denotarmos

a base canônica de F" por B : [UI, . . . ,vn) então as entradas de A são dadas por

aj], ZUÉAUk=f('Uj,Uk), j,k=1,...,n.
Portanto, A é não inversível se, e somente se, existem escalares aj, j = 1, . . . ,n, não

todos nulos, tais que o vetor v : alvl +- - -+a,,v,, satisfaz f(vj,v) : 0, j = 1, . . . ,n. Isto
equivale a dizer que v 6 VL.
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3) Sejam V um espaço vetorial e f 6 B(V, V) simétrica ou anti—simétrica. A aplicação ?
dada por

7(v+ Vina/+“) = f(v,w), ww & V

define um elemento de B(V/Vl, V/Vl). Se f é simétrica (resp. anti—simétrica), assim é

f.
4) Sejam V um espaço vetorial e f 6 B(V, V) simétrica ou anti—simétrica. Seja W

satisfazendo V : W 63 Vl. Então TlWxW é não degenerada. Em particular, W é não

isotrópico.

Aqui estão algumas propriedades do ortogonal de um subespaço em relação a uma
forma bilinear.

Teorema 6.2.6 Sejam V um espaço vetorial e f 6 B(V, V) simétrica ou anti-simétrica.
Valem as seguintes propriedades:

i) Se U,W 5 V então (U+ W)J' : Ul DWL;
ii) Se U C W 5 V então Wl C Ui;
ai) se U 5 V então U c Uli,-
iv) Se U 5 V então U“L : UMª—;

0) Se V : VJ— GB W, para algum subespaço W de V então W não é isotrópica;
vi) Se V : WI GB GB W,, e' uma soma direta formada por subespaços dois a

dois ortogonais, então VJ- : WIl 63 - - ' EB WJ- r , « _n , onde W]. e em relaçao a f,— _ fleij,
j=1,...,n.

Demonstração. Provaremos somente o ítem v). Os demais são análogos a outros que
fizemos no capítulo anterior. Se wo & WOWl então f(wo, w) : O, 21) 6 W. Daí, se 1) e V

entãovzvi+w,vl€Vl,w€We

f(w0,v)=f(w0,vi)+f(wo,w)=0+0=0,

ou seja, wo € Vl. Assim, wo GUVl o W = [O). O

Teorema 6.2.7 Sejam V um espaço vetorial, de dimensão finita e f & B(V, V) simétrica
ou anti—simétrica e não-degenerada. Valem as seguintes propriedades:
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i) A aplicação 11 E V —+ f(—,v) E V* é um isomorjísmo;

ii) Se W 5 V então Wll : W;
222) SE W1 C W2 É V 6 W1 7ª W2 então Wll" 7ª WZJ'.

Demonstração. i) Basta observar que a aplicação é linear e injetora. Portanto, é um
isomorfismo.

ii) Já sabemos que W C Wll pelo Teorema 6.2.6. Se W # WU“ então existe T E V* tal

que T|W : O e T|W_LJ. # 0. Daí, por i), T : f(-,v), para algum v 6 V. Portanto, v 6 Wl
mas, v e! Wiii, contradizendo a propriedade iv) do Teorema 6.2.6.

iii) Se WI C Wº então W2l C Wll. Se W; : Wll, o ítem ii) garante que WI : WIll :
Wzll : Wg, contradizendo a hipótese. Logo, WIJ- # W;. [|

Exercícios 6.2.8 6) Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V) simétrica ou

anti-simétrica. Se WI, . . . ,Wn são subespaços totalmente isotrópicos de V e para j # k

ternos Wj C Wk ou Wk C Wj, prove que W,» e Wk são ortogonais quando j # k e

WI + - ' - + W” é totalmente isotrópico.
7) Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V) simétrica ou anti—simétrica. Prove

que cada subespaço totalmente isotrópico de V está contido em algum subespaço total-
mente isotrópico maximal.

8) Sejam V um espaço vetorial sobre F e f 6 B(V, V). Considere os seguintes conjuntos:
V+l : (v 6 V : f(v,w) : 0,11) e V] e Vj- : [v 6 V : f(w,v) : 0,10 E V]. Prove

que se dim FV < 00 então Vf : Vj : Vl. Quais implicações este exercício traz para a
definição 6.2.3?

9) Sejam F um corpo e considere o subespaço V de Fºº formado pelas sequências que

possuem somente um número finito de termos não nulos. Se f 6 B(V, V) é dada por

f((a1,a2,...),(61,62,...))=Zaj6j+1, (lj,,ôj EF, j=1,2,...
j=1

prove que Vf # Vf.
10) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e f & B(V, V). Prove que f
tem posto 7" se, e somente se, existem (T1, . . . ,Tr], [SI, . . . ,S,] C V*, ambos l.i, tais que

f(u,'v) =T1(U)Sl(v)+"'+Tr(u)Sr(v)i u)” 6 V
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11) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita, f 6 B(V, V) simétrica e

não-degenerada e a E F. Assuma que existe 1; E V X (O) tal que f(v,'u) : 0. Prove que

existe w 6 V tal que f(w,w) : a.
12) Considere o espaço e a forma bilinear do exercício 3).

i) Prove que f é degenerada;

ii) Se W = [A 6 V : traçoA : O), provar que lexW é não degenerada;

iii) Se U : [A E V : traço/1 : 0 e Ãt : —A), prove que f(A,A) < 0, A E UXfO);

iv) Calcule o posto de f.
13) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e f e B(V, V). Assuma que
V possui um subespaço W tal que fIWxW é não degenerada. Prove que o posto de f é

2 dim FW.
14) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão finita, f 6 B(V, V), S = if E

B(V, V) :f é simétrica) e A = (f & B(V, V) :f é anti-simétrica). Mostre que S e A são

subespaços de B(V, V) e determine suas dimensões.

15) Determine uma base para o espaço das formas bilineares anti-simétricas sobre R4.

16) Sejam f,g E B((C",C") satisfazendo: f simétrica, 9 é anti—simétrica e f + 9 = O.

Prove que f : g = 0.

17) Sejam F um corpo de característica # 2 e V um espaço vetorial sobre F, de dimensão

n. Prove:

i) O operador dado pela expressão 2P(f)(u,v) : f(u,v) — f(v,u), u,?) e V, f 6
B(V, V) é uma projeção de B(V, V);

ii) O posto de .P é n(n — 1)/2;
iii) Se T e £(V), a expressão RT(f)(u,v) : f(T(u),T(v)), um e V, f 6 B(V, V),

define um operador linear sobre B(V, V);
iv) SeTe£(V), PoRT=RToP.

18) Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e T1,T2 & V*. Prove que
a expressão f(u, v) : T1(u)T2(v) — T1(v)T2(u), u, 'u 6 V, define um forma bilinear anti—

simétrica sobre V. Prove ainda que f = 0 se, e somente se, [TI,ng é l.d.

19) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão finita e f & B(V, V) anti—simétrica.

Prove que f tem posto 2 se, e somente se, existe um subconjunto l.i. (%,sz de V* tal

que f(u, v) : T1(u)T2(v) — T1(v)T2(u), u, v 6 V.
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6.3 Diagonalização de Formas Bilineares
Nesta seção, estudamos representações matriciais para alguns tipos especiais de formas

bilineares sobre espaços de dimensão finita. Começamos com o seguinte resultado técnico.

Teorema 6.3.1 Sejam V um espaço vetorial sobre F e f e B(V,V) simétrica ou anti—

simétrica.

i) Se W é um subespaço de V, de dimensão finita e não—isotrópica então V :
W 69 wl).

ii) Se vl,...,vn e V e a matriz (f(vj,vk)) e' inversz'vel então (im...,vn] e Li. e

W : Hol, . . .,vnH satisfaz V : W 69 Wi.

Demonstração. i) Corno W não é isotrópico, W 0 WL : [0] Seja v 6 V. Como a
função w 6 W —) f(w,v) E F é um elemento de W* e f|W><W é não degenerada, o

Teorema 6.2.7 garante a existência de wo 6 W tal que f(w,v) : f(w,w0), w 6 W. Daí,

v—wo E WL, ou seja, 'o: (v—wo)+wo & Wl+W. Isto mostra que V: W+Wl e o

resto segue.

ii) Exercício. [)

Teorema 6.3.2 Sejam V um espaço vetorial sobre F, de dimensão finita e f 6 B(V, V)

alternada. Valem as seguintes propriedades:

i) Existe uma base B de V tal que a matriz de f em relação a B e' diagonal em

blocos, onde os elementos da diagonal são, respectivamente,

01 01
7'”') 0) “ªio;

—1 0 ——1 0

ii) Na representação do item i), o número r de blocos de ordem 2 e o número 3 de ze—

ros dependem exclusivamente de f: 8 : dimFVl e r : (dimFV — s)/2 : (posto de f)/2.

Demonstração. i) Podemos assumir que f 76 0. Existem então 111,02 E V tais que
f(v1,vz) # O. Como f é alternada, (111,02) é l.i. Trocando 112 por algum múltiplo apro—

priado, podemos supor que f(v1,v2) : 1 : ——f('02,v1). Daí, se W : [(m)] 63 [(vg], a
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matriz de f |W><W em relação a alguma base apropriada tem a forma

01
—10

Em particular, W é não isotrópico. Pelo teorema anterior, V : W 65 WL. Repetindo o

processo para WL, e assim sucessivamente, o resultado segue após um número finito de

passos.

ii) Se existirem exatamente 7" blocos 2 >< 2 do tipo descrito acima na diagonal da matriz

representando f, tal representação corresponde a uma decomposição de V na forma
V : WIEB' - -€BW,€BW0, onde fleij, j = 1, . . . ,r, é não degenerada e flwºxwo : 0. Isto

implica que Vl : WO, s : dim pWo : dim FVL e, consequentemente, dim FV— :; : 2r.Cl

Observação 6.3.3 O leitor deve observar que duas formas bilineares alternadas que

possuem uma mesma representação matricial (em relação a bases diferentes do espaço)

possuem o mesmo posto. Reciprocamente, se duas formas alternadas possuem o mesmo

posto, então existem bases do espaço tais que as representações matriciais das formas em

relação a estas bases são iguais.

No restante desta seção, vamos buscar representações matriciais para formas bilineares
simétricas.

Teorema 6.3.4 Sejam F um corpo de característica # 2, V um espaço vetorial sobre

F, de dimensão finita e f & B(V, V) simétrica. Então existe uma base [ul, . . . ,o") de

V tal que a matriz de f em relação a ela e' diagonal, onde os elementos da diagonal

principal são, respectivamente, 041, . . . ,ar, 0, . . . ,O, onde aj # 0, j = 1, . . . ,r. 0 número

r é precisamente dim FV — dim FVl.

Demonstração. A prova é feita por indução sobre n : dim FV. Se n = 1, nada a
demonstrar. Suponha que n 2 2. Se f(v,v) : 0, 'u 6 V, então

2f(v,w) = f(v + 10,1) +w) — f(v,v) — f(w,w) : 0, 11,10 6 V,

ou seja, f é identicamente nula. Logo, podemos assumir que f (111, ul) 7ª O, para algum v1 6
V. Então [[m]] é um subespaço não isotrópico e, consequentemente, V : [[m]]EBHvIHL
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pelo Teorema 6.3.1. Aplicando a hipótese de indução a fliiUrHXHer, encontramos uma
base [w, . . . ,o") de [[nl]]l que possui a propriedade desejada. A base [ol, . . . ,o") é a

base de V procurada. []

Corolário 6.3.5 Se no teorema anterior, ainda tivermos que F e' algebricamente fecha—

do, existe uma base de V tal que a representação de f em relação a ela e' da forma

LG
00

onde r é precisamente O posto de f.

Demonstração. Escolha uma base [ol, . . . ,o") como no teorema anterior. Como F é

algebricamente fechado, existem escalares a]— 6 F X [0], j = 1, . . . ,n tais que a]? :
f(vj,'Uj), j : 1,...,r. Definimos então wj : cr"1

] oj,j=1,...,rewj=vj,j=r+
1, . . . ,n. A matriz de f em relação à base (wl, . . . , wn] tem a forma desejada. [II

Observação 6.3.6 A observação 6.3.3 vale agora para formas bilineares simétricas.

Corolário 6.3.7 Se no teorema anterior F : IR, então existe uma base de V tal que a

representação de f em relação a ela é da forma

Ip O O

O —Iq 0

O 0 Os

Demonstração. Escolha base ívl, . . . , vn] como no teorema anterior. Defina então wj :
|f(vj,vj)|“1/ºvj, j = 1, . . .,r e wj : vj, caso contrário. A base procurada é então uma
reordenação de (wl, . . . , w“). [3

Mostraremos a seguir que os números p e q do corolário acima são únicos e dependem
exclusivamente da forma bilinear f. Para tanto, introduzimos a seguinte definição.

Definição 6.3.8 Sejam V um espaço vetorial sobre IR, de dimensão finita e f 6 B(V, V)
simétrica. Uma decomposição formal de V relativa a f é uma decomposição da forma
V : V+$V—$%I onde f(v)v) > 07 U & V+X(0]', f(vi'u) < 07 U e V_X*[0]', fiVoXVo : O

e cada dois subespaços da decomposição são ortogonais.
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Teorema 6.3.9 Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita, f 6 B(V, V)

simétrica e V : V+ 69 VW 69 V0 uma decomposição formal de V em relação a f. Valem as

seguintes propriedades:
2) Vo : vi,.
a) V+ é mazimal, isto e', se %, C W 5 V e f(v,v) > 0, v & WX[0) então V+ : W;

iii) V_ émaximal, isto e', se V_ C W 5 V e f(o,'u) < 0, v e WX[O]> então V_ : W.

Demonstração. i) Como V0 é ortogonal a V, Vo C Vl. Por outro lado, pelo Teorema

6.2.6.—i) vemos que Vl : V,? O Vf D VOl C Vºl : VO 0 VJ'. Logo, VL C VO.

ii) Assuma que existe W 5 V tal que V+ C W # V+ com f(v,v) > 0, 'U 6 W X [O]
Obviamente, V : W + V_ + VO. Daí,

dimp(W F] (V_ EB Vo)) : dlm FW + dímF(V_ 63 W)) _ dlmFV

:: dim FW — dim FV+ > 0.

Logo, W 0 (V_ 63 VE,) # [O). Isto é uma contradição já que f(v,v) > 0, v 6 W X [O] e

f(v,v) < 0, 'v 6 V_€BV0_

iii) Exercício. [3

Teorema 6.3.10 Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita, f 6 B(V, V)

simétrica e U um subespaço de V. Se U e' mazimal como descrito no Teorema 6.3.9-ii)
então existe uma decomposição formal de V na forma V : U EBVL EB Vl, para algum Vl.

Demonstração. Assuma que U é maxima]. Pelo Teorema 6.3.1, V : U GB UJ'.

Obviamente, Vl C Ui. Se f(v,v) > 0 para algum o G UJ- então U 63 [[nl] contradiz

a maximalidade de U. Logo, f(v,v) 5 0, 'U 6 Ui. Notando agora que —f|U1xur é um
produto interno sobre U J- e aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz vemos que

—f(v,w) 5 f(v,v)f(w,w), v,'w € Ui. Daí, se f(u0,u0) : 0 para algum ao 6 UJ— então

f(u0,w) = 0, w 6 UL. Conseqiientemente, f(uo, v) = 0, v 6 V, isto é, no e Vl. Portanto,
se W é um complementar de Vl em Ui, concluímos que f(w,w) < 0, w 6 W. Assim,

U EB W 69 VJ- é uma decomposição formal de V. D

Observação 6.3.1] Vale resultado análogo para um subespaço maximal como descrito

no Teorema 6.3.9—iii).
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Teorema 6.3.12 Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita, f 6 B(V, V)

simétrica e W um subespaço de V. Se V : V+ 69 V. 69 Vl : V; EB Vl GB Vl são duas de—

!

composições formais de V relativas a f então dimR V+ : dimR Vir e dimR V_ : dimR V

Demonstração. Certamente V+ H (Vl GB VL) : [0]. Logo,

dimR v+ : dimR(V+ + VL + Vl) _ dimRa/L $ vi)
< dimR V _ dimRWL ea Vl)

|)

As outras desigualdades seguem de maneira análoga. D

Observação 6.3.13 É fácil ver agora que, nas condições acima, dois subespaços de V

que são maximais como no Teorema 6.3.9—ii) ou iii), têm mesma dimensão.

A definição abaixo é o último ingrediente necessário para uma classificação mais pre-
cisa das forma bilineares simétricas.

Definição 6.3.14 Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita e f 6 B(V, V)

simétrica. Seja p a dimensão de qualquer subespaço maxima! como descrito no Teorema

6. 3. 9-ii) e q a dimensão de qualquer subespaço maximal como descrito no Teorema 6. 3. 9-

iii). Seja ainda, 3 : dimR Vl. O índice de f é a terna (p,q, s) e a assinatura de f é o

numero p —— q.

Teorema 6.3.15 Seja V um espaço vetorial sobre IR, de dimensão finita. Valem as

seguintes propriedades:

i) Toda forma bilinear simétrica sobre V tem uma representação matricial como

descrita no Corolário 63. 7. A tripla (p, q, s) e' exatamente o índice da forma;

ii) Duas formas bilineares simétricas possuem uma mesma representação matricial

se, e somente se, elas possuem o mesmo índice;

iii) Duas formas bilineares simétricas possuem uma mesma representação matricial

se, e somente se, possuem o mesmo posto e a mesma assinatura.

Demonstração. Exercício.
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Concluímos este capítulo retinando os resultados no caso em que o espaço envolvido

tem produto interno.

Teorema 6.3.16 Sejam V um espaço euclidiano, de dimensão finita n e f 6 B(V7 V)
simétrica. Valem as seguintes propriedades:

i) Existe uma base ortonormal [o], . . . ,un) de V tal que a representação matricial
de f em relação a ela e' diagonal;

ii) (Lei da Inércia de Sylvester) Os escalares al, . . . ,a" na diagonal principal da

representação do item i) dependem exclusivamente de f e são únicos no seguinte sentido:

se a representação de f em relação a alguma outra base ortonormal de V e' diagonal, então

a diagonal principal desta matriz e formada pelos mesmos a,- 's, dispostos possivelmente

em uma ordem diferente;

iii) Se (p,q,s) e' o índice de f então p = número de Oz,-'s que são positivos, q :
número de aj 's que são negativos e s = número de aj 's que são nulos.

Demonstração. i) Seja [ral, . . . ,wn) uma base ortonormal de V. A matriz A de f em

relação a esta base é simétrica. Logo, sendo A a matriz de um operador ortogonal sobre
V em relação àquela base, e sendo tal operador diagonalizável, podemos encontrar uma
outra base ortonormal [ul, . . . ,vn) de V tal que a matriz deste operador em relação a

esta nova base é diagonal (a diagonal principal dela contém os autovalores do operador).
Segue que a representação matricial de f em relação a esta base é diagonal.
ii) Exercício.

iii) Exercício. [3

Exercícios 6.3.17 20) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão finita e f 6
B(V, V) anti—simétrica. Mostre que o posto de f é par e que existe uma base de V em

relação a qual a matriz de f é diagonal em blocos, onde os elementos da diagonal são,

respectivamente,
0 1 0 1

o,...,o,
—1 0 —1 0

21) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita e f e B(V, V) tal que
f(u,'u) > 0, v 6 V X [O]. Prove que existe uma base de V tal que a representação de
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f em relação a ela é diagonal em blocos, onde as entradas na diagonal principal são,

respectivamente,

onde a,- €RX[0),j=1,...,k.
22) Seja V : MnanR) e delina f 6 B(V, V) pela seguinte fórmula: f(A, B) : traço (AB),

A,B E V. Prove que:

i)f(A,A)>0,Ae[AeV:Aª=A);
ii) f(A,A) < 0, A E [A E V : At : —A);

iii) Os conjuntos [A E V : At : A]» e íA E V : At : —A]> são ortogonais;
iv) A assinatura de f é n.

23) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão íinita e defina f 6 B(£(V), £(V))
por f(T, S) : traço (T o S), T, S E [(V) Prove que a assinatura de f é dimR V.

24) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita e deúna f 6 B(£(V), £(V))
por f(T, S) : traço (TOS) —traço (T)traço (n), T, S E £(V). Ache o posto e a assinatura
de f.
25) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita, W um subespaço de V e

f 6 B(V, V) simétrica de índice (p, q, s). Prove que:

i) Se W é isotrópico e maximal então dimR W = s + miníp, (1);
ii) Se W é maxima] e f(w,w) # 0, 11) 6 W X [O] então dimRW = s + min[p,q).

26) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão Hnita Z 3 e f & B(V, V) simétrica

e T 6 £(V). Prove que se T o S : S o T, para todo S 6 £(V) satisfazendo f(u,v) :
f(S(u), S(v)), u, v 6 V, então T é um múltiplo de [V.

27) Sejam V um espaço vetorial sobre R, de dimensão finita n, f 6 B(V, V) simétrica
de índice (n — 1,1,0) e um 6 V. Prove que se f(u,u) < 0, f(v,v) > 0 então f(u,'u)2 Z

f(u,u)f(v, v). Conclua que vale a igualdade na expressão acima se, e somente se, [u, v)
é ld.
28) Sejam V um espaço vetorial sobre (C, de dimensão finita e f,g € B(V, V) anti-

simétricas. Comprove: existe T e £(V) injetora tal que f(T(u)7 T(v)) : g(u, 0), u, v e V,

se, e somente se, f e 9 possuem o mesmo posto. O que acontece se o corpo de escalares é R?
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