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Abstract: This paper proposes a recursive solution to the robust estimation problem of
uncertain discrete-time singular systems with time-invariant state delay. The proposed approach
is based on modeling the singular system with delay as an augmented singular system. A
recursive robust estimator is obtained by application of the robust regularized least-squares
approach, which combines penalty functions and the optimal solution to the regularized least-
squares problem with uncertainties. A numerical example illustrates the performance of the
proposed strategy when compared to an estimator without delay.

Resumo: Este artigo propoe uma solucao recursiva para o problema de estimagao robusta de
sistemas singulares incertos de tempo discreto com atraso invariante no tempo. A abordagem
proposta é baseada na modelagem do sistema singular com atraso como um sistema singular
aumentado. Um estimador robusto recursivo é obtido pela aplicacao da abordagem de minimos
quadrados regularizados robustos, que combina o método de funcoes penalidade com a solugao
6tima do problema de minimos quadrados regularizados com incertezas. Um exemplo numérico
ilustra o desempenho da estratégia proposta quando comparado a um estimador sem atraso.
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1. INTRODUCAO

Sistema singular (SS) é uma representacdo generalizada
de sistemas em espago de estado, amplamente aplicada
a sistemas econdmicos, redes de comunicacao, processos
quimicos, sistemas bioldgicos, entre outros (Xu e Lam,
2006). Por outro lado, os sistemas com atraso no estado
constituem uma classe de sistemas cuja dinamica futura
depende dos estados atual e passado. Esta classe estd
presente em diversas aplicagoes, como sistemas em rede
(Liu et al., 2014), problemas de atraso na transferéncia de
informacdes e risco de perda de dados (Zhang et al., 2013),
propagacao de epidemias (Zuo et al., 2015) e em sistemas
de veiculos aéreos nao tripulados (Li et al., 2016). O atraso
pode afetar consideravelmente as caracteristicas da planta,
alterando sua dinamica e aumentando a dificuldade na
analise de estabilidade e no projeto de estimadores.

A classe de sistemas singulares com atraso no estado
(SSAE) é aquela que engloba os dois tipos de sistemas
acima mencionados. No entanto, é possivel representar
essa classe como um sistema singular aumentado através

* Este trabalho foi realizado com o apoio da Coordenacio de
Aperfeigopamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e Fundagao
de Amparo & Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) sob
protocolo 17/16346-4 vinculado ao Instituto Nacional de Ciéncia e
Tecnologia (INCT) 14/50851-0.

da aplicacdo do método de elevagdo (do inglés, lifting
method), veja, por exemplo, Fridman (2014) e Bortolin
et al. (2018). Tal método consiste em um processo de
aumento do vetor de estado, transformando o sistema com
atraso em um sistema aumentado livre de atraso. Dessa
forma, a analise e a sintese de sistemas singulares com
atraso invariante sao equivalentes aquelas para os sistemas
singulares aumentados.

Na literatura, as principais formulagoes de estimadores
para sistemas singulares com atraso no estado sdo propos-
tas de estimadores dinamicos, baseados em desigualdades
matriciais lineares (LMIs, do inglés, Linear Matriz Ine-
qualities), como os resultados de Kim (2010) e Hu et al.
(2013). Além disso, o problema de estimagao se destaca nas
aplicacoes de sistemas singulares em rede, onde as perdas
de pacotes e os atrasos de comunicacao estao presentes
(veja, por exemplo, Wang e Sun (2017), Xu et al. (2017)).
No melhor conhecimento dos autores, abordagens recursi-
vas de estimadores para o SSAE nao foram tratadas na
literatura.

Neste artigo, propoe-se uma solugao para o problema do
estimador robusto recursivo (ERR) para sistemas singula-
res com atraso invariante no estado. A proposta ¢é inspirada
nas abordagens de Fridman (2014) e Bortolin et al. (2018),
que utilizaram o método de elevagao para representar o
sistema com atraso como um sistema aumentado. Além
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disso, neste trabalho é considerado o sistema singular de
tempo discreto mais geral, isto é, na forma singular re-
tangular, com ruidos de estado e medida correlacionados
e com atraso no estado.

Uma abordagem deterministica é utilizada para o desen-
volvimento do ERR. Assim, o estimador é projetado em
termos de equagoes de Riccati, através da aplicagao de uma
técnica de estimativa minima regularizada robusta desen-
volvida por Bianco et al. (2008), que combina o método
de funcao penalidade e minimos quadrados regularizados
com incertezas. O estimador é apresentado na forma de um
arranjo matricial simétrico conveniente. A principal carac-
teristica do ERR ¢ a recursividade do algoritmo dado em
termos de uma equacao de Riccati aumentada, adequado
para aplicacoes online.

As segoes deste artigo estao organizadas da seguinte ma-
neira: na Segdo 2, a transformacdo do SSAE em um SS
e o problema de estimagao sao formulados. Na Secgao 3,
a técnica de estimativa minima regularizada robusta é
apresentada. Na secao 4, é deduzido o estimador recursivo
robusto para SS. Na secao 5, um exemplo numérico ilustra
a estratégia proposta, comparando-a com um estimador
sem atraso em sua formulagao. Na secao 6, as conclusoes
deste trabalho sao apresentadas.

Notacgoes: Seja R o conjunto de numeros reais, R™ o
conjunto de vetores n-dimensionais com elementos em R e
R™*"™ o conjunto de matrizes m x n reais. I,, é a matriz de
identidade de dimensdo n X n. A matriz nula de dimens&o
apropriada é denotada por O. Para uma matriz real P,
P > 0 (P > 0) significa que P é uma matriz simétrica
positiva (semi) definida. O simbolo sobrescrito T denota a
transposicao de matriz. E{z} é o valor esperado de z. A
norma euclidiana quadratica ponderada de x é denotada

por Har:||?D = 2T Px.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere a classe de sistema singular de tempo discreto
com atraso invariante no estado descrito por
Ert1Thy1 = Tpr + Ty kxi—a + Grvi,
yr = Hpxp + Kivg, k € [0, NJ,
xp = o(k), k € [—d, 0],

(1)

com
Ert1 < Erg1 +0Ekq1, Tp « Fi +0Fk, Tqn + Far +06Fqp,
G +— G+ 6Gy, Hp < Hp +6H, € Ky + Ky + 0Ky,
onde

k| W

{UCJ B [Uk:| '
em que z € R™ é o estado no instante k, xr_q € R™ é o
estado atrasado de d amostras e y; € R” é a medida. O
atraso d é um inteiro positivo constante e pg(k) denota a
condicao inicial para k = —d,—d + 1,...,0. Os vetores
wr € RP e v, € RY sdo sinais de ruido Gaussianos
correlacionados com média zero e matrizes de covariancia
Qr € RP*P ¢ R € R?*Y respectivamente, e matriz de
covariancia de termos cruzados S, € RP*9, tal que

{(GIGIRCE

- {S,{ Rk] O

Gw,k + 6Gw,k Gv,k + 5Gv,k¢ e
Kw,k + 6Kw,kt Kv,k + 6KU,k}
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com d; = 1,se k = j e 0x; = 0, caso contrario. As matrizes
retangulares Eyy1, Fi, Fgr € R™*", Gy, € R™*P, G, 1 €
R™*4 Hp € R™", Ky, € R7*P e K, € R™ sao
conhecidas, e as matrizes de incertezas 0 Ex11, 0Fy, 0F gk,
6Gy, 6Hy, e 6 K}, sao limitadas em norma e modeladas como

[0k i1 6Fk 6Fay 0G| = My Dy [NEyyy Ny Nigy Nay |
[5Hk ‘SKI@} =My Do g [NHk NKk] ,

onde as matrizes My € R™*™ e My € R™"™ sao
conhecidas e nao-nulas, as matrizes Ng,,, Nr,, Np,, €
]R~m><n7 NG.;C c Rmx(p+q)7 Ny, € RT™*7 ¢ Nk, ~€ RTX(p.+q)
sao conhecidas e Ay, € R"*™ e Ay, € R™ " sdo matrizes
de contracdo, com || A ;|| <1, Vi =1,2.

O objetivo deste trabalho é projetar um estimador de es-
tado para o SSAE (1), assumindo que a saida y;, e o atraso
d estejam disponiveis a cada instante k. Como a sequéncia
de estado {xy} associada ao SSAE (1) nao ¢ perfeitamente
observada, o problema consiste em determinar a estimativa
de estado 6tima &), para o estado zp41 do sistema,
a partir do conjunto de informagoes Y disponivel até o

passo k,
Y ={y1,. . Yk, d}.

Para este propdsito, baseando-se em Bianco et al. (2008),
admite-se uma interpretacao deterministica do problema
de estimacao, fazendo com que este se torne um problema
de ajuste de dados, no qual wy e v sao compreendidos
como erros de ajuste. Assim, associado ao SSAE (1),
considere a seguinte funcao custo de IV estagios:

(2)

sendo Py_; > 0 a matriz de ponderagao do erro de
estimativa inicial zg — Zg—1, com Zg_; representando a
@k Sk
SF Ry,

N
I = o = doalBos + 30 Il
k=0

estimativa inicial de zg e Qp = [ } > 0 a matriz de

ponderacao do erro de ajuste vy.

2.1 Equivaléncia com o Sistema Singular Aumentado

Uma abordagem utilizada no estudo de sistemas com
atraso consiste no aumento do vetor de estado do sistema
pela aplicagdo do método de elevagdo (Fridman, 2014;
Bortolin et al., 2018), de tal forma que seja obtido um sis-
tema sem atraso equivalente. Com base nessa abordagem,
o SSAE (1) pode ser reescrito como um SS aumentado
livre de atraso:
é’kszH =Arzr + Brug (3)
Yk = Crzk +®kyk7 ke [07 N]7

com

éak_,_l +— Ek+1 + 5Ek+1, A «— Ax + 6Ag, Br + By + 0By,

Cr « Cr+90Cr € Dp <+ D+ 6Dy,

sendo o estado do sistema aumentado zp e a condigao
inicial zg dados por

Ty ©0(0)
Th—1 wo(—1)
2k = : e zp=
Th—dt1 wo(—d+1)
Th—d wo(—d)

As matrizes aumentadas Egi1, Epy1, Ax e 04x €
R™axnd B e §B), € RMax(P+a) e §Cy € R™¥" e Dy,
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e 0Dy, € R™(PHD) com my = (m +dn) e ng = (n+dn),
sao definidas por:

Epy1 O - O 6E411 O --- O
O Inm O O O---0
Epi1= o | OBk = S
O O - I, O O---0
Fy - OFd,k [OF) - - OéFd’k
In -+ O O o -0 O
A= A= ’
o ...I, O | O --- O O (4)
Gw k Gv k —6Gw,k 6Gv,k
0] o]
By, = , 6By, = : : ,
e 0)
Cr = [Hp O , 0Cp = [0Hy O -+ O],

Dk, = [Kw,k KUJC:I € 5Dk = [6Kw’k (SKU’)C] .

As matrizes de incertezas paramétricas sdo modeladas
como

[&Ekﬂ S A 6Bk]
[6C, D4 ]

=My Ak [NEk+1 Ny, NBk],
=Ma Aok [Ne, No,],

com ||A; k] <1, Vi=1,2,

T
Ml,k = [Mlqjk O] (S Rmdxn, Al,k = Al,k S Rnxm,

N]Ek+1 = [NEk+1 O] s NAIc = [NFk N NFd,k] € R™Xnd,

Ng, = [NGw,k NGUJJ € RMX () My = M), € RTX™,

Mgy = Doy €R™T, N, = [Npg,, ... O] eR™*™a,

e Np, = [NKka NKv,k] c R™X (),

()

De modo andlogo, a versao aumentada da funcao custo
quadratica (2) associada ao SS (3) é dada por

N
I = llzo = Zopallps + 3 Il (6)
k=0

onde Py > 0 ¢ a matriz de ponderagao do erro de
estimativa inicial 29 — Zg|—1 € Q. > 0 é a mesma matriz de
ponderagao de erro de ajuste definida para (2).

Portanto, o SSAE (1) é transformado em um sistema
singular aumentado sem a presenca de atraso. Em Bianco
et al. (2008), o estimador recursivo baseado em equagoes
de Riccati foi estendido para sistemas singulares sujeitos a
incertezas paramétricas. Nesta abordagem, um problema
de otimizagao min-max é resolvido, em que a funcao custo
Jn é minimizada sob a médxima influéncia das incertezas
paramétricas 8 = {0Ext1, Ak, 0By, 0C, 0Dy }. Seguindo
esta linha, consideramos o seguinte problema de estimacao

robustas:
min max Jn
205-+ZN+1 §p,...,0N
Vo,.--sVN

(7)

Yk = Crzi, + Dy, k €0,

{5I~c+1zk+1 = Ak 2k + Br g
s.a.
N].
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Na préxima segdao, uma estratégia para a obtencao da
sequéncia 6tima {Z;41)x} que estima o estado do SS (3)
serd apresentada.

3. ESTIMATIVA MINIMA REGULARIZADA
ROBUSTA

Esta secao apresenta uma abordagem que fornece um
suporte a solugao do problema de otimizacao min-max
(7). A solugdo proposta combina o método de fungoes
penalidade (Luenberger e Ye, 2008; Bazaraa et al., 2006)
ao problema de minimos quadrados regularizados com
incertezas nos parametros (Sayed, 2001).

Considere o problema de obtencao da estimativa 6tima 2
de um vetor de estado z € R" a partir de um vetor de
observacio incerto (y + dy) € R! proveniente do sistema
dinamico sujeito a incertezas paramétricas

(y +dy) = (C+6C)z+ (D + 6D)w
sendo C € R ¢ D € RY*P matrizes conhecidas e w € RP
um vetor de ruido Gaussiano. As matrizes de incertezas
paramétricas sao modeladas da seguinte forma:

[0C 0D dy] = LA [Ne Np V], [ A] <1,

De acordo com Nikoukhah et al. (1992), a estimativa étima
z de z é obtida a partir da solucao do seguinte problema
de otimizacao min-max deterministico:

min  max_F(zw) = ||lw|?
w5y, 6C. 6D (8)
a. (y+6y) = (C+0C)z+ (D + dD)w

sendo U > 0 a matriz de ponderagao do ruido w.

O problema de otimizacao restrito (8) pode ser transfor-
mado em um problema irrestrito equivalente pela aplicagao
do método de fungao penalidade, de forma que a restricao
seja inserida na funcao objetivo através do parametro de
penalidade > 0, que penaliza qualquer violagao desta
restrigdo. Assim, para cada p, o problema (8) pode ser
tratado pelo seguinte problema de minimos quadrados
regularizados com incertezas paramétricas:

min max F(z,.) = [, + (4 +64) 2, = (b-+ )y,
com [0A4 db] =M A [Na Ny,
(9)
onde
0=[58] n=[t] 4=t sa= s,
b:ya 5b:6y, W;L::U’Ib M:La

A:A, NA:[ND Nc] er:Ny.

O problema (8) é solucionado iterativamente, isto é, para
cada p > 0 de uma sequéncia monotonicamente crescente
{pr}, uma solugao étima Z,, é obtida para o problema (9).
Segundo Luenberger e Ye (2008), quando p — +00 em
(9) a solugao obtida equivale & solugdo 6tima do problema
restrito (8).

O problema de otimizagao (9) é resolvido em Sayed (2001)
e a solugao é reescrita em termos de um arranjo matricial
simétrico por Bianco et al. (2008), de acordo com o Lema 1.

Lema 1. Considere o problema de otimizagao (9). Supo-
nha que W, é positiva definida. Assim, para cada u > 0, a
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estimativa 6tima &, e a matriz de ponderagao P, do erro
de estimacao, x,, — £, sao dadas por:
-1 -

T

o) -Q O OI; O O 07 O O

o) O-W, 001 O O o o

o O O 2,0 O I, O o o

[#. Pu] = |O I, O 00O O I o o,
o O I, 000 O A b O

o O O I, OO0 O Nyi N, O

s] L o o o0 1, AT NT o] LO —Is |

(10)

onde s =p—+r,

W, = (W' = A tMm™)~
e\ = (1+ @)||MTW,M]||, para algum o > 0.

Prova. Segue da solucdo obtida em Sayed (2001), que é
reescrita de modo equivalente em termos de um arranjo
matricial. A invertibilidade da matriz central em (10) é ga-
rantida de acordo com Nikoukhah et al. (1992, Lema 2.1).

4. ESTIMADOR ROBUSTO RECURSIVO PARA SSAE

Esta secao apresenta o ERR para sistemas singulares
incertos com atraso invariante no estado, isto é, fornece
uma solugao para o problema de otimizagao (7) proposto.
Este problema é definido com uma funcdo custo de N
estagios. Tais fungoes podem ser tratadas por meio da
técnica de programacao dinamica, mais especificamente
em sua versao “para frente” (do inglés, forward), que se
destaca em problemas de estimagado de estado (Larson e
Peschon, 1966). Com base nesta abordagem, o problema é
resolvido em passos, portanto, divide-se a fun¢do custo (6)
em varias fungoes custo de um passo. Assim, a cada passo
k, consideramos o seguinte problema:

min max , 11
Lnin - max g, (11)
para k= 0,..., N, sendo a funcao custo quadrética dada

por

~ T _ ~
Zg — Zglk—1 Tkﬁg_l O O] [zk — Zkjk—1
Ik = vk o ol'o Vi +

zk+1 O O O Zk+1
T

Simposio Brasileiro de Automacao Inteligente

com g > 0 fixado. Observe que o problema de otimizagao
irrestrito (11) é uma aproximacao do problema de otimi-
zacdo restrito (7), para cada passo k, obtido pelo método
de fungdo penalidade. Além disso, (11) é um caso parti-
cular do problema (9) quando sdo realizadas as seguintes
identificagoes:

2k = Eglp—1 ?I;\}cfl 0 0
Ty Vi ’Qe O lelo 7W,U‘<7.LLI7
Zk+1 O O O
Ay, By *]Ek+1i| —AkZg|k—1 [Ml r O ]
A b« ! , M ; ,
[Ck Dy, O Yk — CrZp|k—1 O Mz
SAj, 6By —6Ej —5ALT . Ay O
6A<_|:6Ck (SD]C 19 ,5b<— —5Ck Zk:|k:717A(_ 1o, Ag,k s

Na, Np, _N]Ek+1

Ny
[ch Np,

:| e Np <+ {:%2:} 2k\k71~
Lema 2. Considere o problema de otimizacdo (11) com
p > 0 fixado. A estimativa preditiva 6tima 2, i, e a
matriz de ponderagao Py 1); do erro de estimagao, zx+1 —
Zk+1|k, sdo dados pelo arranjo matricial simétrico (12),
para k € [0, N].

Observagdo 1. O parametro X é definido no intervalo
([l diag(MT My g, M3 Mo k)|, 00) para cada pu € (0, 00).
Desta forma, a solu¢do étima no Lema 2 é obtida quando
1t — oo. Consequentemente, A1 — 0 e =11 — 0. Neste
caso, note que a matriz [///,C ﬂk] deve ter posto linha pleno,
tal que o bloco matricial central em (12) seja invertivel. O

Algoritmo 1 resume o estimador robusto recursivo pro-
posto para SSAE.

Algoritmo 1 Estimador Robusto Recursivo para SSAE

Modelo: Assuma o SSAE (1).
Inicializagao: Sejam d, p, 5\, N, Zgj—1 € Pg—1 = 0.

Para cada k=0,...,N:
- Definir as matrizes &xy1, Ak, Br, Cr e Dy de
acordo com (4) e (5).

- Calcular 21, e Pryq)p via (12).

A By —Enin 2 — Epjp—1 C A - ]?xtralr Zpy1r do vetor de estado aumentado
Uk - . wul (o), Zl+1|k-
€ D O e Yk — ChZiik—1
o1l [-% Iz, O o) o o0 00 o071'T o o
o L, O O o 0O 0 0 0 I Zppo1 O
o O O p'ly, O O O O My Yo O
10) O 0 O X' 0 0 O O o 0
[Brtipe Prarn], = |© o 0 O 0O X'It O O L O o o (12)
o o 0 O 0] O O Iz O Ny, o o
o o o o I O Iz O O O o O
© o o w4 O E O 0 0 o o o
L1l L o, « o o #% oo o] | o -IJ

com ng =n+dn, mg=m-+dn, ng=2nq3+p+q, mg=mg+r, m=m+r, n=2n,

Pt 0 O
P klk—1 = My O
Py = o Q. o|, M= 0 Myl = |cy Dy
(0] O O ’

o

Z
A By 7Ek+1i| Nja, Np, —Ng klk—1 |:Oi|
oy = Ny = | AR By sl g =1 0 L=,
|: oy, ch NDk o) klk—1 Yk m

o

T= [O ) Ind}T ex=(1+a) | )|, para algum a > 0.
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5. EXEMPLO NUMERICO

Considere as matrizes de parametros do SSAE (1):

10 03 0 1
Ep1=10 1|, Fe=1]0 02],Gur=|1],
20,7 0,34 0,21 2.7
~15 0 04 0,1
Fie=|-1 —05|,Gur=1]01 6 |,
—0,5 —0,4 0,87 0,62

Hp=[1,408], Ky = [1,4 14]
e Kyp=1, Vk €0, N,

e a condigao inicial z, = @o(k) = [2 2]T, para k € [—d,0].
As matrizes que modelam as incertezas paramétricas sdo

05 0
Mig=1| 0 05|, Myp=[1212],
0,01 0
10 0,5 0 0,3 0
Ng,,, = [0 1] , Np, = lo 0,5] , Np,, = [0,3 0,3] ,
00 0,5 0 0,3 0,3

0 0
Ni,,=[11] e Nk, , =1, Vk € [0, N].

0 0 1
Ng,,=10005|, Ng,, = |1|, Ng, = [2 28,18],
1

Com relagao a funcio custo de N estédgios (2), assumem-se
as seguintes matrizes de ponderagao:

10 70,0002
Po-1 = {0 1} » @ = {0,0002 07001} ’
Ro—1eS)— {0%1] Wk €0, N].

Para avaliar o desempenho do ERR para sistemas sin-
gulares incertos com atraso invariante no estado, sera
apresentada uma comparac¢ao com um estimador robusto
que nao incorpora a presenca de atraso de estado em sua
formulagao, proposto em Bianco et al. (2008, Teorema
3.1). Todas as rotinas foram implementadas no software
MATLAB®, versao 9.4 (R2018a).

Para a inicializacao do Algoritmo 1, adotam-se
=10 N =100, Poj_y = In,, A = 1,5 |u. AT M|
e Zyp_1 = [11)" para k € [~d,0].

As Figuras 1 e 2 mostram a média da norma quadratica
do erro de estimagao em cada passo k para dois cendrios
de atraso no estado: d = 1 e d = 10, respectivamente,
considerando T' = 1000 experimentos de Monte Carlo,
sendo as médias das normas definidas por

T
. 1 N LG
E{lle — dnge-1l?} ~ 5 D e — &), 1%, vk € [0, N,
j=1

? -(9)
é o estado real no passo k e Tyy

estimado no passo k, ambos no experimento j. Além disso,
os sinais de ruido wy, e v sdo selecionados aleatoriamente
de acordo com suas matrizes de covariancia em cada
passo de tempo k. A cada experimento j, as matrizes de

é o estado

onde x,(j )
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Figura 1. Comparagao dos erros médios de estimacao
quando d = 1.
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Figura 2. Comparagao dos erros médios de estimacgao
quando d = 10.

contragao A; i, com ||A; ;|| <1, parai =1, 2, sdo também
geradas aleatoriamente.

Observe que o estimador robusto recursivo proposto apre-
sentou erros menores quando comparado ao estimador
robusto que nao considera atraso de estado, para os dois
cendrios de atraso. Além disso, pode-se notar que os dois
estimadores tiveram seus desempenhos afetados pela vari-
acao no atraso d, porém, o ERR ainda apresenta um erro
menor do que a abordagem de Bianco et al. (2008).

Os valores médios dos erros de estimacao nas ultimas 50
iteragoes para os estimadores em cada cenario de atraso
de estado sao apresentados na Tabela 1. Valida-se, entao,
a vantagem oferecida pelo estimador robusto recursivo
proposto sobre o estimador robusto que nao considera
atraso em sua formulagao, apesar do aumento no valor
do atraso d.

Tabela 1. Valor médio dos erros de estimacgao

Estimadores
Atrasos
ERR Bianco et al. (2008, Teorema 3.1)
d=1 28,1460 41,3485
d=10 31,8592 42,8431

As Figuras 3 e 4 mostram as varidveis de estado reais x;
e x2 ) € as estimadas £ ; e 22, as quais foram obtidas
usando o estimador robusto recursivo para o cendrio de
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atraso com d = 1 durante um dos experimentos. Pode-se
considerar que o ERR alcanca um bom desempenho de
rastreamento.
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Figura 3. Varidvel de estado real x1 ) e estimada &1, em
um experimento com d = 1.
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Figura 4. Variavel de estado real x5} e estimada &, em
um experimento com d = 1.

6. CONCLUSAO

Neste trabalho, uma solucao robusta recursiva para o
problema de estimacao preditora de sistemas singulares
de tempo discreto com atraso invariante no estado e in-
certezas paramétricas foi proposta. Por meio da aplicagao
do método de elevagao, o SSAE foi reescrito como um SS
aumentado. Posteriormente, uma metodologia foi proposta
para projetar um estimador recursivo robusto para o SS
aumentado, apresentado na forma de um arranjo matricial
simétrico, que é adequado para aplicacoes online.

Os resultados da aplicacao do ERR em um exemplo nu-
mérico demonstraram sua eficicia quando comparado a
uma abordagem que nao incorpora a presenca de atraso
em sua formulacao. No entanto, o método de elevacao
aumenta a dimensao do sistema dinamico, o que pode exi-
gir um elevado esfor¢o computacional. O desenvolvimento
de métodos recursivos alternativos capazes de amenizar o
aumento da dimensao do estado causado pelo atraso sera
considerado em trabalhos futuros.
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